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GENERALISATION I’UNE PROPRIETE DE ILA LEMNISCATE:

Par M. Witnivn ROBERTS.

1. Dans les dnnales de Mathématiques, t. X1V, p- 17, M. Sturm
a démontré un théoreme énoncé par M. Talbot, savoir, que si Von
multiplie la différence entre I'arc infini d’une hyperbole écquilatere et
son asymptote par la longueur du quadrant de la lemniscate correspon-
dante, le produit sera égal & £ ma?, en désignant par « Je demi-axe de
hyperbole. Cette propriété, déduite par M. Sturm de la théorie des
intégrales eulériennes, n’est qu'une conséquence trés-simple de Ja re-
lation bien connue entre les fonctions elliptiques complétes 4 mo-
dules complémentaires, que 'on doit & Legendre, comme je I'ai déja
fait remarquer dans ce Journal. Dans cette Note, je me propose d’é-
tendre le résultat dont il s’agit 4 une hyperbole quelconque, par un
théoreme dont voici énoncé :

Soit 8 la différence entre Uarc infini d’'une hyperbole, ayant pour
equation

et son asymptote, et soit S, la longucur du quadrant de la courbe, lien
des projections orllzogonal(?s du centre sur ses tangentes ; salent anssi
2, 3, les mémes choses par rapport a Uhyperbole conjuguee
2 o
T— .

FNC:

et l'on aura

SS, + 22, = ;lzr (C_ — \,,2-2 ;7;2_5‘)?

en supposant ¢ > b, et en designant par s un arc de Chyperbole pire-

Tome NI — Javvien 1347, 6
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miere, compté di sommet jusqid au point dont les coordonnées sont

Pour démontrer cette propriété, rappelons-nous les expressions ¢on-
nues (tome X de ce Journal, page 186) pour S et S, en fonctions
elliptiques complétes, savoir,

S=E(e)— b*F(c). S, =1l <32—b-“.;”f, b))
dans lesquelles on prend b* 4 ¢* pour unit¢; ce qui donne, en met-
tant pour la fonction II sa valeur en fonctions de la premiere et de
la seconde espéce,
S, = n e F(B) |- T, e] R(B) — F(h)]Fic, 6
v/r,_ bt 2 / _,\/C?— >V

ou

. b
sin g == =
[

Or, si 'on prend un autre angle 1, tel que

2
COS A = ——,
pr

on aura

Fie,f)+Fle,)=F(d), Ele,0) +E(e, ) — Elo)=2yer =&,

d’o1, en se servant de la relation connue
L) F(b) + E(MF(c) — F(c) F (b = i,
résultera I'expression suivante pour$§,,

(1) 8= VR (B) - VETZ B R () (e, )+ E(D)F (¢, ) — FB) Fe, ).

D’ailleurs on a, en considérant Ihyperbole conjuguée,

=B —cF@H), x=Ln (b —c L)

~

et, par conséquent,

{2) 3, -_—F( “+ V2 —B* [F¢)E (¢ 2 —E(¢)F (e, V)]
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Maintenant prenons la somme des deux produits §S, et 22,, ce qui
nous donnera’

— g E(h — F(b\] [E (€) — b F (C’)] %
J Y /a2 2 [ ; Y \ J g
354 =2 NG b g —[E(M — c“l*‘(/}‘]E(({J ) r <(" )\)

+\e L g[l:((;/; — DF (0] F (hy+ [E (b)— c*F t’i[))] F (()} E(c. 2
+ b {[E{c) — b*F (@]F (B + [Eib) — *TF (b]] Fie)},
. :

ou ce qui est la méme chose, comme on §’en assurera sans difficulté.

, B be
3 88, + 33, =dnver— b7 {L'\c, N —D*F (e, 1)+ - -

cyer— bt

Mais, en désignant par § I'arc de 'hyperbole

N
<
%

pry 5
dont les coordonnées x/, v’ de extrémité sont
)
2
!

¢ o R—
x' = y = vet— bt

on a, par la formule connue, en se rappelant la valeur de 7,

on trouve donc finalement
. c? — —_
A 8§, -+ I3, = 1; % Z L,

ce qui démontre le théoréeme énoncé.

2. 1l est bon de remarquer gue des proprietés coinme celle qu’on
vient d’indiquer ne sont pas bornées au cas de 'iyperbole ct de I'autre
courbe dont nous avous parlé. Si 'on considere la courbe lien des
projections orthogonales du centre sur les tangentes & cette derniére,
et encore les autres qui dérivent successivement de la nouvelle courbe
par la répétition de la meéme construction, on parviendra a reconnaitre
qu’il existe entre leurs périmetres une variété des relations analogues 4
celledun® i.

En elfet. en désignant par S, le quadrant de la seconde dérivée de

6..
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i’hyperbole

=3

®

l

.),2
_67:[7

2

[y

et par 2, la méme chose pour Phyperbole conjuguée, on aura, en se
rappelant des formules que J'ai déja données (tome X de ce Journal.

page 186),

b3(abr— ¢y b , . .
S: = 2B(e) + L =Ny — LT (= e?sint, o),

2, =2E( }+£MF(6\/ ~ ?)Tc_i—czﬂ(bﬂ tang?® ), b),

[/E P
en faisant, comme auparavant,
bz
COS ) == —-
Y

Silon y substitue, au lieu des fonctions il leurs valeurs en S, etl,, on
en déduira, apres quelques réductions, i I’aide des expressions pour S
et X,

/ be . brer |
| S2 — 28§ -+ mz 2, = ;;:&'-21‘ <C),
() , be baes
22“22&02—[)28‘:‘—mF<b)’

et 'on trouvera, en ajoutant ces équations, apres les avoir multipliées

respectivement par S, et 2,
$i82 4 23, — 2(88, o+ 33, =2 550y F(h)|.

ct— b /
Or il est aisé de voir, en vertu des équations (1) et 27, que
; q \ e q
S5,F(¢) -3 Fib)=tnye? —I2F (e, 3,
en sorte que

bzci

Ver—pe

5,5, + 2,3, — 2(88, + 33\ = in

Fle, 2);

d’oti, par suite de la valeur de SS, + XX, donnée par I’équation (3),

oy ke -
2B, 0+ “*(;‘:77(‘") Fic.2

6) 8,8, + 3,5, = 1n\ T 5 .

o
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Multiplions encore la premiere des équations (5) par 3, la seconde
par S, et Von en tirera facilement

be . breot SN .
Py (8§, + 2E) = - e [ZF'\U) -+ SF{h \]

¢l

25, — 83, -

Mais on s’assurera sans peine que
2F(c) + SF(b) = Lr,

ce qui nous donnera, apres avoir mis pour 8§, + 33, sa propre
valeur,

o ax be . . R
e [/ﬂ €)= E(e, )+ 2ye™ 7 |.
P ;
3. Considérons encore la troisieme dérivée de Phyperbole
‘I"l ‘J,'l _
o =

On a, pour ia ditférentielle de son arc (85)
de ce Journal, page 186 :
(1&‘.: — [(‘“‘*">*3ﬁ“ 2 J b.&c.; dr

R A TR e Sy VR oy,

, la formule suivante (tome X

ou la variable » est le rayon vecteur de Phyperbole. Pour la réduction
de cette expression aux formes fondamentales des fonctions elliptiques,
rappelons-nous que nous avons, en faisant (r*+ 8% (r* — ¢?)=R.

2(b? — cz)bzc?j M**fL“_ :‘[(‘rw—bx:c’)ﬂf
(r*+b*— c31)2yR VR

. sz _ 02)2 . f)zc’}f dar "\/k

PPl VR TR

d’ou Yon déduira, en posant
I'=csécy,

et, en faisant toutes les réductions convenables .

9,(c‘-‘*-b’)s __ 3(c*—=b%singcosg y1— bsin ¢ (2b’—c’)c"F b o
SRR T Ty T e Fib g

3(ef—b" + bt et et
— Eb, ¢) t R (b’, 2 ?)’



46 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

et, par conséquent, pour la valear du quart entier, S,,

e b2 B b

— E(h) - B

2(02—77’)5 _ 3(er— b4 brere <c’—~' b }>
T T Oy = » b

d’ou ’on tire, en substituant pour II sa valeur en §,,

(et —bYbe /me) cf—b7)
&'“ww_my+w~[ L) - E) - M, .

De méme:

- (02—c?) be (20’-—~b‘)b 2 {bh* —-c) ]
s .
“ 3(e?— %2+ b2 br— (C) + E( J+ be EsJ
On a donc
2(c?— b

Slsz—{—zazzzmb, = (8,8, + 2,3,)

(26 —cle'y ‘

(c*— b7 be ; [ — b @'+Fwﬂgl

3{c*— b)) 4 b2 — b7 ; '

“ [ R+ k) 1)
Or il est aisé de montrer que

be

S, =aE(e) — BF(e) — -
Ve X

[F{c)E(c,)) — E(c)Fe, 2,
et

3,=2E(0)— (1 4+ c)F ()
be

\/02 [F b)E(c, )+ E(b)F(c,)) — F (b) Fc, 1],

ce qui nous donnera

bre—c¢ N ct— b2\ B2 —
I“N_x (m+L@ﬂa-P%Ti¥F@+E@>z
= A+ BF(¢,)) -+ CE (¢, A}, ’

en faisant, pour abréger,
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Q

A =[98 )+ ()| 2Bl — el

_ MF(C}+E(C) [2E(b) — (v + ¢* F(b}],

br—c?

Cr=clp gy L Eb)| E()

cr— b?

_ {(z,fi*_”ciz.”jF(c) +E(e) |[E(B) — F(b),

br—

C\/("—b . [(22116[)) (}ﬂ + E(l'l ]I' (C)

- [(”;_,’*_” R 4B c)lb (.

On verra aussi que les quantités A, B, C deviendront tres-simples

apres quelques réductions, et qu’'on aura

A= B0 g hefe=bY o e
2(c*— b?) niet— b7 2yer— b
en sorte qu’on a
) ; .
8,84 5,5, = o U P (8,8, + 3,3)

3(e?— b)+cb

wbe (icj;[jz)? e F(C Y
s [3(ct— b2 4 brc?] ‘/cﬁfgg, ‘ T
— beyer — P E(e, N+ (Be? — b)) b?

d’ou Von conclut, en mettant pour S,S, + %, 3, sa propre valeur,
qu’on tire de I'équation (6),

[2(c? — B2+ b2c?]E(c, 4)
(8) .8, + 3y, = 31r_~_ — 172[((:2 _bz\a+ b“]F(C, ))
| fer— )| biab )T

On a aussi les équations suivantes :
. (C’—bz) be (?,b"——c’)c’ .
SSO - 3(62__ [J’)’—{— brci| o — b F(b) -+ h(b>] S
2@2__52)2
3(6"—62)7-{»—[)?6’

SS3 :
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(b7 —c* be (2¢*— 5% b? o
R - 4 () N
2‘““3(()2—62)2'—‘—1)202[ bi_ ¢? F(C/—FL(C)JZ
N 2(02_62}2

3(62— b2\/2_+_ bie? 223’
ce qui donne, en mettant pour $ et X leurs propres valears.

oy 2(c? — b2y
—_— A S‘
SS, + 23, = S b 4 bie (SS; + 23,

[MF(M-%EWJ? (c) — B*F 0]

(c?—b?) bc c? .
B YR T r ey P 2 —b?)b oA
i W R e

d’ou P'on tire, apres les réductions convenables,

2(¢c? — b2’ = bic

8S, + 22, = 3(ci— b7y bic? (SS; + 2Z4) + Em’bﬁ;},v

ou bien encore
Efc, ) — b*F(c, &)

3let— b3 bt
( : 63/26 —3b: ?\/( b

(9)  SS; -+ 23, = z.

4 3 bl
3 (c“—[)’)‘ —+ p 3(0 ——b} Thies
Enfin, on a
(et —b bt be i bre: .
T CEr E LY S e E T
o Bler— bt bret be . bier BN
243*‘ 2(62_[,2)-_1 21+;(c'2'_b§) — '2“(7‘1;)‘;1 ((,)
ce qui donne
. . 1 be N 1 bics , .
S, 2, —8S,2, = (8S, + 23,) + P Py [2,F(b— S, Tic)],
d’ou
S, 5, — 8,5, = L0188, w33 — T8 wew
158 TS T 9% ')7'}(“_[,.4 G
S
d’ou, finalement,
. be (2¢"— b7 b2 b
10} 5,2 —SZ :E"—:[E C )j -—= C, } e
( ) 1<3 T} 4~/c“~b" (7 y PR ( L\“ T
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Il est aisé de voir qu'on obtiendrait des relations semblables en
poursuivant I'évaluation des périmétres des courbes qui appartiennent

au systeme que nous avons considéré; il est trés-probable, surtout,
que les deux fonctions

Sp2piaq — 2,8p40, et SspSager + 29p20g41s

conservent toujours le méme type, c’est-a-dire qu’elles sont de la
forme

n{l+ mF(c, \)+ nE(c, )},
ce qui se trouve vérifié pour le cas de Ihyperbole équilatére. Dans ce

cas, la premiére de ces fonctions s’évanouit, et la valeur de I’autre est
donnée par I'équation (en désignant par a le demi-axe de Phyperbole)

S1pSag s = (ép:_l ip=5 3 <4fli1 44—3 5‘1) 7%

T \gp—3dp—7 1) \Gg—1Gg =53

o e —— e W R ———

Tomie X1I. .- Fevrien 1849. 7



