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Sur quelques cas particuliers où les équations du mouvement 

d'un point matériel peuvent s'intégrer ; 

PAR J LIOUVILLE. 

SECOND MÉMOIRE. 

§ I-

i. Dans mon premier Mémoire [*], je me suis occupé du mouve-
ment d'un point matériel assujetti à se mouvoir sur une surface fixe; 
et après avoir exposé le principe général de ma méthode, j'en ai fait 
en particulier l'application au cas du plan, de la sphère, de l'ellip-
soïde et de l'héliçoïde gauche- J'ai surtout attaché quelque importance 
à bien montrer comment la forme même des équations du mouvement 
d'un point dans un plan conduit par une analyse très-directe à ces 
coordonnées qu'on nomme elliptiques, coordonnées dont l'usage 
s'étend naturellement ensuite à la sphère et à l'ellipsoïde, et dont nous 
nous servirons encore dans ce deuxième Mémoire, où nous nous pro-
posons de traiter par une nouvelle méthode les équations du mouve-
ment d'un point libre dans l'espace. La méthode employée dans ie 
premier Mémoire peut sans doute être étendue à divers cas du mou-
vement d'un point libre. L'extension est même très-facile quand, en 
exprimant les coordonnées du point mobile à l'aide de trois variables, 
on peut choisir ces variables de telle manière que l'une d'elles manque 
à la fois dans la fonction des forces et dans les coefficients des différen-
tielles composant l'expression du carré ds2 de l'arc parcouru à chaque 
instant. Alors, en effet, une des équations du mouvement s'integre 
de suite; ce qui permet d'éliminer dans les deux autres la différen-

[ * ] Tome XI de ce Journal, page 345. 
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belle de la variable qui manque, et ramène en quelque sorte la ques-
tion au cas du plan. Le problème de l'attraction vers deux ou trois 
centres fixes, comme l'a considéré Lagrange, est compris dans l'hypo-
thèse que nous venons d'indiquer. Mais quand les trois variables entrent 
toutes dans la fonction des forces, et mêlées entre elles de façon à lu-
pins permettre d'intégrer séparément une des équations et d'éliminer 
une des variables, la marche des calculs devient pénible et embar-
rassée. Il est bien préférable d'employer alors la nouvelle méthode, 
qui d'ailleurs comprend tous les résultats que l'autre fournit, en 
sorte que nous la développerons ici exclusivement. Cette méthode, qui 
repose sur la considération d'une équation non linéaire aux différences 
partielles, et dont le point de départ est emprunté à un Mémoire cé-
lébré où M. Jacobi a développé, en la fécondant et en la débarrassant 
d'inutiles entraves, une idée ingénieuse de M. Hamilton, peut d'ail-
leurs être aussi employée dans le cas d'un point mobile sur une surface 
donnée. Mais, pour abréger, nous ne dirons que quelques mots de ce 
dernier cas. 

*2. En désignant par U la fonction des forces accélératrices, que 
nous supposerons indépendante du temps, de manière que le principe 
des forces vives ait lieu, on a , pour le mouvement d'un point libre 
rapporté à trois axes rectangulaires Ojc, Oj, Oz, les équations diffé-
rentielles suivantes : 

; 1 

d2 z dt2 = dU dz 

d2 z dt2 = dU dz 

d2 z dt2 = dU dz 

Or M. Jacobi a démontré (tome III de ce Journal, page 81) que , pour 
intégrer ces trois équations, il suffit de trouver une fonction Θ de .χ, 
j, ζ, contenant trois constantes arbitraires A, B, C, distinctes de 
celle qu'on peut toujours introduire dans Θ par simple addition, et 
vérifiant identiquement l'équation aux différences partielles 

(2)(s) - (5) + (s!= (U + C) 
5a., 
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La fonction Θ une fois obtenue, les intégrales demandées seront 

W dÂ ~ A ' dB = B ' dC = 1 + C ' 

A', B', C étant trois constantes arbitraires qui complètent, avec A , Β , 
G, le nombre six. En démontrant ce théorème, on obtient aussi les 
trois équations suivantes : 

dt dx dt dy"1 dt dz 'dt dx dt dy"1 dt dz ' 

qui sont du premier ordre et renferment trois constantes arbitraires ; 
en sorte qu'on peut très-bien leur donner, avec M. Hamilton, le nom 
d'intégrales intermédiaires. On en déduit 

u)+u) =is) +y +u) = 2 (U + C), 

par où l'on voit que la constante arbitraire C est précisément celle qui 
entre dans l'équation des forces vives. 

Nous trouverons une valeur convenable de Θ, au moins dans un 
cas très-étendu, en substituant aux coordonnées rectangulaires x, y, 
z des coordonnées elliptiques ρ, μ, ν, liées aux premières par les for-
mules connues 

(4) 

x2 y2 z2 ρ2 p2— b2 c2 — p2 '' =1, 

x2 y2 z2 ρ2 p2— b2 c2 — p2 '' =1, 

x2 y2 z2 ρ2 p2— b2 c2 — p2 '' =1, 

où b et c sont des constantes: nous supposons b < c, p > c, p. com-
pris entre b et c, v2 < b2. De ces équations on tire, sauf à prendre 
les seconds membres avec des signes convenables, 

(à) 

x = euv bc, 

y = y/p2— c2 yV2 — (x2 yle2 — ν2 b c2 - b2 

z = y/p2— c2 yV2 — (x2 yle2 — ν2 cc2 - b2 



PURES ET APPLIQUÉES. μ3 

ou, si l'on veut, sans ambiguïté: 

(6) 

X — P-22ii y
c

2
 cos

2 jp
 + s

;
n

2 φ
 f 

y = \jp2 — b2 . sin ψ cos φ, 

Ζ — \/(52 — C - - :Ζ — \/(52 — C - - : 

en posant 

■7) v = ècost|t, μ = \JC2 cos" φ -h b2 sin2φ. 

Les coordonnées ρ, μ, ν étant substituées aux coordonnées x, y, ζ 
dans l'équation (2), nous nous trouverons facilement conduits à ce 
résultat, qu'on peut former la valeur de Θ et, par suite, intégrer les 
équations (1) toutes les fois que la valeur de U se ramène à la forme 

(8) I = μ3 — -c)f(p) -+- ( ρ ' — ·■> ') Ρ ( μ) h- (ρ' — ft2) π (τ/ιμ3 — -c)f(p) -+- ( ρ ' — ·■> ') Ρ ( μ) h- (ρ' — ft2) π (τ/ι 

les fonctions j, F, σ étant quelconques. Ce théorème, que nous avions 
déjà énoncé dans notre premier travail [*], sera l'objet principal du 
présent Mémoire. Mais, pour lui donner toute l'étendue dont il est 
susceptible, observons que la liaison des équations (1) avec la fonc-
tion Θ et l'équation aux différences partielles (2) est purement analy-
tique et tout à fait indépendante de la signification géométrique des 
variables x, y, z; qu'il en est de même aussi de la substitution des 
variables ρ, μ, ν à x,J, z; que, par conséquent, les mêmes formules 
intégrales trouvées pour le cas des coordonnées x, y, ζ rectangulaires 
seront encore les intégrales des équations (1) considérées comme ap-
partenant au mouvement d'un mobile sollicité par les forces accéléra-
trices 

dI dI dI dx dy dz 

suivant les directions respectives de trois axes obliques Ox, Oy, Oz, 

la fonction U étant toujours exprimée par la formule (8). Analytique-

[*] Nous en avons depuis indiqué rapidement la démonstration dans les Additions à 
la Connaissance des Temps pour 1849· 
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ment parlant, il y a identité entre le problème pour des axes rectangu-
laires et celui pour des axes obliques, dès que la fonction U est com-
posée de la même manière en x, y, ζ dans les deux cas. Mais si l'on 
passe aux détails et à l'interprétation géométrique et mécanique des for-
mules, de grandes différences auront lieu. Cette remarque faite, nous 
supposerons, pour fixer les idées, les coordonnées x, y, ζ rectangu 
laires dans tout ce qui va suivre. Ainsi les équations (4), pour chaque 
système de valeurs constantes attribuées à ρ, μ, ν, représenteront, 
comme à l'ordinaire, trois surfaces homofocales du second degré, dont 
l'intersection s'effectuera à angles droits. * 

ô. Pour démontrer notre théorème, opérons d'abord la transforma-
tion de l'équation (a). Comme il s'agit d'une substitution de variables 
bien connue des lecteurs de ce Journal, je serai bref dans mes expli-
cations. 

On a d'abord les trois équations 

du dv + dx dx dy dy- dz dz ° ' = 0, 

du dv + du dv + du dv dx dx dy dy- dz dz ° ' = 0,du dv + du dv + du dv dx dx dy dy- dz dz ° ' = 0, 

du dv + du dv + du dv dx dx dy dy- dz dz ° ' = 0, 

d'où résulte la perpendicularité des surfaces (ρ), (μ), (ν) entre elles. On 
trouve ensuite aisément 

\dxj \dy) \dz) (ρ2—pt2)(p.!—v-')'\dxj \dy) \dz) (ρ2—pt2)(p.!—v-')' 

\dxj \dy) \dz) (ρ2—pt2)(p.!—v-')'\dxj \dy) \dz) (ρ2—pt2)(p.!—v-')' 

\dxj \dy) \dz J (ρ2—v2j (p2—v!)\dxj \dy) \dz J (ρ2—v2j (p2—v!) 

Cela étant, si l'on fait, pour abréger, 

(9) 

dy (p2— b2)(p2 — c2) = dE, 

du ^j(p2-b2){c2- p2) = dn, 

dv y'(b2 — v2) [c2 — v') = dx, 
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l'équation (2) se transforme en 

, λ +(p2^2)U) ,τ- ,Λ, λ +(p2^2)U) ,τ- ,Λ = 2 (U + C). 

Mais il est aisé de voir qu'on a identiquement, et quelles que soient 
les quantités A , B. C, dont nous ferons trois constantes arbitraires : 

(p2—v').A—(ρ2—v2).A-t-(p2— p2} A (p2—v').A—(ρ2—v2).A-t-(p2— p2} A 

\μ' — ν2). Bp2 — ( ρ2— ν2) . Βρ2 + ( ρ2 — ρ2). Βν2 =0 

(ρ2 — ν21. 2 Cp" — (ρ2 — ν2). 2Cp' +(ρ2 — ρ■). 1 Cv' (, 

Et il suffit d'ajouter membre à membre ces trois équations et celle-ci. 

(p.2—V2) a/fp]-1~ ί Ρ 2 -j2) 2 f ( pt y —i— { ρ 2 p2).2ra(ï, ( a2-i2) = 2U, 

qui dérive de la valeur même de U fournie par la formule (8 et que 
nous adoptons, pour en conclure que l'on vérifiera l'équation (1 1) en-
prenant 

(rffj — Ah- Bp - -ρ- aC ρ ' -+- J.j{p), 

(?) = - A - Bp,2 - 2 Cp.1 -p 2F (μ), 

D0 dxj = A 4- Bv2 -t- 2C.V4 4- îb(V), 

De là on tirera les valeurs des dérivées partielles de Θ relatives à 
ε, ν,, κ, puis facilement celles des dérivées de Θ relatives à 0 , μ, ν ; et 
comme les valeurs dont il s'agit ne dépendent évidemment que d'une 
seule variable, savoir, successivement, de ρ, μ ou v, les conditions 
d'intégrabilité seront remplies d'elles-mêmes, et l'on pourra former de 
suite l'expression de Θ avec trois constantes arbitraires A, B, C, dont 
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on a besoin. Les équations (3) donneront ensuite les intégrales du 
système différentiel (i). "Voici la valeur de θ : 

(Ό 

@ _ Γ do i ! 2/(ρ) +A~1-BP'+îCP'@ _ Γ do i ! 2/(ρ) +A~1-BP'+îCP' 

+ Çdu.\AlM-A-Bp'-aCp+ Çdu.\AlM-A-Bp'-aCp 

+ Çdu.\AlM-A-Bp'-aCp+ Çdu.\AlM-A-Bp'-aCp 

4. Avant de passer aux applications, nous devons encore rappeler 
quelques formules générales 

Soient dsds", ds'" les éléments des trois courbes orthogonales 
suivant lesquels les surfaces (p), (p.), (y) se coupent en chaque point M 
de l'espace, ds' étant perpendiculaire à la surface (p), ds" à la sur-
face (μ), ds"' a la surface (y). On aura 

A'= * vT£),+(£)'+(!)' A'= * vT£),+(£)'+(!)' 

A'= * vT£),+(£)'+(!)'■A'= * vT£),+(£)'+(!)'■ 

A
'= * vT£)

,+
(£)'+(!)'■ 

d'où 

(12) 

Y (ρ'-*')(ρ·-«') Y (ρ'-*')(ρ·-«') 

Λ-=Αι/5Ξ3Ε=ίΐ'.Λ-=Αι/5Ξ3Ε=ίΐ'. 

Λ-=Αι/5Ξ3Ε=ίΐ'.Λ-=Αι/5Ξ3Ε=ίΐ'. 

L'élément ώ décrit par le mobile pendant le temps dt, et qui a cfo', 
A" et ds" pour projections, s'exprimera par 

ds — \jdx8 -+- dj2 dz2 = yrte'2 -+- rfo"2 -+- ds"'z ; 
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et les cosinus des angles que ds fait avec ds', ds", ds'" seront respecti-
vement 

ds' ds'' ds''' ds ds ds 

Ainsi, en désignant par i, i', i" ces angles, compléments de ceux sous 
lesquels du coupe les trois surfaces [ρ], (p.), (ν). nous devons écrire 

, ο χ ds . ds ... ds, ο χ ds . ds ... ds 

Le carré R2 de la distance du point [ce, γ, ζ) ou (ρ, ρ, ν) à l'origine U 
des coordonnées, centre de nos surfaces homofocales, sera fourni 
indifféremment par l'une ou l'autre des deux formules 

ou 
R2 r= X 2 -+- J 2 -j- Ζ

 2
, 

R- — ρ " —t- p. " -I— ν "* — b ~ — ι.' . 

Enfin , nous ajouterons l'équation des forces vives, mise sous sa forme 
ordinaire : 

,,4) ^)'=»(C + C). 

S 11. 

[je cas le plus simple est celui où l'on prendy (p) c>, Ε (p. = o, 
57 (ν) = o, d'où U =0. Le mobile alors n'est sollicité par aucune force 
accélératrice. La valeur de Θ devient 

WA H- Bp* 2 CuHWA H- Bp* 2 CuH 

+WA H- Bp* 2 Cu
H 

WA H- Bp* 2 CuHWA H- Bp* 2 CuH 

•t en posant , pour abréger, 

Φ (ρ) = (A + Bp
2
 -4- 2C ρ*) (ρ2 — b'-)( ρ'1 — c- , 

i'.nne^XÏI- — UcTORBE 1S 47 - ^ 
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on en conclut, par les formules (3), ces trois intégrales en ρ, μ, ν , t, 
qui doivent représenter un mouvement rectiligne uniforme: 

(i5; 

J V*Tp) ^ ν'φ(ν) 'J V*Tp) ^ ν'φ(ν) ' = 2 A', 

J V*Tp) ^ ν'φ(ν) 'J V*Tp) ^ ν'φ(ν) ' = 2 B', 

Γ + Γ+ f — / 4_ CΓ + Γ+ f — / 4_ C 

Pour que ces formules donnent un résultat réel, il faut que les 
deux quantités Φ(ρ), Φ (p.) soient de même signe. Mais les facteurs 
(p2 — b2) (p2 — c2) et (p.2 — A2) (p.2 — c2) sont de signes contraires, 
le premier étant essentiellement positif, tandis que le second est 
négatif, la valeur de μ2 étant comprise entre b2 et c2. Donc les deux 
autres facteurs A + Bp2 + 2Cp4, A + Βμ'2 + 2 βμ4 doivent être aussi 
de signes opposés, ce qui exige que l'équation 

A + Bm + a CM 2 = ο 

ait une racine réelle comprise entre ρ2 et μ2. La seconde racine est 
donc aussi réelle, et il est aisé de voir qu'elle est comprise entre μ2 et ν2 : 
cela tient à ce que les deux facteurs A+ Βμ2 + 2θμ4, A+Bv2 + aCy* 
doivent aussi être de signes contraires. Les deux racines dont il s'agit 
étant ainsi positives d'après leurs limites, nous les représenterons, la 
première et la plus grande, par a2, la seconde par β2, et nous aurons 

A -4- Bp
2

 + 2 Cp
 4

 = 2C (ρ
2

 — α
2

) (p
2

 — β
2

), 

À -+- Βμ2 + 2 Ομ4 = 2 C ( μ2 — a2) ( μ2 — β2), 

A H- Bv
2

 + 2Cv
4

 — 2C(v
2

 — a
2

) (ν
2

 — β2). 

Le facteur v'2C sera donc commun aux dénominateurs de tous les 
termes de nos équations; et en différentiant pour avoir des résultats 
plus simples, et posant 

A (Ρ2) = V(é
2 - b2) (p2

 - c
2
) (ρ

2
 - α

2

) (ρ
2 -β2), 
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nous trouverons 

if.: 

Δ ( ρ 3) Δ ( « !j Δ (ν 2)Δ ( ρ 3) Δ ( « !j Δ (ν 2) = 0 

Δ (ρ') + Δ^7) + Δ (V) ~~ ° 'Δ (ρ') + Δ^7) + Δ (V) ~~ ° ' = 0 

U '' ,/ο μ.'du. ■j'd-j », —77U '' ,/ο μ.'du. ■j'd-j », —77 

Ces équations, où ρ, μ, ν sont les coordonnées elliptiques du mobile 
au bout du temps t, doivent convenir, nous l'avons déjà dit, à un 
mouvement rectiligne et uniforme. Elles doivent, en d'autres termes, 
s'accorder avec les trois équations 

χ = mt + ri, y = m't. -t- η', ζ = m"t -t- n" 

d'un tel mouvement. Or, en remplaçant x, y, ζ par leurs valeurs en 
ρ, μ, ν, on a , en ρ, μ, ν, t, trois équations algébriques. Les intégrales 
de nos trois équations différentielles sont donc susceptibles d'une 
forme algébrique. Les deux premières, qui constituent le cas le plus 
simple des équations différentielles que M. Jacobi nomme nbeliennes, 
ne contiennent pas le temps, et leurs intégrales seront de la forme 

y — pv + q, z = p'x-\-ij'. 

Ces intégrales se trouvent ainsi représentées géométriquement par une 
ligne droite, trajectoire du mobile dans la question de dynamique 
dont nous sommes occupés. 

M. Jacobi a indiqué depuis longtemps l'application des coordonnées 
elliptiques aux équations du mouvement d'un mobile abandonné à lui-
même comme propre à conduire, dans le cas du plan, à l'intégrale 
fondamentale d'Euler pour les fonctions elliptiques, et, dans le cas de 
l'espace, aux intégrales des équations abéliennes citées. La forme sous 
laquelle il a mis depuis ces dernières intégrales [*] en les exprimant 
par deux équations, l'une du premier et l'autre du second degré, 
entre trois quantités qui reviennent à ρ2+μ2+ν% ρ2μ2+ρ2 ν2+μ2ν2, 

[*] Voyez le Journal de M. Crelle , et le tome XI du présent Recueil, page 34a . 

53.. 



/|2o JOURNAL 1)E MATHÉMATIQUES 
ρ2ρ2 y2, résulte avec facilité de nos formules 

y — ρχ + q, z — p'x -+- q'. 

En élevant au carré, on a 

y2 = p2x2 -H 2 pqx + q2, ζ2 — ρ'2 χ2 -h ι p'q'x + <y'2, 
d'où 

p'q'y2
 — pqz2

 = {p2p'qr — pqp'2) χ2 + q2p'q' — pqq'2· 

En remplaçant x, j-, s par leurs valeurs en ρ, ρ, ν que fournissent les 
formules (5), on aura d'abord l'équation du premier degré entre les 
quantités dont il s'agit; celle du second degré résultera de 

[y2 — p2x2 — q2)2 = t\p2q2 χ2. 

Il y a des résultats analogues pour toutes les classes d'équations abé-
liennes, comme M. Jacobi l'a encore observé. Mais nous ne nous occu-
pons ici que de la classe la plus simple, et même nous n'avons pas le 
temps d'insister beaucoup sur ses propriétés [*]. 

6. Toutefois nous devons donner la signification géométrique des 
deux constantes a, β introduites tout à l'heure dans nos formules. 
De là, en effet, découlent, comme nous le montrerons ailleurs, une 
foule de résultats curieux. 

Quand une des variables p, p. ou ν devient égale à une des constantes 
a, β, la différentielle correspondante dp, dp ou dv doit s'évanouir 
comme le radical &(p2), A(p2) ou Δ (ν2) qui lui sert de dénominateur. 
Soit, par exemple, ρ — a, on aura en même temps dp — ο ; par consé-
quent aussi, 

ds' = sy (e2 - u2) (a2 - v2) (e2 - u2) (a2 - v2) = 0, 

et, par la première des formules (i 3), 

COS l — — o. 

[*] On trouvera quelques développements sur les équations abéliennes à radicaux 
carrés quelconques dans un Mémoire qui doit faire partie des Additions à la Connais -
sance des Temps pour i 85o. 
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L'angle i sera donc droit, et la trajectoire (ici rectiligne) du mobile se 
trouvera, par conséquent, tangente à la surface (p). Une conséquence 
analogue a lieu quand une des variables ρ, μ, ν devient égale à β. Donc-
la droite parcourue par le mobile est tangente aux deux surfaces (α). 
(β). On a ainsi ce théorème important : 

« Les deux équations différentielles 

(' 7) 
Δ ( ρ 3J Δ (li'j Δ(ν -) = 0 

Δ ( ρ 3J Δ (li'j Δ(ν -)Δ ( ρ 3J Δ (li'j Δ(ν -) =0 

» représentent des droites toutes tangentes aux deux surfaces homo· 
» focales (ai, (β), ou plutôt l'ensemble des droites tangentes à la fois 
» à ces deux surfaces. » 

Pour bien comprendre cette conclusion, il faut observer que, dans 
les équations de la trajectoire, on peut regarder comme indépendante 
une des variables ρ, μ, v, et, par conséquent, lui donner toutes les 
valeurs que sa nature comporte, en particulier la valeur α ou la va-
leur β, si cette valeur α ou β se trouve contenue dans les limites où 
la variable indépendante doit être renfermée. Si, par exemple, on a 
α > c, on pourra faire ρ — a; les deux autres variables μ, ν prendront 
de certaines valeurs en conséquence de la valeur de p, et au point 
(p, a. y) ainsi déterminé, il y aura contact, entre la trajectoire et la 
surface (a). De même, on pourrait faire μ = α si l'on avait α < c. La 
valeur a, quand ρ peut la prendre, est pour cette variable p un mini-
mum, tandis que, pour la variable μ, c'est un maximum; car, en in-
troduisant la constante a, nous avons vu qu'elle est essentiellement 
comprise entre p et μ, et, par conséquent, toujours au moins égale à la 
plus petite μ, et jamais supérieure à la plus grande ρ de ces deux quan-
tités. Il est visible, par cela même, qu'on ne peut jamais prendre v = a, 
mais on pourra poser ν = β, si β2 est < b2·, tandis qu'il faudra faire 
μ = β, si l'on a jS2 > b2. Dans aucun cas, on ne pourra poser ρ = β. 
La valeur β2 sera pour μ2 un minimum, et pour y2 un maximum. En 
analyse, chacune des deux équations que Von obtient en égalant ainsi 
une des variables ρ, μ, υ à α ou à β est une solution particulière de ces 
équations différentielles. Cette solution représente une surface, qui 
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naturellement est tangente aux droites représentées par les inlégrales 
générales. 

7. On peut donner à nos équations différentielles diverses formes. 
Et d'abord la dernière des équations (16), savoir, 

a4 ds A (e2)+ + ïp) - dt vaG' 

fournit la valeur de ds; car, à cause de U = o, l'équation des forces 
vives se réduit à 

fêV ds — dt ν'9-C. 

Ainsi nous avons 

^ Λ=

λΙ^)
 +

 Δ00
+

ϊμ' 

Mais, en ajoutant à cette équation les deux autres 

0 = de du dv ° = M?)+ Mf^) + Âpj' 

0 = ° = M?)+ Mf^) + Âpj'° = M?)+ Mf^) + Âpj' 

multipliées respectivement par les facteurs p.2ν2 et — (p.2 + υ2), il 
vient 

ri, — ( Plu il!) ( Ρ2 — ν U rfp A (e2) 

Or on a 

Δ(ρ2) = v'( p2 - δ2) (ρ2 - c2) (ρ2 - α2) (ρ2 - βή, 

et, d'après les formules du nu 4, i étant le complément de l'angle sous 
lequel ds coupe la surface (ρ), 

ds' — dp i/[ί — cos ids, 

d ou 

le cos i ds Δ(ρ5) — Wp" — p2)(p2 — *jï) (p2 — «U ( ρ2— P) 

En substituant donc dans l'expression précédente de ds, on en tire 
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sans difficulté 

cos2 i'' (a2-v2) (B2-c2) (a2-v2) (B2-c2) 

lie là ce groupe de formules 

('9) 

cos2 i (a2-v2) (B2-c2) (a2-v2) (B2-c2) 

cos2 i' (a2-v2) (B2-c2) (a2-v2) (B2-c2) 

cos2 i'' (a2-v2) (B2-c2) (a2-v2) (B2-c2) 

ou /, i', y sont, je le répète, les angles que l'élément ds fait avec les 

trois normales aux surfaces (p), (p.), (v) passant parle point (ρ, μ, ν) de 
cet élément , ou , si l'on veut, les compléments des angles qu'une droite 
tangente aux deux surfaces homofocales (et), (β) fait en chaque point de 
l'espace avec les surfaces (ρ), (ρ), (ν) qui passent par ce point. Je me 
propose de donner dans un autre Mémoire une démonstration directe 
et simple de ces formules. On voit que, quand une des variables ρ, μ, v 
devient égale à une des constantes α, β, le cosinus d'un des angles /, 

i" devient nul ; cet angle est donc droit, son complément égal à ο . 
et, par suite, ds touche une des surfaces (ρ), (μ), (ν). Si, par exemple, 
ρ — a., il vient cos i = o; l'angle i est donc droit, et l'élément ds est 

[*] La perpendiculaire abaissée du centre de l'ellipsoïde (p) sur le plan tangent a ce! 
ellipsoïde au point (ρ, a, v) est exprimée par 

p — pvV —1") (p2— c'')p — pvV —1") (p2— c'') 

Donc la valent de 

cost \f(p2 — α 2) ( p2 — β*(p2 — α 2) ( p2 — β*) 

est indépendante de ρ et de v. Cela donne lieu à un théorème de géométrie dont l'énonce 

deviendra assez élégant en observant que . est la portion de droite partant du point 

(ρ, p., v) et tangente aux deux surfaces (α), ((3), qui est comprise entre ce point et it 
plan diamétral de l'ellipsoïde (p) parallèle au plan tangent. La grandeur de cette portion 
de droite reste, comme on voit, constante pour tous les points d'un même ellipsoïde 
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langent à la surface (ρ) : ce qui s'accorde avec les résultats obtenus 
ci-dessus. Mais nos dernières formules sont peut-être plus nettes et plus 
précises encore. On y voit tout de suite que la droite décrite par le mo-
bile , qu'une droite quelconque par conséquent, touche deux des 
surfaces (ρ), (μ), (ν), et n'en touche que deux. Il peut arriver que ces 
deux surfaces à la fois soient des hyperboloïdes à une nappe, qui même 
se confondront en un seul, si la droite coïncide avec une de leurs géné-
ratrices. Mais jamais ce ne sont deux hyperboloïdes à deux nappes, ni 
deux ellipsoïdes. 

H. Des formules(19), qui vérifient, comme cela devait être, l'équa-
tion de condition 

cos2 i -t- cos2 i' + cos2 i" — r, 

ou tire, en outre, aisément 

(20) cos2i cos2 F cos2 ί"cos2i cos2 F cos2 ί" 

(21) cos2i cos2 F cos2 ί"cos2i cos2 F cos2 ί" 

Les équations (20) et (21) ont été données par M. Chasles avec la signi-
fication que nous leur trouvons ici, à savoir, comme appartenant à 
une droite tangente aux deux surfaces homofocales («), (β); et de là, 
comme nous l'avons déjà dit à la page 255 du présent volume, 
M. Chasles aurait pu déduire les intégrales algébriques des équations 
abéliennes (17). Cette déduction est très-facile, et nous aurons occasion 
de l'opérer une autre fois : on peut partir, pour cela, deséquations(i9), 
auxquelles les équations (20) et (ai) se ramènent de suite en ayant 
égard à la relation cos2 i + cos2ï'-t- cos2t" = 1 et éliminant tour à tour 
deux des cosinus. 

Four le moment, démontrons, ce que l'on sait déjà par le Mémoire 
de M. Chasles , que chacune des équations (20), (21), considérée iso-
lément, convient à toutes les génératrices d'un cône : l'équation (20), 
par exemple, représente en ce sens le cône formé par toutes les droites 
qui passent par le point (f, μ, ν) et vont toucher la surface (a). Et, en 
effet, une quelconque de ces droites qui touchent la surface (a) touche 
aussi une seconde surface (jS ; dont le paramètre varie d'ailleurs d'une 
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droite a l'autre: c'est, en effet, une proposition connue de géométrie, 
et d'ailleurs c'est un fait résultant de nos discussions antérieures, 
qu'une droite quelconque est toujours tangente à deux de nos sur-
laces homofocales. Cela étant, on a, pour cette droite, les deux équa-
tions (20), (21), et, en particulier, l'équation (20) ; donc l'équation (20) 
convient en effet à toutes les droites de la même espèce, c'est-à-dire 
à toutes les génératrices du cône dont le sommet est au point (ρ, μ, y), 
et qui enveloppe la surface (a). 

On voit que M Chasles a suivi une marche inverse de la nôtre : il 
démontre d'abord que chacune des équations (20), (21) représente 
un cône ayant son sommet au point ι ρ , μ, ν), puis il en conclut 
que toutes deux appartiennent à une droite, intersection de ces deux 
cônes. 

9. Un point (ρ, μ, ν) ou M étant donné, c'est donc par l'intersec-
tion de deux cônes du second degré que l'on obtiendra les droites 
qui, partant de ce point, sont des tangentes communes aux deux sur-
faces homofocales ta), (β). Ces droites seront ainsi généralement au 
nombre de quatre. Et, en effet, les formules (ip) fournissent, pour 
chacune des quantités cos/, cos/', cosi", deux valeurs égales et de 
signes contraires, d'où huit combinaisons qui ne répondent qu'à quatre 
droites distinctes, parce que deux combinaisons à signes partout op-
posés appartiennent à une seule et même droite prolongée dans les 
deux sens. Toutefois, pour que les angles /, /', /" soient réels, il faut 
que les seconds membres des équations (19) soient positifs et < 1. 
Mais, cette condition remplie, on construira sans peine les droites 
demandées. 11 y a, du reste, entre ces droites, une liaison simple qui 
permet, quand l'une d'elles est connue, d'en déduire immédiatement 
les trois autres. Soient, en effet, MN, MP, MQ les normales aux sur-
faces (ρ), (μ), (ν; relatives au point M, et MA, MB, MC, MD nos 
quatre droites prises toutes d'un même côté du plan PMQ, de ma-
nière à faire avec MIN des angles aigus. Ces angles seront, dès lors, 
égaux entre eux, puisque la valeur (essentiellement positive, d'après 
notre hypothèse1 de chaque cosinus sera fournie par la formule unique 

cos i = .c 2 — y. ~ \ ( s — S.c 2 — y. ~ \ ( s — S 

Γο.:ικ> \Il. —Octobre 54 
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Quant aux angles de MA, MB, MC, MD avec MP, leurs cosinus seront 
égaux, abstraction faite du signe; par suite, il en sera de même des 
cosinus des angles que font avec la même normale MP les projec-
tions MA', MB', MC', MD' de MA, MB, MC, MD sur le plan PMQ. Cela 
résulte de la formule 

COS A'MP = -τ——r
T
, 

qui, par le changement successif de A en B, en C et en D, donne ces 
derniers angles sans que le second membre change de valeur. Les 
angles A'MP, B'MP, C'MP, D'MP sont donc, ou égaux entre eux, ou 
supplémentaires. Donc les droites MA', MB', MC', MD' sont deux à 
deux le prolongement l'une de l'autre : MB', par exemple, sera le pro-
longement. de MA', et MD' celui de MC'. Dans l'espace, les droites MA 
et MB sont donc situées dans un même plan avec la normale MN, sur 
laquelle elles sont d'ailleurs inclinées également. En d'autres termes, 
si la droite MA est la direction d'un rayon de lumière incident, MB 
sera la direction du rayon réfléchi sur la surface (ρ). Il y a entre MC 
et MI) une liaison semblable. Mais on fera naître encore ces deux der-
nières droites de la seule droite MA, en considérant les rayons réflé-
chis sur les deux autres surfaces (μ), (ν). Ainsi, une des quatre droites 
MA, MB, MC, MD étant donnée, on en déduira les trois autres, en 
regardant la droite donnée comme un rayon incident, et les trois autres 
comme des rayons réfléchis sur les trois surfaces (ρ), (μ), (ν). 

Nous pourrions à présent suivre la marche d'un rayon de lumière 
successivement réfléchi en divers points d'un ellipsoïde (p), ou même 
en divers points de plusieurs surfaces homofocales à volonté. Dans 
toutes ses directions, ce rayon restera tangent aux deux surfaces fixes 
(α), (j3). On voit assez les conséquences qui en résultent pour certaines 
questions de maximum ou de minimum, et j'ajoute que cela conduit 
facilement à la belle propriété donnée par M. Chasles (tome XI de ce 
Journal, page f i) pour les tangentes des lignes géodésiques des sur-
faces du second degré. Mais qu'il nous suffise ici d'avoir établi nette-
ment la dépendance réciproque qui lie entre elles, d'une manière si 
remarquable, les droites MA, MB, MC, MD. 

Si le point M était situé sur une des surfaces (α), (β), le cône cir-
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conscrit à cette surface se réduirait à un plan, et ne pourrait couper 
l'autre cône que suivant deux droites, qui même se réduiraient à une 
seule si le point M se trouvait à la fois sur les deux surfaces (a), (jS). Il 
est aisé de voir et je ne m'arrête pas à montrer comment ces cas par-
ticuliers résultent du cas général, deux ou plusieurs des droites MA. 
MB, MC, MD venant alors à coïncider entre elles. 

Revenons au cas général, et désignons par A, B, C, D les points où 
un plan mené perpendiculairement à la normale MN, par un point Ν 
pris à volonté sur cette normale, coupe nos quatre droites MA, MB. 
MC, MD. On conclura facilement de ce qui a été dit plus haut, que les 
deux droites AB, CD passent par le point N, et que, déplus, ce point 
est le milieu de l'une et de l'autre. Donc le point Ν est le centre com-
mun des deux coniques qui passent par les quatre points A, B, C, Ώ, 
soit sur le cône tangent à la surface («), soit sur le cône tangent à la 
surface (/S). Il suit de là que MN est un axe principal pour l'un et pour 
i'autre de ces cônes; MP et MQ sont évidemment les deux autres axes, 
et nous retrouvons un théorème connu. 

On démontrera d'une autre manière et l'on complétera ces résultats 
en cherchant les équations de nos deux cônes, rapportées aux trois 
axes rectangulaires MN, MP, MQ. En effet, soient χ, γ, ζ les coor-
données, relatives à ces axes, d'un point quelconque de la génératrice 
qui fait avec MN, MP, MQ les angles i, i', i". On aura 

cos i = yx' + ï'-t-z' νχ' + γ! "+~ νχ'_|-γ = _|_Ζ2 

Les équations demandées seront donc 

et 

x2 y2 z2 ρ2·—p2 y2—β2 ν-—ρ2 =0, 

x2 y2 z2 ρ2·—p2 y2—β2 ν-—ρ2 = 0. 

Or ces équations montrent de suite que les axes actuels de coordon-
nées, MN, MP, MQ, sont précisément les axes principaux de nos 
deux cônes; elles prouvent, de plus, que ces cônes ont mêmes lignes 

04·. 
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focales [*], et, par conséquent, se coupent à angle droit; enfin, on 
en conclut sans peine la liaison de position des quatre droites d'inter-
section MA, MB, MC, MD. 

10 Les quatre espèces différentes de droites tangentes aux deux 
surfaces (α), (β) qu'on peut mener, en général, par chaque point 
[ρ, ρ,, υ) de l'espace, expliquent le caractère multiple des équa-
tions (17), que l'on peut écrire ainsi: 

Δ(ρ2) ± ÂTpÂ) ± ïp) — ° ' =0 

Λ[ ρ2) Δ (ρ2) Δ i-j') 'Λ[ ρ2) Δ (ρ2) Δ i-j') ' = 0, 

et qui offrent, par conséquent, quatre combinaisons de signes. 
Pour avoir l'équation précise d'une droite, il faudra donc détermi-

ner par une discussion spéciale les signes qu'on doit prendre au point 
de départ pour les radicaux contenus dans les équations (17)- Mais 
il importe de remarquer que si l'on marche le long de cette droite, 
toujours dans le même sens, le signe de chaque radical Δ (ρ2), Δ (p.3), 
ou Δ (ν2), devra changer au moment où ce radical s'évanouit. En 
effet, des équations (17) on tire 

(oa - u2) = (p.2 - v2) 4—,' 

(oa - u2) = (p.2 - v2) 4—,' 

Comme on a ρ2 > p.2 > v2, il s'ensuit que les trois quantités 

dy du dv Δ(ρ2}' Δ (ρ2)' Δ (ν2) 

doivent toujours être de même signe. On voit encore que quand un 
radical s'évanouit, la différentielle correspondante s'évanouit aussi, 

[*] Les lignes focales communes sont, comme on sait, les deux génératrices de 
l'hyperboloïde (μ) (|ui passent par le point M. 
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et vice versa. Il est clair, d'ailleurs, qu'un radical ne peut s'évanouir 
que pour les valeurs a2, /32, b2 ou c2 des variables ρ2, μ2, ou v2, qui 
deviennent alors un maximum ou un minimum. Maintenant suppo-
sons, pour fixer les idées (car dans les différents cas la discussion est 
la même), qu'au moment où l'on commence à marcher sur la droite, 
les trois quantités ρ , p., ν aillent à la fois en augmentant, en sorte que 
les différentielles dp, dp., dv soient alors toutes trois positives. Il 
faudra prendre Δ (ρ2) et Δ (ν2) avec le même signe, tous deux positi-
vement si l'on veut, et Δ (p.2) avec un signe contraire ou négative-
ment. Mais que plus tard un des radicaux Δ(ρ2), Δ(ρ.2), Δ (ν2) 
vienne à s'évanouir. Nous venons de faire observer que la valeur a'2, 
β2, b2 ou c2, de ρ2, p.2, ou v2, pour laquelle cela arrive, est un maxi-
mum ou un minimum ; la différentielle correspondante dp, dp. ou dj 
va donc se réduire à zéro, puis changer de signe. Mais les signes de 
deux des rapports 

dp du dv Mr)' MMÉ MM' 

restant les mêmes, celui du troisième rapport doit aussi se conserver. 
Donc le radical placé sous la différentielle qui change de signe doit 
comme elle changer de signe en s'évanouissant. 

11. Ce qui précède suffira, je crois, pour la discussion des signes 
de nos radicaux dans les formules (17), discussion qu'il est d'ailleurs 
facile d'étendre à la formule (18), liée naturellement aux deux autres. 
Je passerai donc à un autre sujet en donnant une transformation de 
la valeur de ds que fournit la formule(18). A cause des équations (17), 
la formule (18) donne évidemment 

ds = _ P'~ ("'-i-iMp' + a-T j. du 

ν'-ία'+Β'Ιν'+α'β1 , 

+ ν'-ία'+Β'Ιν'+α'β1 , dv. 

En effet, l'ensemble des termes affectés du facteur (α2 M β2), ou du 
facteur a2β2, présente une somme nulle, en vertu des équations ( ' 7) -
ce qui fait retomber immédiatement sur la formule (18). 
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Mais on a 

ρ4 - (α2 + β2) ρ2 + a2 β2 = (ρ2 - a2) (ρ2 - β2) 
et 

Δ (p2) = V'(p2 - 62) (ρ2 — Ο (ρ2 - α1) (ρ2 - β2)· 
La fraction 

ρ' — (g'+pyp' + ct2^ A (p^2) 
est donc égale à 

\/(ρ3 _a3j(p3—^)\/(ρ3 _a3j(p3—^) 

Les autres termes contenus dans la valeur précédente de di sont suscep-
tibles d'une modification du même genre. On a donc finalement 

(
22

) ds = dpφ.'-Λk-w+du.+ dvήΐΐ^ιΐϊΐζ^κ 
V(p2 — ^

a
)(p

3
 — c2) V (f*

3

— 62)(c2—p2) — v
2
) (c

2
— y-) 

La formule (22) peut se démontrer d'une autre manière, en obser-
vant que ds est la diagonale d'un parallélipipède rectangle dont ds', 
ds" et ds'" sont les côtés. Cette diagonale vaut la somme des projec-
tions des trois côtés sur sa direction. Donc 

ds = cos ids' -+- cos i' ds" -+- cos i"ds'". 

En mettant pour ds', ds", ds'", et cos i, cos i', cos i", leurs valeurs, 
on retrouve la formule (22). Cette manière d'y parvenir indique bien 
quels signes on doit donner aux coefficients des différentielles pour 
avoir la valeur absolue de ds. En effet, la valeur absolue de ds doit 
être la somme des valeurs absolues des projections de ds', ds", ds'" ; 
les trois termes qui la composent doivent donc être pris positivement, 
et, par conséquent, le coefficient de chaque différentielle dans la for 
mule (22) doit être pris avec le signe même de cette différentielle. 

12. Enfin la formule (22) conduit à une dernière forme des équa-
tions (17), laquelle est très-utile dans un grand nombre de cas. 

Posons 

<z2 -+- β2 = 2 g, a2 β2 ~ih, 
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et nous aurons 

Λ, _ ft. . / P'-ZÏP1 + »Λ" , . /V ~ 2è'."2 + 2 h , ... / - 2 -+- 2 ΛΛ, _ ft. . / P'-ZÏP1 + »Λ" , . /V ~ 2è'."2 + 2 h , ... / - 2 -+- 2 Λ 

Maintenant attribuons aux paramètres g, A des variations infiniment 
petites, la variation correspondante de ds sera, comme il est aisé de 
le voir, 

(ïfb * φ)+ïk ) ih 

_ /Ά + $a._ /Ά + $a.v 

elle sera donc nulle à cause des équations (i 7) ; et réciproquement, 
on retrouvera ces équations en posant 

âds — ο, 

la variation étant relative aux paramètres g et h, 011, ce qui revient au 
même, aux paramètres α et β considérés comme indépendants l'un de 
l'autre. Les équations (17) sont ainsi remplacées par la seule équation 

(a3) âds = ο, 

ou, si on l'aime mieux , par les deux équations 

<»ί) ·ηγ=Ο· j, =·>[*]■ 

Dans certaines questions de maccima et minima, ces équations abrègent 
beaucoup le calcul. Déjà au n" 9 nous avons indiqué un théorème qui 
peut servir de base à une méthode synthétique pour de telles questions. 
La méthode analytique dont nous parlons maintenant, plus directe 
d'ailleurs, surtout plus générale, devient tout aussi simple, grâce à 
l'emploi des équations (24)· Mais nous n'ajouterons, pour le moment , 
aucun détail à ce sujet, nous réservant d'y revenir dans un autre Mé-

[*] Dans notre premier Mémoire, nous avons déjà trouvé une équation du même 
genre, Sds = ο , pour nos lignes géodésiques , et, dans le ras particulier d'une sur -
face plane, pour la ligne droite elle-même. 
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moire, ainsi que sur les développements géométriques auxquels peu-
vent donner lieu toutes les formules de ce paragraphe [*]. 

15 On est conduit à un problème de Dynamique qui peut aussi 
fournir un texte intéressant à la Géométrie, en prenant dans les for-
mules du § I : 

f{p) = k[p6 - (Λ» H- c2) ρ*], 

F (μ) = - k [p6 - {b2 + c*) ;j.a] . 
®(v) = A [ve -(A2 + c2)v*|, 

k étant une constante. 11 vient alors 

i;
 =

 k{p* + μ* + ν*- l>* - c'), 

c'est-à-dire 
l = /, |U. 

R étant la distance du mobile à l'origine des coordonnées. D'après 
la valeur de la fonction des forces telle que je viens de l'écrire, le 
mouvement sera celui d'un point matériel attiré ou repoussé par un 
centre fixe proportionnellement à la distance. Les diverses trajectoires 
que l'on obtiendra suivant les circonstances initiales et la valeur de k 
seront donc des coniques concentriques. Or les formules du § I 
donneront, pour représenter ces coniques, des équations transcen-
dantes. La comparaison des résultats fournira ici, comme dans le 
cas de la ligne droite, des conséquences utiles sur lesquelles je ne 
veux pas insister. 

§ III. 

14. Dans certains cas particuliers, tels que ceux de c — b, ou 
de b — o, par exemple, nos formules générales du § 1 ne peuvent être 
appliquées qu'après une transformation préliminaire. 

! * j Le travail que nous annonçons, et qui doit au reste rouler sur des questions 
très-diverses, portera ce titre : Recherches de Géométrie analytique. Nous y parlerons 
aussi des propriétés des coniques homofocales dans le plan, et des lignes de différente 
nature qu'on peut tracer sur l'ellipsoïde , principalement des lignes geodésiques et des 
lignes de courbure, sujet fécond dont on est encore bien loin d'avoir approfondi tons 
les details. 
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Considérons d'abord le cas de c = b\ et, pour y préparer les for-
mules, introduisons au lieu de la variable μ l'angle φ, qui est lié a μ 
par l'équation 

μ = y'cs cos2 ψ -+- h~ sin2 φ. 

Faisons , en d'autres ternies, 

χ = l~\/c2 cos2 ψ -h b2 sin2 ψ. 

v's3 — c2 \lc2 — ν2 . 

v's3 — c2 \lc2 — ν2 . 
Si nous posons 

F (p.) = F (v'c2 cos2 φ -h f>2 sin2 φ ) — & (φ) . 

~f (ψ) sera une fonction quelconque de φ, comme F (μ) était une fonc-
tion quelconque de μ.; et la valeur de U pour laquelle notre méthode 
d'intégration réussit, s'écrira 

cos'-' f-hb1 sin1 φ — t2)f (ρ ) ( ρ2 — ν2) 5 (φ) 4- ( ο2 — c' cos2 » — b2 sin2 cp ) a (ν) 

Enfin la fonction Θ dont cette méthode dépend, qui conduit aux 
intégrales (3), et que la formule (ι i) fournit, s'exprimera par 

J PV (P>-b2)(p2-c2)J PV (P>-b2)(p2-c2) 

Q A V—(S^)F=cr—Q A V—(S^)F=cr—Q A V—(S^)F=cr—Q A V—(S^)F=cr—Q A V—(S^)F=cr— 

Q A V—(S^)F=cr—Q A V—(S^)F=cr— 

Jusqu'ici les constantes b et c sont restées quelconques et sans liaison 
nécessaire entre elles. Mais soit à présent c — b. Il nous viendra 

X = 71 

(a51 y = J ci2 — b2 J b2 — v2 .b cos cl 

z = b J ci2 — b2 J b2 — v2 . sin cl 

Tome XX1. — Octobre 1847· 55 



434 JOURNAL DE MATHEMATIQUES 

Or ces équations donnent d'abord 

ïang Ψ = y. > 

en sorte que φ désigne l'angle que fait avec l'axe desjr la trace du plan 
qui passe par le point (x,y,z)et par l'axe des χ sur le plan desyz. 
On en tire aussi 

x2 y2 = y2 + z2 b2 - v2 = 1. 

x2 y2 = y2 + z2 b2 - v2 = 1. 

Ce sont (en regardant ρ et ν comme des paramètres) les équations de 
deux surfaces du second degré homofocales et de révolution autour de 
l'axe des x. La première de ces surfaces est un ellipsoïde; la seconde 
un hyperboloïde à deux nappes. L'ancien hyperboloïde à une nappe , 
qui répondait à μ — constante, est remplacé, comme on voit, par 
un plan méridien de ces deux surfaces de révolution, qui répond à 
φ = constante. 

Pour chaque valeur donnée de φ, et en faisant varier ρ et ν, on a 
successivement tous les points du plan méridien relatif à la valeur 
donnée de φ ; ρ et ν sont, dans ce plan, des coordonnées elliptiques 
toutes semblables à celles dont nous nous sommes servis dans notre 
premier Mémoire. Les foyers constants des ellipses et des hyperboles 
employées pour ce système de coordonnées sont situés sur l'axe des χ, 
à une distance de l'origine égale à b ; ils restent donc les mêmes, quel 
que soit le plan méridien que l'on considère et où se trouve le mobile. 
Nous les désignerons par F et F'. Les distances du mobile à ces deux 
points seront représentées à chaque instant par ρ + ν et ρ — ν. Il est 
bon d'observer que les foyers F, F' de nos coniques dans chaque plan 
méridien sont en même temps ceux de toutes les surfaces de révolu-
tion ip) et (v). 

La valeur de U, pour laquelle notre méthode d'intégration réussit 
dans ce cas de c = b, est 

(a6) I = τ τ _ (é2 —v2)/(p) + (p' — v')£(<p) -I- (p2— b2) CT(y) 
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et l'on a, pour la valeur de β correspondante, 

Q = f WIi5) + A + Bo2 + aûρ4 

— c^j ν
 2

— A — B42 — aCù4 

+ J*V
9
"

7
^) + A 4- Bv2 + aCv\ 

Mais puisque sous le second radical les constantes A, B, C n'entrent 
que dans la quantité A + Bù2 + aC^'1, où ne figure aucune variable , 
il est; naturel de prendre pour constante cette quantité que nous 
représenterons par —Λ ; elle remplacera, par exemple, l'ancienne 
constante A que nous chasserons au moyen de l'équation 

A = — «A. - Bù2 - 9.Cb\ 

Il nous viendra ainsi 

(97) 

Θ
 -f/h, - V . Β (ρ2 - /U ! b*) 

- f Tv'^(?)+A 

-4- jy/2sr(v) — Λ, + Β (ν
2
 — b2) +■ aC(V — b*) ; 

et c'est de cette valeur Je θ que nous déduirons nos intégrales au 
moyen des équations 

ΊΣ - Λ ' dB = V" +ΊΣ - Λ ' dB = V" + 

On peut observer en passant que la première de ces trois intégrales est 
la seule dans laquelle la variable çp, et, par conséquent, la fonction 
$ (<p), puissent se trouver. La seconde donnera donc la valeur de ρ en ν, 
et la troisième celle de t en ρ et ν, indépendamment de la première ; et 
les valeurs de ρ et t ainsi formées ne dépendront en aucune manière 
de la fonction arbitraire ί(φ). Dans un Mémoire intitulé De motu 
puncti singularis, M. Jacobi a déjà rencontré un cas particulier de cette 

55.. 
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proposition dont on voit ici la cause et l'origine générale, et que plus 
tard nous retrouverons encore dans une autre question. 

1;>. Quand on pose 

%) = o, 

la valeur de U du numéro précédent se simplifie, et quoiqu'elle perde 
ainsi beaucoup de sa généralité, elle renferme pourtant encore, comme 
cas tres-particulier, le cas d'un point mobile attiré par trois centres 
fixes, tel que Lagrange l'a traité. En faisant, pour abréger, 

fërfr -
 f

M·w(v) b2 - v2 = - U (v), 

la valeur de U dont nous parlons devient alors 

u= f(p)-"W 

et se trouve ainsi toute semblable à celle qui s'est présentée dans 
notre premier Mémoire comme remplissant les conditions d'intégra-
bilité. On en déduira donc encore le cas des trois centres fixes en 
prenant 

f(p) = SP + g'p + k{p* - b*p2), 
Π(ν) = gv — g'v + k(v* — b2 v2), 

g, g', k étant des constantes. De là résulte, en effet, 

u- f + JL + k(p2 + V2 - b2). 

Mais en représentant par r, r' et R les distances du point mobile aux 
deux foyers fixes F, F' de nos surfaces homofocales (ρ), (v) et à leur 
centre Ο, on a 

r = p + v, r'= ρ — v, R2 = pa + υ2 — b2. 
Donc 

U = - + é' _|_ kR2. 

C'est bien là l'expression de la fonction des forces pour le problème 
des trois centres fixes. 
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16. Revenons aux formules (a5), (26) et (27) qui conviennent au 

cas de c = b, b étant quelconque, et voyons ce qu'elles donnent 
lorsqu'on prend b — o. Pour cela, posons d'abord 

y = b COS ψ. 

Les valeurs de ac,j, ζ qui étaient, d'après les formules (a5), 

= y=ilï cosy, 2 = ^ f smo. 

deviendront 

Λ· = (5θθ5ψ, y — \/p3 — b2 sin ψ cos y , ζ — yjp2 — b'1 sin ψ sin y ; 

et, pour b = ο, elles se réduiront à 

χ = ρ cos ψ, y = ρ sin ψ cos φ, ζ — ρ sin ψ sin y. 

Ainsi ρ, y, ψ seront les coordonnées polaires ordinaires à trois dimen-
sions. Mais pour que les formules (26) et (27) se prêtent bien à l'hy-
pothèse de b = o, il convient, après y avoir fait v — bcos ψ, de 
remplacer ^(y) par 62$(y), X par et enfin w(v), qui est une 
fonction quelconque de v, par une fonction quelconque de ψ telle que 
b2 Π (ψ). Nous aurons de la sorte 

I = TJ — + (pl — b*C05' Ψ) H?) + (p: — fr') π (Ψ)TJ — + (pl — b*C05' Ψ) H?) + (p: — fr') π (Ψ) 

et 

Θ= f j^rpMp) +&(p*~b*)+*C(p*-b*) 

— f d<p \ji § (y) + X 

~~ f ν2Π(ψ) ~~ — Bsi η2 ψ — aCb2 βΐη2ψ (ι -t- cos3 ψ). 

De là, pour b — ο, 

(28) (o8i TT — sin'Ψ/"ΐρ) + ρ'^(y) + ρ2π (Ψ) 
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et 

(a9) 

Θ = /pÎvV(p) + Bp2+2C^ 

— f (/(p y 2 .? (φ) -+- Λ. 

_/sS> ν'311 (Ψ) ~ Λ - Β sin* ψ. 

En faisant 
/(ρ) = p4f(p), 

la valeur de U prendrait cette forme plus simple encore, 

l3o)
 U =

 f(p) + ÎM+^ii). 

17. Voyons à présent ce que deviennent les formules générales 
du § I lorsqu'on y prend b— o, mais en laissant cette fois c quel-
conque. Conservons ρ et μ, mais remplaçons ν par une autre va-
riable. Pour cela, employons la première des formules (7), c'est-à-dire 
posons 

υ = b cos ψ , 

et substituons partout la variable ψ à la variable ν, ce qui nous don-
nera 

X — U- COS ψ , 

y = Ja 2 — b2 v/tA2 — b2 . sin y, 

z — —^—JL-}ÎC-—Ji yc2 — b3 cos2 ψ.z — —^—JL-}ÎC-—Ji yc2 — b3 cos2 ψ. 

Alors, en faisant 
® (ν) = Π (ψ), 

la valeur de U fournie par la formule (8), c'est-à-dire la valeur de U 
pour laquelle notre méthode d'intégration réussit, s'écrira 

_ (p;— 62οο52ψ)/(ρ) + (ρ2 — 62cos2^)F(p)+(p2 — ρ2) Π (ψ)_ (p;— 62οο52ψ)/(ρ) + (ρ2 — 62cos2^) 
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Enfin . la fonction Θ, dont cette méthode dépend et que la formule , ι 0 
donne , s'exprimera ici par 

Γ j /an (φ) 4- A+Bè2cos!i}/ -t- a Ci1 cos'-ψ 

Γ j /an (φ) 4- A+Bè2cos!i}/ -t- a Ci1 cos'-ψ 

Γ j /an (φ) 4- A+Bè2cos!i}/ -t- a Ci1 cos'-ψ 

Jusqu'ici la constante b est restée quelconque, et nos formules oui 
conservé toute leur généralité. Mais soit à présent b = o. Nous trou-
verons 

(30 

X — ^ cos φ , 

γ — ^ sin Φ , 

ζ· = 1 v'(p2 — c2j'c2 — [Χ2]. 

Or ces équations donnent d'abord 

,ang ψ = i> 

en sorte que Φ désigne l'angle que fait avec l'axe des .:r la trace du 
plan qui passe par le point (χ, y, z) et par l'axe des ζ sur le plan 
des χγ. On en tire aussi 

x2 + y2 p2 + z2 p' - c2 = 1, x2 + y2 p2 + z2 p' - c2 = 1, 

Ce sont les équations de deux surfaces homofocales et de révolution 
autour de l'axe des z: la première est un ellipsoïde, la seconde un 
hyperboloïde à une nappe. L'ancien hyperboloïde à deux nappes, 
qui répondait à v = constante, est remplacé, comme on voit, par 
un plan méridien de ces deux surfaces de révolution, qui répond a 
ψ — constante. 

Pour chaque valeur donnée de ψ, et en faisant varier ρ et p., on a 
successivement tous les points du plan méridien qui correspond à la 
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valeur de ψ ; ρ et μ sont, dans ce plan, les coordonnées elliptiques que 
nous avons employées dans notre premier Mémoire , et ρ -t- μ, ρ — μ 
représentent les distances d'un point M ou (ρ, p.) de ce plan , par con-
séquent, du point (ρ, μ, ψ) de l'espace, aux deux foyers F, F' des 
coniques qui constituent ce système de coordonnées. Mais ici les 
foyers F, F' ne sont pas des points absolument fixes et indépendants 
de la position du mobile. Ils sont, en effet, situés sur la trace du plan 
méridien dans le plan des xj, à une distance de l'origine toujours 
égale à c, et changent, par conséquent, avec ce plan méridien, mais 
en restant cependant sur un cercle de rayon c. 

La valeur de U pour laquelle notre méthode d'intégration réussit 
dans ce cas de b = ο, c quelconque, est 

I = p2(p2— p·2) p-'ip' — p·-) pV" 

et l'on a, pour la valeur de Θ correspondante, 

-j-· V 2 Π (ψ) H- Α.-j-· V 2 Π (ψ) H- Α.-j-· V 2 Π (ψ) H- Α.-j-· V 2 Π (ψ) H- Α. 

-j-· V 2 Π (ψ) H- Α.-j-· V 2 Π (ψ) H- Α. 

-j-· V 2 Π (ψ) H- Α. 

La première des trois intégrales 

ï = A'' % = t = ' + c 

est la seule dans laquelle la variable ψ, et, par conséquent, la fonction 
II (ψ) figureront. La seconde donnera donc la valeur de μ en ρ, et 
la troisième celle de t en ρ et μ, indépendamment de la première; et 
les valeurs de μ et t ainsi formées ne dépendront en aucune manière 
de la fonction arbitraire Π. Nous avons déjà eu occasion de faire une 
remarque analogue au sujet des formules du n° 14. 

18. Prenons d'une manière plus particulière 

Γ1(ψ) = ο, 
Ρ(μ)= — p.2(gp. - g'μ -+- Ιιμ* — Ac2 p.2), 

J'ip) = p'igp + g'ρ kP* - kc* p'), 
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g, g', k étant des constantes; et la formule 

U = ρΜρ1 —(**) f*2(p2 —μ'') p>2 
deviendra 

U = -2— -μ + A-(p2 + U.2 - Cf. 

Mais en représentant par r, /■', R les distances du point mobile 
aux deux foyers F, F' situés dans le même plan méridien, et à l'ori-
gine Ο des coordonnées, on a 

r = ρ -+- μ , r' = ρ — μ, R2 = ρ2 + α2 — c2. 
Donc 

U = £ + A:R2. 

dette expression de la fonction des forces est celle qui convient au 
cas d'un mobile sollicité par des forces qui émanent, proportionnel-
lement à l'inverse du carré des distances, des deux centres variables 
F, F', et proportionnellement à la distance, d'un troisième centre Ο 
fixe et placé au milieu de la droite qui joint les deux autres, Notre 
analyse fournit donc, en particulier, la solution de ce cas nouveau et 
remarquable du mouvement d'un point matériel sollicité par trois 
centres en ligne droite, mais dont un seul est fixe, tandis que les 
deux autres tournent à l'entour, sur une circonférence de cercle, 
de manière à être situés à chaque instant aux deux extrémités du 
diamètre qui a, dans le plan du cercle, même longitude que le point 
matériel proposé. Nous n'avons pas l'intention d'y insister ici davan-
tage, mais par la suite nous y reviendrons dans un article spécial, 
en faisant usage de la méthode de notre premier Mémoire; car cette 
méthode qui s'étend, comme je l'ai déjà dit, au mouvement d'un 
point libre dans l'espace, s'applique avec beaucoup de facilité et 
d'élégance, et au problème des trois centres fixes, et à celui des 
centres mobiles. Le problème des centres mobiles, tout aussi curieux 
et moins rebattu que celui des centres fixes, mérite bien d'ailleurs 
d'être traité à part. 

19. Nous indiquerons enfin en peu de mots un dernier cas particulier 
dans lequel les formules du § I ont encore besoin d'une transformation 
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préalable et qui offre aussi de l'intérêt. C'est celui où l'on prend à la 
fois b = ο, c = ο, mais en établissant entre b et c le rapport qu'on 
voudra avant de faire évanouir ces deux quantités. Au n° 16, ce 
rapport était celui d'égalité, puisqu'on avait posé c= b avant de faire 
b — o. Mais en prenant un rapport quelconque, et, pour conserver 
b et c dans le résultat final, remplaçant b par nb, c par ne, puis fai-
sant η — ο après une préparation convenable, on aura d'autres for-
mules sur lesquelles je me contente d'appeler l'attention du lecteur. 
Je dirai seulement que le système généra! de nos coordonnées, résul-
tant de l'intersection de trois surfaces hotnofocales, se réduit alors à 
celui de trois séries de surfaces sphériques et coniques ayant toutes le 
même centre et orthogonales entre elles. Les cônes dont il s'agit sont, 
bien entendu , du second degré, et tracent sur les différentes sphères 
des coniques sphériques d'une excentricité plus ou moins grande, 
suivant la valeur du rapport donné de c à b. Mais en voilà bien assez 
sur tous ces cas particuliers. 

§ IV-

20. Occupons-nous maintenant du mouvement d'un mobile assu-
jetti à demeurer constamment sur une surface donnée. Les trois coor-
données rectangulaires x, y, z, qui déterminent à chaque instant la 
position du mobile, s'exprimeront au moyen de deux variables indé-
pendantes a, β. Supposons ces variables tellement choisies, que l'ex-
pression dx2 -f- df2 -I- dz2 prenne la forme 

dx2 + dy2 -+- riz2 = Ida2 + λ'ί/β*, 
λ et λ' étant des fonctions de α, β. Il faut et il suffit, pour cela, que 
les variables α , β soient les paramètres de deux systèmes de courbes 
orthogonales entre elles sur la surface donnée. 

Cela posé, en désignant par U la fonction des forces, les équations 
du mouvement seront 

dt 2 dp \ dt ,/ 2 dp \ dt ) dpdt 2 dp \ dt ,/ 2 dp \ dt ) dp 

dt 2 dp \ dt ,/ 2 dp \ dt ) dpdt 2 dp \ dt ,/ 2 dp \ dt ) dp 
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Or, pour en trouver les intégrales, il suffira d'avoir une solution Θ 
de l'équation aux différences partielles 

ï U ) + ? U ) - *'·" + M 

contenant, outre la constante C qui entre dans l'équation aux diffé-
rences partielles elle-même, une autre constante arbitraire A dis-
tincte de celle que l'on peut toujours introduire dans θ par simple 
addition. Les intégrales demandées seront, en effet, 

s=A'' %=>+v· 

A' et C' étant deux nouvelles constantes. Et, de plus, 011 aura les 
intégrales intermédiaires 

rit dx ' dt d βrit dx ' dt d β 

qui donnent 

Ηϊ) +' U) ·ϊ(ϊ) =,<0 + t!· 

et montrent ainsi que la constante C est précisément celle qui entre 
dans l'équation des forces vives. Ce théorème est tout semblable à celui 
qui nous a servi pour le mouvement d'un point libre, et il se démontre 
à peu près de même. Au besoin, du reste, on peut consulter un Mé-
moire de M. J. Binet, inséré dans le Journal de l'École Polytechnique. 

21. Lorsqu'on a 
λ = λ' = ψ (α) — cr(fî) 

et 
λϋ =/(«)- F (Ρ), 

ce qui est le cas discuté dans notre premier Mémoire, la fonction Θ 
s'obtient aisément. En effet, l'équation aux différences partielles peut 
alors se mettre sous la forme 

(S)
,+

 {%)' = w+w - aF(« -2 Cw (B), 
56.. 
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el l'on ν satisfera en prenant 

(5;) = »/(«} + a€p(«·, - 4, 

(5f)" = A — aFÎP) —2 Cw (B), 

A étant une constante arbitraire. Donc 

θ = f da y'2 J'(a) -+- aCip (α) — A + f df3 y'A — 2F (β) — iCzs [β). 

Cette valeur 4e Θ nous ramène à nos anciens résultats, en ayant 
toutefois soin d'observer que la constante de l'équation des forces 
vives désignée par C dans notre premier Mémoire est représentée 
ici par 2 C 

Nous terminerons ici l'exposition de nos recherches sur l'intégra-
tion des équations différentielles du mouvement d'un point matériel. 
L'extension au cas de plusieurs points, libres ou non, des deux mé-
thodes que nous avons suivies pour le cas d'un seul point, fera l'objet 
d'un autre travail. C'est dans les Additions à la Connaissance des 
Temps pour i85o qu'on trouvera ce nouveau Mémoire, auquel nous 
avons déjà, du reste, renvoyé le lecteur à l'occasion des équations 
abéliennes d'ordre élevé. 


