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Sur quelques cas particuliers ow les équations du mouvement

d'un point matériel peuvent s’intégrer ;

Par J. LIOUVILLE.

SECOND MEMOIRE.

§ 1

1. Dans mon premier Mémoire {*], je me suis occupé du mouve-
went d’un point matériel assujetti & se mouvoir ‘sur une surface fixe;
et aprés avoir exposé le principe général de ma méthode, j’en ai fait
en particulier application au cas du plan, de la sphere, de Iellip-
soide et de 'hélicoide gauche. J'ai surtout attaché quelque importance
4 bien montrer comment la forme méme des équations du mouvement
d’un point dans un plan conduit par une analyse trés-directe i ces
coordonnées qu'on nomme elliptiques, coordonnées dont l'usage
s’étend naturellement ensuite & la sphere et 4 l'ellipsoide, et dont nous
nous servirons encore dans ce deuxiéeme Mémoire, ou nous nous pro-
posons de traiter par une nouvelle méthode les équations du mouve-
ment d’'un point libre dans V'espace. La méthode employée dans ie
premier Mémoire peut sans doute étre étendue a divers cas du mou-
vement d’un point libre. L’extension est meme trés-facile quand, en
exprimant les coordonnées du point mobile 4 P'aide de trois variables,
on peut choisir ces variables de telle manié¢re que I'une d’elles manque
a la fois dans la fonction des forces et dans les coefficients des différen-
tielles composant Pexpression du carré ds? de I'arc parcouru & chaque
instant. Alors, en effet, une des équations du mouvement s’integre
de suite; ce qui permet d’éliminer dans les deux antres la différen-

{*] Tome XI de ce Journal, page 345.

" . I i U e G e



PURES ET APPLIQUEES. 411

tielle de la variable qui manque, et raméne en quelque sorte la gues-
tion au cas du plan. Le probléme de P'attraction vers deux ou trois
centres fixes, comme I'a considéré Lagrange, est compris dans 'hypo-
these que nons venons d’'indiquer. Mais quand les trois variables entrent
tontes dans la fonction des forces, et mélées entre elles de facon a ne
plus permetire d’intégrer séparément une des équations et d’éliminer
une des variables, la marche des calculs devient pénible et embar-
rassee. 11 est bien préférable d’employer alors la nouvelle méthode,
qui d’ailleurs comprend tous les résultats que 'autre fournit, en
sorte que nous la développerons ici exclusivement. Cette méthode, qui
repose sur la considération d’une équation non linéaire aux différences
partielies, et dont le point de départ est emprunté a un Mémoire cé-
lebre ott M. Jacobi a développé, en la fécondant et en In débarrassant
d’matiles entraves, une idée ingénieuse de M. Hamilton, peul d’ail-
leurs étre aussi employée dans le cas d’un point mobile sur une surface

donnée. Mais, pour abréger, nous ne dirons que guelques mots de ce
dernier cas.

2. En désignant par U la fouction des forces accélératrices, que
nous supposerons indépendante du temps, de maniére que le principe
des forces vives ait lieu, on a , pour le mouvement d’un point libre
rapporté a trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz, les équations diffé-
rentielles snivantes :

D die dU
et — dx

e de* dy
2 dU

Or M. Jacobi a démontré (tome III de ce Journal, page 81 que, pour
intégrer ces trois équations, il suffit de trouver une fouction @ de x,
¥, =, contenant trois constantes arbitraires A, B, C, distinctes de
celle qu'on peut toujours introduire dans © par simple addition. et
véritiant identiquement 1’équation aux différences partielles

(2} (:—?>+ (j—?) -+ ('{j—?) = 2(U + Ch.

\
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La fonction @ une fois obtenue, les intégrales demandées seront

e ., do _ ., do v
a=4 ﬁ_JL E_t+c,

3)
A’, B’, C’ étant trois constantes arbitraires qui complétent, avec A, B,
G, le nombre six. En démontrant ce théoréme, on obtient aussi les

trois équations suivantes :

dr __ d® dy do dz __do
dt —dz’ dt _dy & ds’

qui sont du premier ordre et renferment trois constantes arbitraires;

en sorte qu’on pent trés-bien leur donner, avec M. Hamilton, le nom

d’intégrales intermédiaires. On en déduit

dr\?  (dy\?  [di\*  [de\® [d®\® /de\* .
@)+ @) + @) =@+ (@)~ (@) 2w +o,
par ou Yon voit que la constante arbitraire C est précisément celle qui

entre dans I’équation des forces vives.

Nous trouverons une valeur convenable de ®, au moins dans un
cas tres-étendu, en substituant aux coordonnées rectangulaires x, y,
z des coordonnées elliptiques p, p., v, liées aux premieres par les for-
mules connues

x2 ‘7-2 z? _
‘; +p2—b2+pz——cz =1,
1.2 ‘y-2 ZZ
4 — R =1,
\“l> ‘uz yz_bz 02_}‘2 ‘
x! ‘7-2 ZZ .
R s

ou b et ¢ sont des constantes: nous supposons & < ¢, p > ¢, u. com-
pris entre b et ¢, v* < b2 De ces équations on tire, sauf a prendre
les seconds membres avec des signes convenables,

_
X = bc’
Ver—brpt—b2ybr e
73 — ¥ .Y
(9) J b\/(:;__bz ?
2 = \/p’—c’\/cﬂ—y.?\/cz——-f’

{ cyer—b?
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ou, si 'on veut, sans ambiguité :

x= P—CZW yeicos®y + bisin*g,
(6) 'y = p*— b*.sinycosg,
ST T sing \/Lfm$
2 = yp c?. ; ;
en posant
7) v=>bcosy, p=yc’cos®p + b>sin’g.

Les coordonnées fy &y v étant substituées aux coordonnées x, y, z
dans l'équation (2), nous nous trouverons facilement conduits a ce
résultat, qu'on peut former la valeur de O et, par suite, intégrer les
équations (1) toutes les fois que la valeur de U se raméne i la forme

(w— (g +(p — v Fp)+ (o' —plal
8 U=-= — - - >
(8) pP—p) (p— v (p? ="

les fonctions f, ¥, » étant quelconques. Ce théoreme, que nous avions
déja énoncé dans notre premier travail [*], sera I'objet principal du
présent Mémoire. Mais, pour lui donner toute 'étendue dont il est
susceptible, observons que la liaison des équations (1) avec la fonc-
tion O et I'équation aux différences partielles (2) est purement analy-
tique et tout a fait indépendante de la signification géométrique des
variables &, y, z; quil en est de méme aussi de la substitution des
variables p, ., v 4 x, 7, z; que, par conséquent, les mémes formules
intégrales trouvées pour le cas des ccordonnées x, y, z rectangnlaires
seront encore les intégrales des équations (1) considérées comme ap-
partenant au mouvement d’un mobile sollicité par les forces accéléra-
trices

dU dU dU

de’ dy ' ds’
suivant les directions respectives de trois axes obliques Ox, Oy, Oz,
la fonction U étant toujours exprimée par la formule (8). Analytique-

[*] Nous en avons depuis indiqué rapidement la démonstration dans les Additions
la Connaissance des Temps pour 1849.
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ment parlant, il y a identité entre le probleme pour des axes rectangu-
laires et celui pour des axes obliques, des que la fonction U est com-
posée de la méme maniére en x, 7, z dans les deux cas. Mais si 'on
passe aux détails et a l'interprétation géométrigue et mécanique des for-
wules, de grandes différences auront lien. Cette remarque faite , nous
supposerons, pour fixer les idées, les coordonnées x, y, z rectangu
faires dans tout ce qui va suivre. Ainsi les équations (4, pour chaque
systeme de valeurs constantes attribuées & p, p, v, représenteront,
comme & Pordinaire, trois surfaces homofocales du second degré, dont
Vintersection s’effectuera & angles droits. .

5. Pour démontrer notre théoréme, opérons d’abord la transforma-
tion de Péquation (2). Comme il s’agit d’une substitution de variables
bien connue des lecteurs de ce Journal . je serai bref dans mes expli-
cations.

On a d’abord les trois équations

dp dy. zz’p dy dp dp.

drde dydy " deds O
dp dy dp v dodv
dede " dydy | dsds 07
dy. dy dy.dv dy. dy

-~ -~ = o,

dr dx d_y dy dz dz

d’ou résulte la perpendicularité des surfaces (p), (), (¥) entre elles. On
trouve ensuite aisément

ZP__ 2 dP 2 dP z—_ (PEM}}?)_( 2 c?)
(d;v) + (dy) + (a’z) - -p’——-y.’)(é——-v'}

(
dp\? dp\? dp\? _ (p—b7)(c? _P)
(dx) - <dy) - <3;> (=) (e
dv\? dv\? dv\?__ (b°— v’)(c’ v?)
(ﬁi> +(@> "'“(d‘) = =) (=)
Cela étant, sil'on fait, pour abréger,
/ dp = dE
V(p* =59 (p?— <) ’
[ df" — d
LY - 7
Y V(p?— 8% (c* —p?)
dy :dx,

| y(6r — ) (et —u7)

ron ' : ' " [N YT IR o e
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'équation (2) se transforme en

2 . ‘de 2 . . 4o\ ¢ _— , dey 2
. (w?—v (E) +(pr—v )(;) +(p _”)(E) T
) =) (=) B

Mais il est aisé de voir qu'on a identiquement, et quelles que soient
les quantités A, B, C, dont nous ferons trois constantes arbitraires :

(p—v?) A—(p"—» A4 (pP—p?) A
= == T

7 —v7) Bp? —(p*— 7). Bp’+ (p?— 3. Bv?
(P2 —pi){p*— 7 p> —v?

= 0,

{;ﬁ——-v’),sz‘—(pz—-v"},ZC;J.‘—i—(p‘——-[.L‘).sz‘
(PP — ) (p? — v {pi—v7

= 2(.

Et il suffit d’ajouter membre 4 membre ces trois équations et celle-ci.

(wimv) 2 flol (2= 2F (p)+{p*—pY) . 200
PPt gt — Y

==l ,

qui dérive de la valeur méme de U fournie par la formule (8 et que
nous adoptons, pour en conclure que on vérifiera I'équation (1 () en
prenant

(@\)2:A+Bp2 +2C" + 2 f{p),

e

= —A—Bp®—aCu* = 2F(p),
—\) = A+ B+ 20yt + am(y).

De la on tirera les valeurs des dérivées partielles de @ relatives i
¢, 1, %, puis facilement celles des dérivées de O relatives a G, H, Vs et
comme les valeurs dont il s’agit ne dépendent évidemment que d’une
seule variable, savoir, successivement, de g, & ou v, les conditions
d"intégrabilité seront remplies d’elles-mémes, et Pon pourra former de
suite 'expression de @ avec trois constantes arbitraires A, B, C, dount
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on a besoin. Les équations (3) donneront ensuite les intégrales du
systeme différentiel (1). Voici la valeur de © :

2f(P)+A"'BP’+2(‘F
fdp (p?— 8" (p*—¢?)

P F{p) —A—Bp2—2Cp:

(1) + | d \/2 -
v f (' — 6% {e* —p?)
v+ A+ Bvi+ 2Gv¢

‘*’fd”\/ BT — e

4. Avant de passer aux applications, nous devons encore rappeler
quelques formules générales.

Soient ds’, ds”, ds” les éléments des trois courbes orthogonales

suivant lesquels les surfaces (p), (p), (v) se coupent en chaque point M
de P'espace, ds’ étant perpendiculaire 2 la surface (p), ds” a la sur-
face (p), ds” a la surface (). On aura

o= G T T
e <z—z>2+ 2y
o=/ (S = (T (T

d’ou

(p?—p)(
ds _dp\' (p*—8%)(p -—0’)

(12) __dp\/(p —#)(p =)

pi—67) (ct—p?)’

"__ (pP—v) (g =7
ds"=dy (b’——v*)(c*—w)'

L’¢lément ds décrit par le mobile pendant le temps dt, et qui a ds’,
ds” et ds” pour projections, s’exprimera par

ds = ydx* + dy* + dz* = \ds® + ds* + ds™,
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et les cosinus des angles que ds fait avec ds’, ds”, ds” seront respecti-
vement

ds’ ds” ds”

ds’ Tds T Tds

Ainsi, en désignant par 7, /', i” ces angles, compléments de ceux sous
lesquels ds coupe les trois surfaces (p), (), (¥}. nous devons écrire

130 cos i ds’ ., ds” 08 i ds
{12 Il=— —, cosi = cos i’ = ——-.
S ds ’ ds ' ds

Le carré R* de la distance du point (ux, 75z} ou (g, w,v)a lorigine O
des coordonnées, centre de nos surfaces homofocales sera fourni
indifféremment par 'une ou lautre des deux formules

R2:x2—+—j"+z2,

Ot

RE=% 4+ p2 v = b — 2

Enfin, nous ajouterons 'équation des forces vives, mise sous sa forine
ordinaire :

4 (‘—”')"’:2(1U+C).

de,

§ 1L

2. Le cas le plus simple est celui ou 'on prend f{g) = 0. F({p = o,

7 (v) = 0, d'ou U =o0. Le mobile alors n’est sollicité par aucune force
accélératrice. La valeur de © devient

A+Bp —+—2(4>

A—+—B‘u. +2Cu.

+ | dp. -
p.—b YW ur—e?)
» A+B,+zcv"
-] b (v =)

et en posant, pour abréger,

O(p) = (A + Bp® 4 2Cp?) (p* — b1 g* —¢*
Fame XI1. — Octosae 1847, 53
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on en conclut, par les formules (3), ces trois intégrales en g, u, v, ¢,
qui doivent représenter un mouvement rectiligne uniforme :

/ d .
e _,_f,v/f?’f‘__,_f,,/ﬁl;m: 2 A,
Ve lp) Vo(p) Ve ()

o e 2 24, Vi,
(15; L8, i C . =P,
J Ve (p) Vo(n) Vo (v)
{)"dp {J.‘dy. viely :t—!‘—(:'

Vo (p) ve(ul J ya(s)

Pour que ces forinules donnent un résultat réel, il faut que les
deux quantités ¢ (p), ®(p) soient de méme signe. Mais les facteurs
(6% =562 (p* — c*) et (2 — b (1> — ¢?) sont de signes contraires .
le premier étant essentiellement positif, tandis que le second est
négatif, la valeur de p.* étant comprise entre 52 et ¢2. Donc les deux
autres facteurs A -+ Bp?® + 2Gp*, A+ Bp® + 2Cu* doivent étre aussi
de signes opposés, ce qui exige que I’équation

A+ Bu + 2Cu*=o

ait une racine réelle comprise entre p? et n?. La seconde racine est
donc aussi réelle, et il est aisé de voir qu’elle est comprise entre u?ety?:
cela tient a ce que les deux facteurs A+ Bu? +2Cu*, A+ By? + 2(Cu?
doivent aussi étre de signes contraires. Les deux racines dont il s agit
étant ainsi positives d’aprés leurs limites, nous les représenterons, la
premiere et la plus grande, par «2, la seconde par 5%, et nous aurons

A= Bp® 420" =2C(p* —a?) (p* — ),
A+Bp?+a2Cu'= 2CG(p—a?)(pu2— B2,
A+Bv? + 20 =aC(v? — a?)(v? — fB2).

Le facteur y2GC sera donc commun aux dénominateurs de tous les
termes de nos équations; et en différentiant pour avoir des résultats
plus simples, et posant

[ 1 ' g ' PUoe - Lo
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nous trouverons

ds dy. 4 &y o
Aph) U oa(py oAby T
. 97(119 phdp vidy
16) e RSP v R
P,Hltr’, ~ ﬁ‘t/y wvidy s
Ao AT T any T G

Ces équations, ol g, u, v sont les coordonnées elliptiques du mobile
au bout du temps ¢, doivent convenir, nous 'avons déja dit, & un
mouvement rectiligne et uniforme. Elles doivent, en d’autres termes,
s'accorder avec les trois équations

x=mt+n, y-— mitd-n', z=m't-4+-n"

Q’un tel mouvement. Or, en remplacant &, y, = par leurs valeurs en
fy by VyON A, €N, U, v, E,trois équations algébriques. Les intégrales
de nos trois équations différentielles sont donc susceptibles d’une
forme algébrique. Les deux premieres, qui constituent le cas le plus
simple des ¢quations différentielles que M. Jacobi nomme abeliennes,
ne contiennent pas le temps , et leurs intégrales seront de la forme

y=pr+gq, z=px+y.

Ces intégrales se trouvent ainsi représentées géométriquement par une
ligne droite, trajectoire du mobile dans la question de dynamique
dont nous sommes occupes.

M. Jacobi a indiqué depuis longtemps Iapplication des coordonnées
elliptiques aux équations dn mouvement d’'un mobile abandonndé a Ini-
méme comme propre 4 conduire, dans le cas du plan, a intégrale
fondamentale d’Euler pour les fonctions elliptiques, et, dans le cas de
Pespace, aux intégrales des equations abéliennes citées. La forme sous
laquelle il a mis depuis ces derniéres intégrales [ *] en les exprimant
par deux équations, 'une du premier et Pautre du second degré,
entre trois quantités qui reviennent a pr iy, pPpl b pty iy,

[*] Foyez le Journal de M. Crelle, et le tome XI du présent Recucil, page 342.

53..



420 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
p® i v?, résulte avec facilité de nos formules
Y =px—+q, z:p’x+q’.
En élevant au carré, on a
Yr=piat 4 e pgr 4+ g, 2P =pla? 4 2p'q'x + q'%,
d’ou
PUT™ = pea* = (p*p'q’ — pap™) x* + ¢*p'q’ — pgq"™.

En remplacant x, y, z par leurs valeurs en s s v que fournissent les
formules (5), on aura d’abord Péquation du premier degré entre les
quantités dont il s’agit; celle du second degré résultera de

':J"2 . pz_l,z__ (]2)2: [IP2(}2-732-

Il y a des résultats analogues pour toutes les classes d’équations abé-
liennes , comme M. Jacobi I’a encore observé. Mais nous ne nous occu-
pons ici que de la classe ia plus simple, et méme nous n’avons pas le
temps d’insister beaucoup sur ses propriétés [ *].

6. Toutefois nous devons donner la signification géométrique des
deux constantes «, {3 introdnites tout 4 Iheure dans nos formules.
De li, en effet, découlent, comme nous le montrerons ailleurs, une
foule de résultats cnrieux.

Quand une des variables p, 1. ou v devient égale & une des constantes
o, f3, la différentielle correspondante dp, dp. ou dv doit s’évanouir
comme le radical A (p*), A () ou A (v?) qui lui sert de dénominatenr.
Soit, par exemple, o = «. on aura en méme temps dp = 0; par consé-

quent ausst,
(p?— %) (p2—»?)
= 2 ———t
ds' = dp \/(P”~b ¢

et, par la premicre des formules (137,

R ds'
0S] — — — O.
¢ ds

[*] On trouvera quelques développements sur les équations abéliennes & radicaux
carres quelconques dans un Mémoire qui doit faire partie des Additions 4 la Connais -
sance des Temps pour 1850,



PURES ET APPLIQUEES. A2

L’angle i sera donc droit, et la trajectoire (ici rectiligne) du mobile se
frouvera, par conséquent, tangente & la surface (p). Une conséquence
analogue a lieu quand une des variables p> 1, v devient égale & £2. Donce
la droite parcourue par le mobile est tangente aux deux surfaces (2),
(). On a ainsi ce théoréme important :

« Les deux équations différentielles

dp dys. dy

Ot e e = 0
) 5060 5 Ty T

prdp pdp vidv o

alp?) ©alpy) 8y T

(17)

n repr‘ésentent des droites toutes tangentes aux deux surfaces homo-

» focales (3, (), ou plutot 'ensemble des droites tangentes i la fois
» i ces deux surfaces. »

Pour bien comprendre cette conclusion, il faut observer que, dans
les équations de la trajectoire, on peut regarder comme indépendan te
une des variables g, p, v, et, par conséquent, lui donner toutes les
valeurs que sa nature comporte, en particulier la valeur « ou la va-
leur 3, si cette valeur = ou £ se trouve contenue dans les limites o
la variable indépendante doit étre renfermée. Si, par exemple, on a
% > ¢, on pourra faire p = o; les deux autres variables ¢y v prendront
de certaines valeurs en conséquence de la valeur de g, et au point
{gs @, v) ainsi déterminé, il y aura contact entre la trajectoire et la
surface (). De méme, on pourrait faire ;2 = o si Pon avait « <c¢ la
valeur &, quand p peut la prendre , est pour cette variable g un mini-
mum, tandis que, pour la variable p., €'est un maximum; car, en in-
troduisant la constante ¢, nous avons vu qiwelle est essentiellement
comprise entre p et 1, et, par conséquent, toujours au moins égale a la
plus petite ¢, et jamais supérieure & la plus grande p de ces deux quan-
tités. Tl est visible, par cela méme, qu’on ne peut jamais prendre v=g,
mais on pourra poser v = f3, si B2 est < b?; tandis qu’il faudra faire
= f3, si 'on a 8* > J* Dans aucun cas, on ne pourra poser p = f3.
La valeur 3% sera pour £ un minimum, et pour v? un maximum. En
analyse, chacune des deux équations que ’on obtient en égalant ainsi
une des variables p, [, v a o oua fest une solution particuliére de ces
équations différentielles. Cette solution représente une surface, qui
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naturellement est tangente aux droites représentées par les inlégmles
générales.

7. On peut donner 4 nos équations ditférentielles diverses formes.

Et d’abord la derniére des équations (16), savoir,

pidde ptdy vidy

A T Ay T ap = AV G

tfournit la valeur de ds; car, a4 cause de U = o, I'équation des forces
vives se réduit a

ds\ 2 ~ sl

(Zt) = 2C, ds=dt2C.
Ainsi nous avons

— e pdr |
\18) =T ) T 367

Mais, en ajoutant a cette équation les deux autres
_dp dp. dy
CT A A T Ey
?dpu iy
+ —F>
ale?) pt) Al
multipliées respectivement par les facteurs p.>v? et — (2 + v?), il
vient

Orona

Ay = =03 (p* — e (p* — ) (¢* — £%,

et, d’aprés les formules du n® 4, / étant le complément de I'angle sous
lequel ds coupe la surface (p),

s’ —dp\/P _‘;2? Z%—cosids,
d’ou
& cos I ds
Alp*) T V{pP— e (pr— v (pr—a?) (p*— )

En substituant donc dans Vexpression précédente de ds, on en tire
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Ln
N
e

sans difficulté

cosi = v“)_z__i),(,fi:pz) 1

Vipr— (o —v7)

De la ce groupe de formules

_(pT—") (e’ — B

cos? - % -

(" —p3) (P =57

, . ? 2\( 2_@2)
(19) coszz’:<a. Al :
19 (b — o (="
v o et vt (B )

RN CETIPErD

out, i, i" sont, je le répéte, les angles que I'élément ds fait avec les
trois normales aux surfaces (p), (), (v) passant par le point (g, 1, v} de
cet élément , ou, si 'on veut, les compléments des angles qu'une droite
tangente aux deux surfaces homofocales (2), ( #) fait en chaque point de
Pespace avec les surfaces (p), (1), (¥) qui passent par ce point. Je me
propose de donner dans un autre Mémoire nune démonstration directe
et simple de ces formules. On voit que, quand une des variables ¢, v. v
devient égale i une des constantes ¢, 8, le cosinus d’un des angles ¢,
(', 1" devient nul; cet angle est donc droit, son complément égal a o.
et, par suite, ds touche une des surfaces (), (2), (v). Si, par exemple,

¢ = a, il vient cos i = o; P'angle i est donc droit, et 'élément ds est

[*] La perpendiculaire abaissée du centre de ellipsoide () sur le plan tangent i cet
ellipsoide au point (p, «, ») est exprimée par

p oV =0 (" — )
Vip'—p?)(p? =)

Donc la valeur de

P eVl =) (=)
i V=« (p = P

est indépendante de p et de v. Cela donne lieu 4 un théoréme de géométrie dont 'énovnee

. . P . . .
deviendra assez élégant en observant que — est la portion de droite partant du point
oS/

{p,p, ) er tangente aux deux surfaces (@), {B), qui est comprise entre ce point et e
plan diamétral de I'ellipsoide ( ;) paralléle au plan tangent. La grandeur de cette portion
de droite reste, comme on voit, constante pour tous les points d’'un méme ellipsoide
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tangent a la surface (p): ce qui s'accorde avec les résultats obtenus
ci-dessus. Mais nos derniéres formules sont peut-étre plus nettes et plus
précises encore. On y voit tout de suite que la droite décrite par le mo-
bile, qu’une droite quelconque par conséquent, tonche deux des
surfaces (p), (@), (v), et n’en touche que deux. 1l peut arriver que ces
deux surfaces a la fois soient des hyperboloides & une nappe, qui méme
se confondront en un seul, si la droite coincide avec une de leurs géné-
ratrices. Mais jamais ce ne sont deux hyperboloides & deux nappes, ni
deux ellipsoides.

%. Des formules(19), qui vérifient, comme cela devait étre, I'équa-
tion de condition

cos? i + cos®i’ + cos?i” =1

d

on tive, en outre, aisément

o) cos?i cos? i’ cos?i”

20 PrRSs s S S BT B
- cos? i cos?i’ cos®i”

gt !

S -+ 5 +2 = 0.
S A S

Les équations (20) et (21) ont été données par M. Chasles avec la signi-
fication que nous leur trouvons ici, & savoir, comme appartenant &
une droite tangente aux deux surfaces homofocales (=), (f3); et dela,
comme nous l'avons déja dit 4 la page 255 du présent volume,
M. Chasles aurait pu déduire les intégrales algébriques des équations
abéliennes (17). Cette déduction est trés-facile, et nous aurons occasion
de 'opérer unc autre fois : on peut partir, pour cela, des équations(19),
auxquelles les équations (20) et (21) se ramenent de suite en ayant
égard a la relation cos? / + cos®i'+ cos®i” = 1 et éliminant tour a tour
deux des cosinus.

Pour le moment, démontrons, ce que I'on sait déja par le Mémoire
de M. Chasles, que chacune des équations (20), (21), considérée iso-
lément, convient a toutes les génératrices d’un cone : I'équation (20),
par exemple, représente en ce sens le cone formé par toutes les droites
qui passent par le point (p, u, v) et vont toucher la surface (). Et, en
effet, une quelconque de ces droites qui touchent la surface (o) touche
aussi une seconde surface (3 dont le parameétre varie d’ailleurs d'une

ot o e
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droite a l'autre: c’est, en effet, une proposition connue de géométrie,
et d’ailleurs c’est un fait résultant de nos discussions antérieures,
qu'une droite quelconque est toujours tangente a deux de nos sur-
faces homofocales. Cela étant, on a, pour cette droite, les deux équa-
tions (20), (21), et, en particulier, I'équation (20) ; donc I’équation {20}
convient en effet 4 toutes les droites de la méme espece, c¢’est-a-dire
4 toutes les générairices du cone dont le sommet est au point (g, 1, v),
et qui enveloppe la surface ().

On voit que M. Chasles a suivi une marche inverse de la notre : il
démontre d’abord que chacune des équations (20), (21} représente
un codne ayant son sommet au point {p, m, v), puis il en conclut

que toutes deux appartienuent i une droite, intersection de ces deux
cones.

9. Uu point (g, 1, v) ou M étant donné, c’est donc par 'imtersec-
tion de deux cones du second degré que P'on obtiendra les droites
qui, partant de ce point, sont des tangentes communes aux deux sur-
faces homofocales (), (). Ces droites seront ainsi généralement au
nombre de quatre. Et, en effet, les formules (1g) fournissent, pour
chacune des quantités cos 7, cosi’, cosi”, denx valeurs égales et de
signes contraires, d’ou huit combinaisons qui ne répondent qu'a quatre
droites distinctes, parce que deux combinaisons & signes partout op-
posés appartiennent a une seule et méme droite prolongée dans les
deux sens. Toutefois, pour que les angles i, 7', i” soient réels, il faut
que les seconds membres des équations (1g) soient positifs et < 1.
Mais, cette condition remplie, on construira sans peine les drottes
demandées. 1l y a, du reste, entre ces droites, une liatson simple qui
permet, quand 'une d’elles est connue, d’en déduire immédiatement
les trois autres. Soient, en effet, MN, MP, MQ les normales aux sur-
taces (p), (1), (v relatives an point M, et MA, MB, MC, MD nos
quatre droites prises toutes d’un méme coté du plan PMQ, de ma-
niere & faire avec MN des angles aigus. Ces angles seront, des lors,
égaux entre eux, puisque la valeur (essentiellement positive, d’apres
notre hypothese' de chaque cosinus sera fournie par la fornule unique

Fome XML — Ocropne 157 5[}
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Quant aux angles de MA, MB, MC, MD avec MP, leurs cosinus seront
égaux, abstraction faite du signe; par suite, il en sera de méme des
cosinus des angles que font avec la méme normale MP les projec-
tions MA’, MB/, MC’, MD’ de MA, MB, MC, MD sur le plan PMQ. Cela
résulte de la formule

cos AMP
cos A’MP = S AN’

qui, par le changement successif de A en B, en Cet en D, donne ces
derniers angles sans que le second membre change de valeur. Les
angles A’MP, B'MP, C’'MP, D'MP sont donc, ou égaux entre eux, ou
supplémentaires. Donc les droites MA’, MB’, MC’, MD’ sont deux &
deux le prolongement Pune de Pautre : MU', par exemple, sera le pro-
longement de MA’. et MD" celuj de MC’. Dans Pespace, les droites MA
et MB sont donc situées dans un méme plan avec la normale MN, sur
laquelle elles sont d’ailleurs inclinées également. En d’autres termes
si la droite MA est la direction d’un rayon de lumiére incident, MR
sera la direction du rayon réfléchi sur la surface (p). Il y a entre MC
et MDD une liaison semblable. Mais on fera naitre encore ces deux der-
nieres droites de la seule droite MA, en considérant les rayons réflé-
chis sur les deux autres surfaces (), (¥). Ainsi, une des quatre droites
MA, MB, MC, MD étant donnée, on en déduira les trois autres, en
regardant la droite donnée comme un rayon incident, et les trois autres
comme des rayons réfléchis sur les trois surfaces (8)y (1), ().

Nous pourrions a présent suivre la marche d’un rayon de lumiere
successivement réfléchi en divers points d’un ellipsoide (), ou méme
en divers points de plusieurs surfaces homofocales 4 volonté. Dans
toutes ses directions, ce rayon restera tangent aux deux surfaces fixes
(@), (B). On voit assez les conséquences qui en résultent pour certaines
questions de maximum ou de minimum, et J'ajoute que cela conduit
facilement 4 la belle propriété donnée par M. Chasles (tome XI de ce
Journal, page 1) pour les tangentes des lignes géodésiques des sur-
faces du second degré. Mais qu’il nous suffise ici d’avoir établi nette-
ment la dépendance réciproque qui lie entre elles, d’une maniére si
remarquable, les droites MA , MB, MC, MD.

Si le point M ¢tait situé sur une des surfaces (@), (#), le come cir-

' ' [ N RN R Feorar arinen
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conscrit a cette surface se réduirait & un plan, et ne pourraut couper
Pautre cone que suivant deux droites, qui méme se réduiraient & une
seule si le point M se trouvait & la fois sur les deux surfaces («), (). I
est aisé de voir et je ne m’arréte pas & montrer comment ces cas par-
ticuliers résultent du cas général, deux ou plusieurs des droites MA ,
MB, MC, MD venant alors & coincider entre elles.

Revenons au cas général, et désignons par A, B, C, D Jes points o
un plan mené perpendicu]airement 4 la normale MN, par un point N
pris a volonté sur cette normale, coupe nos quatre droites MA , MB.
MC, MD. On conclura facilement de ce qui a été dit plus haut, que les
deux droites AB, CD passent par le point N, et que, de plus, ce point
est e milieu de I'une et de Pautre. Donc le point N est le centre com-
mun des deux coniques qui passent par les quatre points A, B, C, D,
soit sur le cone tangent 4 la surface («), soit sur le cone tangent a la
surface (f5). 11 suit de ld que MN est un axe principal pour 'un et pour
Pautre de ces cones; MP et MQQ sont évidemment les deux autres axes,
et nous retrouvons un théoreme connu.

On démontrera d’une autre maniére et I'on complétera ces résultats
en cherchant les équations de nos deux cones, rapportées aux irois
axes rectangulaires MN, MP, MQ. En effet, soient x, v, z les coor-
données, relatives 4 ces axes, d’un point quelconque de la génératrice
qui fait avec MN, MP, MQ les angles 7, i/, . On aura

X Y

o8/ == ——os COSI' = —————y cOs 1" =
yxi4xi4-z? \/x2-|-

Z

v Sy

Les équations demandées seront donc

et

+ = ; + S5, = O
el A v—p

Or ces équations montrent de suite que les axes actuels de coordon-
nées, MN, MP, MQ, sont précisément les axes principaux de nos
denx cones; elles prouvent, de plus, que ces cones ont mémes lignes

54..
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focales [*], et, par conséquent, se coupent 4 angle droit; enfin, on
en conclut sans peine la liaison de position des quatre droites d’inter-
section MA, MB, MC, MD.

10. Les quatre espéces différentes de droites tangentes aux deux
surfaces (@), () qu’on peut mener, en général, par chaque point
(py +, v) de lespace, expliquent le caractére multiple des équa-
tions (17), que P'on peut écrire ainsi:

n‘"a in oy

2 += fap2) Fi ?
Alp?) T Alpy) T Ay

et qui oftrent, par conséquent, quatre combinaisons de signes.

Pour avoir I'équation précise d’une droite, il fandra donc détermi-
ner par une discussion spéciale les signes qu'on doit prendre au point
de départ pour les radicaux contenus dans les équations (17). Mais
il importe de remarquer que si 'on marche le long de cette droite,
toujours dans le méme sens, le signe de chaque radical A (p?), A(p?),
ou A(v?*, devra changer au moment oti ce radical s’évanouit. En
effet, des équations (17) on tire

/ | " L)
(p* — p?) iy = YY) O

dp dp. dv
a(ey’ a(py) AR

doivent toujours étre de méme signe. On voit encore que quand un
radical s’évanounit, la différentielle correspondante s’évanouit aussi,

[*] Les lignes focales communes sont, comme on sait, les deux génératrices de
Uhyperboloide {p.) qui passent par le point M.
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et vice versd. 11 est clair, d’ailleurs, qu’un radical ne peut s’évanouir
que pour les valeurs o2, 82, b ou ¢* des variables ¢?, p*, ou ¥*, qui
deviennent alors un maximum ou un minimum. Maintenant suppo-
sons, pour fixer les idées (car dans les différents cas la discussion est
la méme), qu’au moment oit I'on commence 4 marcher sur la droite,
les trois quantités ¢, p, v aillent 4 la fois en augmentant, en sorte que
les différentielles dp, du., dv soient alors toutes trois positives. 11
faudra prendre A (p?) et A (v?) avec le méme signe, tous deux positi-
vement si I'on veut, et A (p?) avec un signe contraire ou négative-
ment. Mais que plus tard un des radicaux A(p?), A(p?), A(v?)
vienne i s'évanouir. Nous venons de faire observer que la valeur o?,
3%, b* ou ¢?, de p?, u?, ou v?, pour laquelle cela arrive, est un maxi-
mnm ou un minimum ; la différentielle correspondante dp, dy. on dv
va donc se réduire A zéro, puis changer de signe. Mais les signes e
deux des rapports
&p du. d

Ay a6y

w2

Alp’)

b

restant les mémes, celui du troisieme rapport doit aussi se conserver.
Done le radical placé sous la différentielle qui change de signe doit
comme elle changer de signe en s’évanouissant.

11. Ce qui préceéde suffira, je crois, pour la discussion des signes
de nos radicaux dans les formules (17), discussion qu’il est dailleurs
facile d’étendre 4 la formule (18), liée naturellement aux deux autres.
Je passerai donc & un autre sujet en donnant une transformation de
la valeur de ds que fournit la formule(18). A cause des équations (17,
la formule (18) donne évidemment

ds _ Pa_(a:_l_pz)f)z_'_azp': ([P

a{p?)
Pi___(az_*_pz)yz_'_azgz
-+ s S d
a(p?)
vf——(oc’:ﬁ—@’)v2+a’@’
+ oy o dv.

En effet, 'ensemble des termes affectés du facteur (a* + 3%, ou du
facteur o 32, présente une somme nulle, en vertu des équations (i7).
ce qui fait retomber immédiatement sur la formule (18).
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Mais on a

Pa_(a2+‘62)|02_,__aatgz:(Pz_az)(pa_ﬁa)

et

Alp®) = V(p* — 0% (p* — ¥ (g — ) (o2 — fo.
La fraction
Pl (2B afe
A(p?)

est donce égale a

er —e) ("= F7)
Vie"— 8% (p*— ¢

Les autres termes contenus dans la valeur précédente de ds sont suscep-
tibles d’une modification du méme genre. On a donc finalement

Vie*—a) (=Y Vi =7 (p>— 69 Vi — (BT
22 ds = e e L d et
(22) p\/(P’-b’)(P’_Cz) VieT— 89— p) v\f(&z“‘ig) (e?—v2)

La formule (22) peut se démontrer d’une autre maniére , en obser-
vant que ds est la diagonale d’un parallélipipede rectangle dont ds’,
ds” et ds” sont les cotés. Cette diagonale vaut la somme des projec-
tions des trois cotés sur sa direction. Donc

ds = cosids’ + cos i’ ds” -~ cos i” ds”.

En mettant pour ds’, ds”, ds”, et cos i, cos i’, cos ", leurs valeurs,
on retrouve la formule (22). Cette maniére d’y parvenir indique bien
quels signes on doit donner aux coefficients des différentielles pour
avoir la valeur absolue de ds. En effet, la valeur absolue de ds doit
étre la somme des valeurs absolues des projections de ds’, ds”, ds”;
les trois termes qui la composent deivent donc étre pris positivement ,
et, par conséquent, le coefficient de chaque différentielle dans la for-
mule (22) doit étre pris avec le signe méme de cette différentielle.

12. Enfin la formule (22) conduit 4 une derniére forme des équa-
tions (17), laquelle est tres-utile dans un grand nombre de cas.

Posons

w? -+ 52:: 2, aﬂ@’ = 2/1,



PURES ET APPLIQUEES. 431

et nous aurons

(p?— b pn—b*y-c

d?*dp\/P-ZgP —I—?/t P\/;L—-zxru. —|—-z/1 ({J\//l——

Maintenant attribuons aux parametres g, % des variations infiniment

petites, la variation correspondante de ds sera, comme il est aisé de
le voir,

[ dp ® v ) A
-+ + —— | ok
QA(P’) A(p?) A

pidp pidu vidy >
— = -+ ~+ 0“0"'
(A(P‘) alp?)  ApYy)e7

elle sera donc nulle & cause des équations (17); et réciproquement,
on retrouvera ces ¢quations en posant

ods = o,
la variation étant relative aux parametres g et k,ou, ce qui revient au

meéme, aux parametres o et 3 considérés comme indépendants l'an de
Pautre. Les équations (17) sont ainsi remplacées par la seule équation

(23) dds = o,

oun, st on i’aime mieux, par les deux éguations

dds ods
124) o =0, 55‘: o[*]

Dans certaines questlons de maxima et mmzma ces equahons abregent
beaucoup le calcul. Déja au n® 9 nous avons indiqué un théoréme qui
peut servir de base 4 une méthode synthétique pour de telles questions.
La méthode analytique dont nous parlons maintenant, plus directe
d’ailleurs, surtout plus générale, devient tout aussi simple, grice a
I'emploi des équations (24). Mais nous n’ajouterons, pour le moment,
aucun détail & ce sujet, nous réservant d'y revenir dans un autre Mé-

[*] Dans notre premier Mémoire, nous avons déja trouvé une ¢quation du méne
genre, dds = o, pour nos lignes géodésiques ,- et, dans le cas particnlier d'une sur-
face plavne, pour Ia ligne droite clle-méme.

—-—-ng —f—gh

v -——bz ‘J ——P)
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noire, ainsi que sur les développements géométriques auxquels peu-
vent donner lieu toutes les formules de ce paragraphe [*].

13. On est conduit 4 un probléme de Dynamique qui peut aussi
fournir un texte intéressant a la Géométrie, en prenant dans les for-
mules do § T:

Jlp) = k[p® — (0" + %) o',
F(n) = —k[p®— (6> + c*) '],

m(v) = A" — (B +c*) v,

4 etant une constante. 1l vient alors

U=Ah{p?+pr+v? =07 — %,
cest-a-dire

J = kR?,

R étant la distance du wmobile a Porigine des coordounées. 1Yapres
la valeur de la foncuon des forces telle que je viens de I'écrire, le
mouvement sera-celui d’un point matériel attiré ou repoussé par un
centre fixe proportionnellement a la distance. Les diverses trajectoires
que Fon obtiendra suivant les circonstances initiales et la valeur de 4
seront donc des coniques concentriques. Or les formules du § |
donneront, pour représenter ces coniques, des équations transcen-
dantes. La comparaison des résultats fournira ici, comme dans le
cas de la ligne droite, des conséquences utiles sur lesquelles je ne
veux pas insister.

§ 1.

14. Dans cerlains cas particuliers, tels que ceux de ¢ = 4. ou
de i/ = o, par exewple, nos formules générales du § I ne peuvent étre
apphiquees qu’aprés une transformation préliminaire.

I'*] Le travail que nous annoncons, et qui doit au reste rouler sur des questions
trés-diverses, portera ce titre : Recherches de Gdométrie analytique. Nous y parlerons
aussi des propriétés des coniques homofocales dans le plan, et des lignes de différente
nature qu’on peut tracer sur ellipsoide, principalement des lignes géodésiques et des
lignes de courbure, sujet fécond dont on est encore hien loin d’avoir approfondi tons
les details. .
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Considérons d’abord le cas de ¢ = b; et, pour y préparer les for-
mules, introduisons au lieu de la variable v Pangle ¢, qui est lié & p
par I'équation

p=vcicos?e + h¥sin? g,

Faisons, en d’autres termes,
N O N S R T '_“’b‘?ﬁ"i—‘;
X ==yc*cos*o + b?sin® g,
be Vi P ¢

Vor = bt b —5e
J =y cos g,

e e
V/P?__ c? ch__“ NE

z = ~ sin g.

c
St nous posons

F(p) =F(ycicos?o + b° sin®g) = % (g).

¥ (9) sera une fonction queleonque de ¢, comme F (@) etait une fonc-

tion quelconque de p.; et la valeur de U pour laquelle notre méthode
d’intégration réussit, s'écrira

(7 CO8™ @ 4= b2 sinTe — 32 + (g =) F o 4= (p? — ¢*COS o — b*sin‘e e iv)
U=t ? P P 4 P/

h v

(0" — ctcos?o — b¥sing) (o7 — %) (¢ cos’ g -+ b7 sin? g — 37}

Enfin la fouction © dont cette méthode dépend, qui conduit aux
intégrales (3), et que la formule (11) fournit, s'exprimera par

0= [dp \/ZJ”_(P>t_Aj~BP’+2Ce‘

("= (p7— )
_(a 2F(3) — A —Blcicos’y + b sin? ?)*:’Az?(?*?b“;?;—l'b‘z"siiii";[?
{P c*? C051t; + 62 sin;r T o

) o 25 (v) + A+ Bv? 4 2Cy

A N G T
Jusqu’ici les constantes b et ¢ sont restées quelcon ues e

1 . ‘ q q

nécessaire entre elles. Mais soit 3 présent ¢ = b.

t sans liaison
Il nous viendra

X = 'Pbla
25 ¥y = vpﬁ—]\/—h Ccos ¢,
YR TIVF T
T I L
Z = T sin ¢.

Tome XII. — Ocromre 1847. 55
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Or ces équations donnent d’abord

en sorte que ¢ désigne I'angle que fait avec I’axe des y la trace du plan
qui passe par le point (a, ¥, z) et par Iaxe des x sur le plan des yz.
On en tire aussi

z? +y2+z? .
o2 r__ pr T 1,
e p

2t ‘72+z2 .
42 - bz_vz -

Ce sont (en regardant g et v comme des parameétres) les équations de
deux surfaces du second degré homofocales et de révolution autour de
I'axe des x. La premiére de ces surfaces est un ellipsoide; la seconde
un hyperboloide i deux nappes. L’ancien hyperboloide 4 une nappe,
qui répondait & p = constante, est remplacé, comme on voit, par
un plan méridien de ces deux surfaces de révolution, qui répond 4
¢ = constante.

Pour chaque valeur donnée de ¢, et en faisant varier p et v, ona
successivement tous les points du plan méridien relatif 4 la valeur
donnée de ¢; p et v sont, dans ce plan, des coordonnées elliptiques
toutes semblables & celles dont nous nous sommes servis dans notre
premier Mémoire. Les foyers constants des ellipses et des hyperboles
employées pour ce systéeme de coordonnées sont situés sur Paxe des x,
a une distance de V'origine égale 4 b; ils restent donc les mémes, quel
que soit le plan méridien que 'on consideére et ou se trouve le mobile.
Nous les désignerons par F et F'. Les distances du mobile a ces deux
points seront représentées a chaque instant par p + v et o —v. 11 est
bon d’observer que les foyers F, F’ de nos coniques dans chaque plan
méridien sont en méme temps ceux de toutes les surfaces de révolu-
tion {p) et (v). '

La valeur de U, pour laqueile notre méthode d’intégration réussit
dans ce cas de ¢ = 5, est

= fle) (=) Fl) (o — B ()
6) U= ,
(26 (o7 —82) (pr—v?) (b* —7)
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et Fon a, pour la valeur de © correspondante,

"f"/}\'ﬂ(ao) — A —Bb* —aCh!

(.l'J TN &
+'[55—:;3 vew(v) + A+ Bv?+ 2Cv%,

Mais puisque sous le second radical les constantes A, B, C nentrent
que dans la quantité A 4+ BbH® + 2Ch*, ot ne figure aucune variable .
il est naturel de prendre pour constante cette quantité que nous
représenterons par — .%; elle remplacera, par exemple, Pancienne
constante A que nous chasserons au moyen de 'équation

A= — A —DBb* —2Ch*.

1l nous viendra ainsi

¢ : / o) - 2 N Y
("):f;qﬁﬁ\/gj(;o) —&»—&—B(Pﬂv /)_)+ ?‘(‘kpl‘_l’ﬂf
do -~
{(27) —f%vfzi(cp)—Fm

+fb3i:—_ﬁ Vam (V) — A + B (v — b))+ aC(v* — b*);

et c'est de cette valeur de © (ue nous déduirons nos intégrales au
moyen des équations

de , de , de ‘
— = A — = . —-— =1 .
doho ’ dB ’ + &

dC
On peut observer en passant que la premiére de ces trois intégrales est
la seule dans laquelle la variable ¢, et, par conséquent, la fonction
¥ (), puissent se trouver. La seconde donnera donc la valenr de p en v,
etla troisieme celle de £ en p et v, indépendamment de la premiere; et
les valeurs de p et ¢ ainsi formées ne dépendront en aucune maniere
de la fonction arbitraire 5(¢). Dans un Mémoire intitulé De motu
puncti singularis, M. Jacobi a déji rencontré un cas particulier de cette

55..
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proposition dont on voit ici la cause et Porigine générale, et que plus
tard nous retrouverons encore dans une antre question.

15. Quand on pose

j(go): o,

la valeur de U du numéro précédent se simplifie, et quoiqu’elle perde
ainsi beaucoup de sa généralité, elle renferme pourtant encore, comme
cas ires-particulier, le cas d’un point mobile attiré par trois centres
fixes, tel que Lagrange I'a traité. En faisant, pour abréger,

Sie) @ (v)

e =f(p), = — (),

P:__bz bz_vz_'

la valeur de U dont nous parlons devient alors

U= fe)—np)

p"’——-v’

et se trouve ainsi toute semblable & celle qui s'est présentée dans
notre premier Mémoire comme remplissant les conditions d’intégra-
bilité. On en déduira donc encore le cas des trois centres fixes en
prenant

Fe)=gp+ g +k(p* —b2p2),

() = gy — gy + k(v* — b3y2),

&, &', k étant des constantes. De 12 résulte, en effet,

U:p_‘iv + Pi’v+k(P2+V2—b2).

Mais en représentant par r, r' et R les distances du point mobile aux

deux foyers fixes F, F’ de nos surfaces homofocales (p)> (v) et aleur
centre O, on a

r=p+v, r=p—yv, R*=p?  y2 _ p2,
Donc

o 0‘,
U=2%2 5 4 kR2,
» r -

C’est bien 1a Pexpression de la fonction des forces pour le probleme
des trois centres fixes.

) " IR P e
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16. Revenons aux formules (25), (26) et (27) qui conviennent au
cas de ¢ = b, b étant quelconque, et voyons ce qu'elles donnent
lorsqu’on prend b = o. Pour cela, posons d’abord

v=1>,cos{.

Les valeurs de x, y, z qui étaient, d’apres les formules (25),

Iy 21 TR
r=15 y= B Cos g9, 2z=-""——p—— sing.

deviendront

X = pcosy, j:v’p—’f—b"“sinq»cosgo, z—\/p h*sin ¢ siny;

et, pour » = o, elles se réduiront a
X =pcosy, y=psingcosp, z= psin{sing.

Ainsi p, ¢, ¢ seront les coordonnées polaires ordinaires & trois dimen-
sions. Mais pour que les formules (26) et (27) se prétent bien 4 I'hy-
pothése de & = o, il convient, aprés y avoir fait v = b cos ¢, de
remplacer F(g) par 529 (), & par b2, et enfin = (¥), qui est une

fonction quelconque de v, par une fonction quelconque de ¢ telle que
h*T1 (). Nous aurons de la sorte

U — S0 () + (57— breos' §) 7o) + (p* — b7) (Y]
o (p*— %) (p* — B" cos* ) sin? &

et

0 — f L Vo (6) — BT B(a® — B%) + 2C (5" — b7
— [do 27 (g)+ &

_f(hp Vall{l) — — Bsi n*¢ — 2Gh*sin? ¢ (1 + cos® &' ¢

sin

De la, pour b = o,

(28) U = ¥ (e +p2F(e) o710 ()
p'sin®
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0 :f;’;\,/?j'(p)+3p2+ >Cp"

(29) ~ JdoV2 3 () + &
I -
——f;ﬁ Vall(§) — & — Bsin®¢.

En faisant
S () =p*t(p),

la valeur de U prendrait cette forme plus simple encore,

PN Flg) + ()
(30) U= f(g) + 2t
p*sin?

17. Voyons a présent ce que deviennent les formules géncrales
du § I lorsqu'on y prend & — o, mais en laissant cette fois ¢ quel-
conque. Conservons p et u, mais remplacons v par une autre va-
riable. Pour cela, employons la premiére des formules (7), cest-a-dire
posons

v = bcosy,

et substituons partout la variable ¢ & la variable v, ce qui nous don-
nera

X = ECE cos ¢,
Voi— b ypr—b° .

= A SIN1 Y.
4 N v
e N )

¢ \/c“ — b2
Alors, en faisant
= (v) =1 (),

la valeur de U fournie par la formule (8), c’est-a-dire la valeur de U
pour laquelle notre méthode d’intégration réussit, s’écrira

U= (1*7_bzmS?‘!’)f(p)-i—(Pz—-5200§2¢)F(H)+(P’—-{ﬁ)ﬂ(xp)'
(07— ) (7 — BPcos™ ) (p"— b cos™ )
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Eufin, 1a fonction @, dont cette méthode dépend et que la formule (1 1)
donne, s’exprimera ici par

o 2f(p)+ A+ Bp'+ 2Cp*
O”_’fdp\/ (Pz_b2)(P2_ce) )

2F (u) — A— By — 2.Cp
+fdM \/ (p2—07) (" —p?)

f dy \/2“ (J) A B costy+2Cb sty

¢?— bcos’

Jusquici la constante b est restée quelconque, et 1os formules ont
conservé toute leur généralité. Mais soit & présent b= o. Nous trou-
verons

P

a:_?cosqa,

131 _7’:%1sind‘4,
[ T .
_ 2 VAN N
»z-;y(p —cHe Thap

Or ces équations donnent d’abhord
tang ¢ = 4
BY — 3?

en sorte que ¢ désigne I'angle que fait avec Paxe des . la trace du
plan qui passe par le point (x, y, z) et par Paxe des z sur le plan
des axy. On en tire aussi

rt _|_},_: . ?2 l:" _41___),2 ) s

Ce sont les équations de deux surfaces homofocales et de révolution
autour de 'axe des z: la premiére est un ellipsoide, la seconde un
hyperboloide 4 une nappe. L’ancien hyperboloide a deux nappes,
qui répondait a v = constante , est remplacé, comme on voit, par
un plan méridien de ces deux surfaces de révolution, qui répond a
§ == constante.

Pour chaque valeur donnée de ¢, et en faisant varier g et p, on a
sticcessivement tous les points du plan méridien qui correspond i la
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valeur de ¢; o et 1 sont, dans ce plan, les coordonnées etliptiques que
nous avons employées dans notre premier Mémoire , et gH+p,p—pu
représentent les distances d’un point M ou (ps ) de ce plan, par con-
séquent, du point (g, u, ¢) de espace, aux deux foyers F, F’ des
coniques qui constituent ce systtme de coordonnées. Mais ici les
foyers F, F' ne sont pas des points absolument fixes et indépendants
de la position du mobile. Ils sont, en effet, situés sur la trace du plan
méridien dans le plan des xy, 2 une distance de 'origine toujours
égale a ¢, et changent, par conséquent, avec ce plan méridien, mais
en restant cependant sur un cercle de rayon c.
La valeur de U pour laquelle notre méthode d’intégration réussit
dans ce cas de b = o, ¢ quelconque, est
U — f(f’) 4+ - F(p) — E_(’{’_)
prlpf—p?)  prpt—py e

et 'on a, pour la valeur de @ correspondante,

o :fdp \/?f(p)—l—A«&—B;ﬁ—F 2Cp*

pHp*— )
Jy/
__f? Vé.ﬁ@:—j
La premiere des trois intégrales
o=, =, e =t+

est la seule dans laquelle la variable ¢, et, par conséquent , la fonction
II (Y) figureront. La seconde donnera donc la valeur de moen g, el
la troisiéme celle de ¢ en g et o, indépendamment de la premiere; et
les valeurs de p. et ¢ ainsi formées ne dépendront en aucune maniére
de la fonction arbitraire IT. Nous avons déja eu occasion de faire une
remarque analogue au sujet des formules du n° 14.

18. Prenons d’une maniére plus particuliere
IH{¢) = o,
.F(p,): — P-z(gf’- _ g’,U- + l{luk _/“32{1‘2)’
Jip)= 0% (80 +g'p + ko' — ke? p?),

i

IR f : I " FUU g e P
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55 &'y & ¢tant des constantes; et la formnle

- ) F{ In{
— ;,;fﬂ(? ) — 4 ,_;_uiL ~ -+ _‘_"P%
pile—ph  pip*—p?) ‘P
deviendra
T __ § g' 2 2 2
= + k + p?— )
ptp  p—ep (p*+p

Mais en représentant par r, s, R les distances du point mobile
aux deux foyers F, F’ situés dans le méme plan méridien, et a Vori-
gine O des coordonnées , on a

r=pa4p, r'=p—p, RP=p*4p?—c
Donc

U=8 + £ 4 kR2

7 r
Cette expression de la fonction des forces est celle qui convient au
cas d’'un mobile sollicité par des forces qui émanent, proportionnel-
lement 4 Pinverse du carré des distances, des deux centres variables
I, F', et proportionnellement 4 la distance, d’un troisiéme centre O
fixe et placé au milieu de la droite qui joint les deux autres, Notre
analyse fournit donc, en particulier, 1a solution de ce cas nouveau et
remarquable du mouvement d’un point matériel sollicité par trois
centres en ligne droite, mais dont un seul est fixe, tandis que les
deux autres tournent i Pentour, sur une circonférence de cercle,
de maniére 4 étre situés a chaque instant aux deux extrémités du
diameétre qui a, dans le plan du cercle, méme longitude que le point
matériel proposé. Nous n’avons pas Pintention dy iusister ici davan-
tage, mais par la suite nous y reviendrons dans un article spécial,
en faisant usage de la méthode de notre premier Mémoire; car cette
méthode qui s'étend, comme je l'ai déja dit, au mouvement ¢’'un
point libre dans I'espace, s’applique avec beaucoup de facilité et
d’élégance, et au probléme des trois centres fixes, et a celui des
centres mobiles. Le probléme des centres mobiles, tout aussi curieux
et moins rebattu que celui des centres fixes, mérite bien dailleurs
d’étre traité a part.

19. Nous indiquerons enfin en peu de mots un dernier cas particulier
dans lequel les formules du § I ont encore besoin d’une transformation
Tome XII. — Ocropre 1835. 56
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préalable et qui offre aussi de 'intérét. Clest celui ou 'on prend a la
fois b= 0, ¢ = 0, mais en établissant entre b et ¢ le rapport qu’on
voudra avant de faire évanouir ces deux quantités. Au n° 16, ce
rapport était celui d’égalité, puisqu’on avait posé ¢ = b avant de faire
b = o. Mais en prenant un rapport quelconque, et, pour conserver
b et ¢ dans le résultat final, remplacant b par nb, c par nc, puis fai-
sant 7 = o aprés une préparation convenable, on aura d’autres for-
mules sur lesquelles je me contente d’appeler U'attention du lecteur.
Je dirai seulement que le systéme général de nos coordonnées, résul-
tant de Vintersection de trois surfaces homofocales, se réduit alors a
celui de trois séries de surfaces sphérigues et coniques ayant toutes le
méme centre et orthogonales entre elles. Les cones dont il s'agit sont,
bien entendu, du second degré, et tracent sur les différentes spheres
des coniques sphériques d’une excentricité plus ou moins grande ,
suivant la valeur du rapport donné de ¢ 4 b. Mais en voila bien assez
sur tous ces cas particuliers.

§ 1V.

20. Occupons-nous maintenant du mouvement d'un mobile assu-
jetti 4 demeurer constamment sur une surface donnée. Les trois coor-
dounées rectangulaires x, y, z, qui déterminent a chaque instant la
position du mobile, s’exprimeront au moyen de deux variables indé-
pendantes «, 3. Supposons ces variables tellement choisies, que I'ex-

pression dx* +- dy* + dz* prenne la forme
dx® + dy* + dz* = hda® + Ndfs?,
A et ) étant des fonctions de o, 3. 1l faut et il suffit, pour cela, que
les variables o, 3 soient les parametres de deux systémes de courbes
orthogonales entre elles sur la surface donnée.
Cela posé, en désignant par U la fonction des forces, les équations
du mouvement seront

d )‘(la

,v,', dt _1d) da)z 1d) [dB\2 dUu
dt T ada dr | 2 de \ dt +;Z;,

ave

(lt__ldl (da>2 1 d dﬁ 2 dU
de T 2dp\dt, _i_EzT@‘ dt +ch
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Or, pour en trouver les intégrales, il suffira d’avoir une solution ©
de Péguation aux différences partielles
1 [de\? 1 [dO\? , -
i(z)+7kﬁ>~”ﬁ+“%
contenant, outre la constante C qui entre dans P'équation aux diffeé-
rences particlles elle-méme, une autre constante arbitraire A dis-

tincte de celle que l'on peut toujours introduire dans @ par simple
addition. Les intégrales demandées seront, en effet.

de ., de ,
EA‘A’ E_t—l-C,

A’ et C' étant deux nouvelles constantes. Et, de plus, on aura les
intégrales intermédiaires

dr de  ,dB _ de
)\_ = b }. —_ == =z
dt — da ar — dp

qui donnent

(e () =5 (82 (fg) =0

N / /

et montrent ainsi que la constante C est précisément celle qui entre
dans I’équation des forces vives. Ce théoreme est tout semblable a celui
qui nous a servi pour le mouvement d’un point libre, et il se démontre
a peu prés de méme. Au besoin, du reste, on peut consulter un Mé-
moire de M. J. Binet, inséré dans le Journal de U Ecole Polytechnique.

21. Lorsqu’on a

)= =g (a) — w(f)

et
W = f(=) = F(f),

ce qui est le cas discuté dans notre premier Mémoire, la fonction @
s obtient aisément. En effet, ’équation aux différences partielles peut
alors se mettre sous la forme

T ———

56..
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et I'on v satisfera en prenant

(%2)2 =9 f({a)+ 2Co (a) — A,

‘d@\ 2 .
(F) = A — 2F(f) — 2Ca (),
A étant une constante arbitraire. Donc

0 = [dayaf(a) +2Cg(a) — A+ [dByA = 2F(B) — 2Cm ().

1

Cette valeur de © nous raméne 4 nos anciens résultats, en ayant
toutefois soin d’observer que la constante de I'équation des forces
vives désignée par C dans notre premier Mémoire est représentée
ict par 2 C.

Nous terminerons ici I'exposition de nos recherches sur Pintégra-
tion des équations différentielles du mouvement d’un point matériel.
I’extension au cas de plusieurs points, libres ou non, des deux mé-
thodes que nous avons suivies pour le cas d’un seul point, fera I'objet
d’un aatre travail. C'est dans les Additions & la Connaissance des
Temps pour 1850 qu’on trouvera ce nouveau Mémoire, auquel nous
avons déja, du reste, renvoyé le lecteur 4 Ioccasion des équations
abéliennes d’ordre élevé.
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