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LMLV VLAV, \

W WLV

SUR QUELQUES FORMULES DU CALCUL INTEGRAL;

Par M. A. CAYLEY.

‘ Soit & -+ ¥ y — 1 ou & + {¥ une quantité imaginaire quelconque;
faisons

Y

{(r 6= yxi-yt G =arc tangi—;,

4 ¢tant une quantité positive, et § un arc compris entre les limites = -
™ N . P .
- Cela posé, écrivons

i ( (24 i) =pmem (x positit),

) (x+ )" =pmem=n Iy négatif)s

i Dans la seconde de ces formules, il faut prendre le signe supérieur ou
inférieur, selon que y est positif ou négatif.) Au cas de a positif, la
valeur du second membre sera ce que M. Cauchy a appelé valewr prin-
cipale de (x + iy y". Au cas de a négatif, on peut aussi, a ce qu’il me
semble, nommer cette valeur valeur principale. Cela parait contraire
a la théorie de M. Cauchy (Exercices de Mathématiques, tome 1.
page 2); mais la démonstration que 'on y trouve de Pimpossibilité
d’une valeur principale pour x négatif ne s’applique qu’au cas ou l'on
suppose que le signe == esi toujours le méme sans avoir égard au signe
de y. Seulement, selon nos définitions, il importe de remarquer quiil
1’y a pas de valeur principale pour & négatif, au cas particulier ou y=o;
ou plutdt dans ce cas, et dans ce cas seulement, la valeur principale
devient indéterminée.

Soit, en particulier, x =o0; les deux formules conduisent au meéme
résultat | savoir

mi

. ) *r
(fyym=(xty)"e 2,

3



232 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

le signe comme auparavant. Car en considérant x comme infiniment
petit positif, on obtient

==,

I

v A

et, en considérant & comme infiniment petit négatif,

I
H

et de la

ftp= =+

=1
N

Ainsi cette formule est toujours vraie, sans qu’il soit nécessaire de
considérer 7y comme limite de & + iy, x positif ou x négatif.

Remarquons encore que cette fonction (iy)" reste continue quand y
passe par zéro, ce qui a lieu aussi pour (x + iy, x positif, mais
non pas pour (x -~ iy /", x négatif.

Les mémes remarques s'appliquent aux valeurs principales des lo-
gavithmes, lesquelles doivent se définir d’une maniére analogue par
les équations
@ log (.r + {?") = logp + 1"6 \ (x positi.fq .

log(x +iy) =logp +i(6 = x) (x négatit ),
le signe ambigu, comme auparavant.

On démontre sans difficulté que ces valeurs principales satisfont en
tout cas aux équations

(5 ; ('“'+iJ’i)m(x//+{7")m = [(oc +iy) (' iy )],
7 logla + i) logla’ + i) = log [(x + iy) (=’ + iy")]
Seulement ces équations deviennent indéterminées au cas ot I'une des
quantités x, 2/, xx’ — yy' étant négative, la quantité correspondante
Y y's xy’ 4+ x'y s’évanouit.

Au moyen de cette définition de la valeur principale d’un logarithne,
on obtient

> dx . A-+Bx
©) fa AT Bs = 18 (m)

ou a, s sont réels, et A, B sont assujettis & la seule condition qu’au
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cas ou o, 3 seraient de signes contraires, la parhie imaginaire de% ne s ¢-

vanouisse pas. En effet, dans ce cas, Vintégrale et la valeur principale
du logarithme deviennent toutes les deux indéterminées, Sans doute
il'y a une valeur que 'on peut appeler principale de Pintégrale , mais
A—+Ba .
fes A et les notions
des valeurs principales d’une intégrale et d’un logarithime n’ont pas
de rapport ensemble. Ce résultat s’accorde avec celui que j’ai trouvé
dans mon Mémoire sur les Jonctions doublement périodiques.

Je passe a quelques autres applications de ces principes, qui ont rap-
port 4 la théorie des fonctions I'. Soit d’abord r un nombre positil
plus petit que I'unité, et écrivons

cette valeur n’est égale a aucun des logarithmes de

- t® se s :
[J:/ ‘\lx}"”’ (’,I'de;
—
on obtient
b o} . &R =] .
U= ix) e dx —}—J (— ix) ' o= o,
o o )
ou enfin, puisque x est positif dans ces deux intégrales

/r—;\T—i © —(r—
T T2 r—1 pix
C=e¢ xeTdr+ e
[¢]

an moyen de la tormule connue,

L
1"~

- )
Aj x}'»—-l e—ix ({.Z‘;
[

rui

» & +
f x™ e dx —=e * I'r,
0

on en conclut

I .
U= 92cos <r~;) n.Ir=asinrz.lr,
savoir

sinrrg.Tr = J (fx)* e™ dax.
—_—0

On obtiendrait de méme

Tome X1 - Juix 1845, 30
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Au premier coup d’ceil, ces équations pourraient paraitre en con-
tradiction I'une avec I'autre: mais cela n’est pas ainsi, parce qu'il n’est
pas vrai que (— x)"* soit égal & (— 1)~ (i)', (— 1)™* étant facteur
invariable ; mais au contraire (— ix)"~ = ¢TI ()1 selon
que x est positif ou négatif.

Dans la premiére de ces équations, on peut remplacer ix par ¢ -+ iz,
et dans la seconde, — iz par ¢ — iz, ¢ étant positif; mais cela n’est
pas permis pour ¢ négatif, 4 cause de la discontinuité de valeur de
(¢ +ix)~* ou (¢ — i)' dans ce cas, quand x passe par zéro. En
multipliant la premiere équation par =, et différentiant un nombre
quelconque de fois, en admettant, pour les valeurs négatives de r,
P'équation

P(r+1)=rrr,

la formule ne change pas de forme, et I’'on obtient

. 1 » . }
(7) sinrpTre=¢ =~ f (c+ix)™' e dx,
—_—
et de méme, au moyen de la seconde équation
/ ! ® . 4
(8) 0= ~f (¢ —ix)™~' e do,
2w

dans lesquelles formules ¢ est positif, et r est un nombre quelconque
entre 1, —oo , sans exclure la limite supérieure ; senlement , pour r=o,
le facteur sin rr T'rse réduit A 7. Au cas ou r est plus grand que zéro,
on peut, sil’on veut, écrire aussi ¢ = o. Dans tous les cas, on peut

g [ importe de remarquer que ces
r

memes intégrales sont absolument inexprimables au cas ol ¢ est né-
gatif: en effet, en écrivant — ¢ au lieu de ¢ (¢ positif), on obtiendrait

remplacer sin ral'r S -
place par 1

o
f (—ec—+ix) ' e"dx

-— 0

N [P0 ) ) i [° . -
=¢" I)mf (c—ix)='e“dx+e " ”'“f (¢ —ix)" e dx.
o

— o

Mais, par la seconde des équations dont il s’agit,

®© ]
0 :f (c— ix)™ ' e™ dx +- (c —ix)' e dx;
o

—

om ) I R I I i e
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donc

2]

(sl (o}
/ (— ¢+ ix) e dr = —a2isin rrrj (c —ix) ™ e dax.

Or Tintégrale au second membre ne peut pas s’exprimer par les trans-

cendantes connues, 4 moins que r ne soit entier. Ecrivons encore.
¢ étant toujours positif,

i © .
I :f ¢+ ix) ' e*dx,
0

»

0 i
1, :j lc —wx)~ e dax,
) {
o0 i .
1, :] (¢ +ix) e " dx,
(o]

| * < ;
\ I, :f (¢ —ix)~" e " dax.
¢}
Toutes les fonctions

HExexix)" e " dx,

entre les limites 0, ® , ou — o, 0, ou —x , . sexpriment facile-
ment au moyen de I, 1,,1,, I,. Mais ces quatre fonctions ne sont pas

connues; seulement, au moyen des équations qui viennent d’étre trou-
vées, on obtient

, 5 asinrgCre =1 + 1,,
{ro;

' l O = I, -4 12.
On déduit encore de ces mémes formules :

[ simrelre™*

e~

el
o = j {c4ixY ' cosaedx =1 f (¢ + fx) sinadx,
AL -0 ’ o

» © Creg e
_—_f (c —ix) ' cosadx == — i ((: — 1x)" 7 sn xda.
\ —® v —x

En supposant que r — 1 est entier négatif, I'intégrale

S
’ ic* +— & cos xdx

< O

30..
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se décompose facilement dans une suite d’intégrales de la forme

w
f (¢ £ ix)P* cosxdx;

R

¢t, en prenant la somme de celles-ci, on obtient la formule

o

4 - met (ac)¥— [*F \r

{12) [ (¢*+ &2~ cos xda = Izml(—)—}——f 6= (6 +2c)""e~bd6,
Jo r—=r 0

laquelle est due a M. Catalan. Cependant, ni cette démonstration ni

celle de M. Catalan ne sappliquent au cas ot r nest pas entier; la

formule subsiste encore dans ce cas, comme M. Serret I'a démontré

rigoureusement. En essayant de la vérifier, je suis tombé sur cette autre
formule :

-+,

» N
f (€* 4+ a*)~" cos xdx
o]

j

(13)

_Vme e fw (V6 2+ V8) "+ (Vo 20 — Vo) e
20 (12} J, Vovi+ e ) ’

ce qui suppose, comme auparavant, que r—1 soit négatif; en com-
parant les deux valeurs. on est conduit au résultat singulier (en écri-

1—p
2

vant o au Heu de ac¢, et pour rj:

f PWi+a +v8) + (Vi e — ve)! e—0 1%
o \/6 \/9 +«
2 \/1_— ® i) L{p—)

T \? ~4

s [T T e s,
lequel peut se démontrer sans difficulté , quand p est entier positif im-

quel p | / positl
pair, en développant les deux membres suivant les puissances de z;
cela se fait au moyen de

pr. Lo
— - ToEn
=S5.|lx r{p—or)Tir—+u1) |

15)

. , . . Lo e ey .
ou 7 s'étend depuis o jusqu’a - ( p — 1. Jai déduit de cette formule (14)

des formules assez remarquables qui se rapportent aux attractions,
lesquelles paraitront dans un numéro prochain du Cambridgn anrl
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Dublin mathematical Journal. On peut encore démontrer cette for-
mule singuliére :
* 0
16) Fr+a—i)= S (i)' (—ix)* ' e da,
asinre J_
en effet, pour la vérifier, il sufit de réduire Pintégrale, d’abord a

3=

2
j (l.x') r—i1 ;\__ I"x.}a—l ei.r d.l e f (_ I'x)i—l (ix;’a-i egam‘”ll. \
() / o

puis &

T , b
T wmnZ |
. . P 2 e i
¢ 4 f x‘/'+a»~2eu( xr-i-e et pi dx,
o t 0

dont les deux parues s’obtiennent au moyen d’une formule donnée

ci-dessus. Si, aa lieu de (—ix)>', I'on avait (fx)**. Vintégraie se ré-

duirait & zéra ‘mais cela rentre dans une formule plus simple.
Tajouterai encore ces deux formules-ci.

% (— i)
! . —ixr ) ,
\ arncle™ " = f —e%dx,

(l",\] !

— o0
r
’ 0= ) ot da
| g O+

dont je supprime la démonstration. En écrivant dans la derniere —x
au lieu de 2, puis ajoutant, on a

R (__
118) e em¢ — j T
g €
d'oit on déduit tout de suite cette formule de M. Cauchy
L M oo
~ . 2 aw
[rg) e J —=—- - CO8 (~ — ) da.
o -y o ('"—,‘—J_“‘ "

La tormule {7) peut étre considérée comme une définitien de la fone-
tionI'r au cas de r négatif; et, a ce point de vue, elle a , ce me semble,
quelques avantages sur celle que M. Cauchy a donnée au moyen des
intégrales extraordinaires. Je passe a la définition, au moyen d’une
intégrale définie . de la seconde intégrale eulérienne,

UmYn

, y T \
(20 MmN s
: {‘m—f—nl:
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quand m ou n, ou tous les deux, sont négatifs. Soit d’abord m et n
tous les deux positifs, mais 7 plus petit quel’unité; on obtient au moyen
de la formule (7) et de la définition ordinaire des fonctions ",

I'mln = — !

@© »
; d. Me—=d { Jap \Rmed — X A1)
zsmmr‘/ol x __wd-]‘x (l-)’> ¢ !

et de la, en melttant

y=ax, dy=uxda,
et intégrant, par rapporta x,

s 1 bt (ia )'\l‘"
Amom) = s |4

s

ou en écrivant & -+ ai au lieu de «i, b étant positif,

- ® (k4 ai ) do
{21} Flm,n)= ! f (£ A-ai) do

2sinnw _w(l—k—ai)”‘*:”"
formule qui est vraie, méme pour les valeurs négatives de n. En effet,
si cette formule est vraie pour une valeur quelconque particuliére de 7,
elle sera aussi vraie pour la valeur n+ p, p étant entier positif quel-
conque; ce qui se démontre au moyen des formules de réduction : donc
il ne s’agit que de la démontrer au cas ou n est positif et plus petit que
Punité, et dans ce cas, puisque la fonction & intégrer est toujours
finie, on peut écrire sans crainte & + «i au lieu de ai, ce qui la réduit &
la formule qui vient d’étre démontrée; donc cette formule (21) est la
définition cherchée, au cas ou n est négatif , ou positif et plus petit que
I'uniteé.

Si, de plus, m est négatif, ou positif et plus petit que l'unité, { —m
sera positif, et l'on déduira
Imin __ T(h—m—n)Tasin(m+nz
Tr(m+ny r{t—m) sinmr

¢'est-n-dire

5 in! 3
F(m,n) = PTG
sin me (R

rew [ [l o e P e e
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ou enfin, par I'équation (21),

: %
,f(nz,n) — M f (/t__ i) (1 — h— i "= el

asinmnsinan J_

laquelle suppose seulement que m + 7 soit négatif, ou positif et plus
petit que 'unité. Elle présente une analogie assez frappante avec I'égua-
tion ordinaire

g j(nl,n):fl a" ™ (1— )" da,
0 .

qui correspond aux valeurs positives de m, n; de méme que 'équa-
tion (24) est analogue a cette autre forme
\4

o

0 oy
! B j(lﬂ,n) :] .A"_ﬂ
0

P 0
{l -+ 1)m+"

qui correspond aussi aux valeurs positives de m et n.

On peut se proposer de vérifier 'équation (m et n positifs et plus
petits que 'unité)

p el o0
” ! SN e PN e .
'min = —m—r dx (1]’ (foeY™t iyt et
4Smm7-r51n nw o Jen E ST *

el transformant le second membre au moyen de x=a y. Pour cela, on
distinguera quatre cas, selon que x et y sont tous les deux positifs
ou négatifs, ou l'un positif et P'autre négatif. En wmettant dans Jes
deux premiers

x =2y, dr= yde,

et en intégrant par rapport a y, on trouvera que les deux portions
correspondantes de I'intégrale double se réuniront en

3 —
K m

— T V. $ L — .
Tim~+ n).2cos(m—+ n)n jo T

¢’est-a-dire a

— acos(m+n)n. I'mDn.

Pour les deux autres portions de Pintégrale double, en écrivant

x =— 7Y,
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on verra qu’il faut encore distinguer les deux cas 2 < 1 et o > 1. Les
quatre intégrales ainsi obtenues se réuniront cependant dans les
deux
: Ul dy P am da
2cosnm. ' im—+n) ‘£ T a)mn 2 COS mrc] PEenrl

7 ¢

savoir, apres guelques réductions faciles, dans celles-ci,

2cosnwsinmr 2cosmmsinme
————T'mTn, —F—"———Tmln",
sin (m -+ njr sin (m - n)

lesquelles se réuniront en
cos (m — n)r.T'mn.
On obtient donc enfin I'équation identique
4fsinmrusinnr = 2cos(m — n)r — 2 cos(m-n)m;

ce qui suffit pour la vérification dont il s’agit.




