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VALV A VWY VA L

THEOREMES GENERAUX
SUR

LES SYSTEMES DE FORCES ET LEURS MOMENTS ;

Par M. CHASLES.

1. Deux systemes de forces, en nombre quelconque, sont dits
c¢quivalents, quand, par la composition et décomposition des forces,
on peut ramener un systéeme a Pantre; ou, en d’autres termes, guand
toutes les forces de chacun des deux systémes étant transportées paral-
lelement & elles-imémes, en un méme point, les forces des denx systemes
ont la meéme résultante, et donnent lieu, par ce déplacement, au méme
couple résultant.

Quand nous parlerons de deux systemes de forces, sans dire qu’ils
sont cquivalerits, ils seront tout a fait arbitraires I'un a Pégard de
Pautre.

2. TaiorimME L. Quand on a deux systémes de forces, si Uon mul-
tiplie chaque Jorce du premier systeme par chaque force du second
systéme et par le cosinus de Fangle des deux Jorces, la somme de tous
ces produiz‘s aura la méme valeur que la somme des produits sembla-
hlement faits @ Uégard de dewx autres systémes, dquivalents, respec-
tivement, aux deux proposés.

Soient a, @', ... les forces du premier systeme, et b, &,... celles (u
second. Représentons par 3Zab cos(a, b) la somme de tous les pro-
duits dont chacun sera formé d’une force du premier systeme multi-
pliée par une force du second et par le cosinus de Fangle des deux
forces; soient de méme A, A’,... et B, B',... les forces de denx systemes,
équivalents, respectivement, aux deux premiers; et 2 A Bcos ‘A, B fa
somme des produits faits 2 égard de ces deux systemes: il agit de
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prouver que 'on a
(1) Sabcos(a, b) = SABcos (A, B).

Démonstration. Le premier membre contiendra une suite de termes
ou a sera facteur; ce seront a b cos (a, b), ab’ cos (a, b'),...: leur somme
ne change pas de valear quand on remplace les forces 5, &',... par le
systeme équivalent B, B/,..., parce qu’elle exprime le produit de la
force a par la somme des projections des forces b, ', ... sur cette force,
et que cette somme de projections reste la méme quand on substitue
les forces B, B’,... aux forces b, &’,.... Ainsi la somme = ab (cos ab)
reste la méme quand on conserve les forces du premier systeme a, a’,...
et qu’on substitue & celles dut second systeme b, b’,... les forces équiva-
lentes B, B,...; c’est-a-dire que

Sabcos(a, b) = ZaB cos (a, B).
Par la méme raison,

SaBcos(a, B) = 2ABcos (A, B).
Donc enfin
Yabcos(a,b) = ZABcos (A, B).

C. Q. F D

3. Ce théoreme est le fondement de plusieurs propositions génerales
sur les systemes de forces et leurs moments. 1 donne lieu aussi a quel-
ques corollaires immeédiats.

4. Corollaire. Supposons que toutes les forces «, a’,... du premier
systeme aient une résultante unique A, et que toutes les forces b, &',...
du second systéme aient aussi une résultante unique B; A et B peu-
vent étre considérés comme deux systémes équivalents, respectivement,
aux deux proposés; on a donc

ABcos(A,B) = Zabcos(a,b).

Concevons que les forces b, 6,... soient les memes, une a une, que

les forces a, a’,..., on aura
A? = Xa* 4+ 22aa’cos(a,a’;

¢’est-a-dire que :
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Quand plusieurs forces ont une résultante, le carré de cette résul-
tante est égal a la somme des carrés des forces, plus deux fois la
somme des produits de ces forces multiplices deux a deux et par le
cosinus de Uangle qu’elles comprennent.

3. Tutorime IL. Si lon a deux systémes de couples, et yu'on fasse
le produit du moment de chaque couple du premier systéme par le mo-
ment de chaque couple du second systéme et par le cosinus de Uangle
compris entre les plans des deux couples, la somine de tous ces produils
conservera la méme valeur, si Con remplace ces deux systémes de
couples par deux autres qui leur soient équivalents, respectivement.

Ainsi soient M, M’,... les moments des couples du premier systéme;
N. N,... ceux du second systeme; m, m',... et n, #',... les moments des
deux autres systémes de couples, équivalents respectivement aux deux
premiers; on aura

(2) EMNcos (M, N) = Zmmncos(m, n).

Eu effet, pour composer des couples et les décomposer, on porte
sur des perpendiculaires a leurs plans des segments proportionnels a
leurs mowments, et 'on considére ces segments comme des forces qu'on
transforme en d’autres forces équivalentes; et a ces forces correspon-
dent des couples équivalents aux premiers. 1l résulte de 1a que I'équa-
tion (1), relative & des systemes de forces, donne naturellement I’équa-
tion (2), relative 4 des systémes de couples. Le théoréme est donc
démontré,

6. Corollaire. Un systéme de couples m, m’,... se réduit toujours «
un couple unique M. De méme, le systéme n, n',... se réduira a un
couple unique N, et Von aura

Smncos(m, n) = MN cos (M, N).

Supposons que les deux systemes m, m’,... et n, n’,... soient iden-
tiquement les mémes , il vient

M? = Zm? + 22 mm/ cos (m, m’).

7. Le moment d’une force, pris par rapport a un point fixe, est le
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méme que le moment du couple formé par cette force et une seconde
force égale et contraire, menée par le point fixe; et les moments des
forces se composent comme les couples. De méme que deux systemes
de forces équivalents donnent lieu & deux systémes de couples équi-
valents, ils donment lieu 4 deux systémes de moments équivalents. Le
théoreme général sur les couples s’applique donc aux moments des
forces; c’est-a-dire que:

Tukorime 1. Etant donnés deux systémes de forces quelconques,
et étant pris les moments du premier systéme par rapport a un point
Jixe, et les moments du second systéme par rapport a un second point
Jize, si Uon multiplie chaque moment du premier systéme par chaque
moment dw second systéme et par le cosinus de Uangle compris entre
les plans des deux moments, la somme de tous ces produits conservera
la méme valeur, si lon substitue anx deux systémes de forces deux
autres systemes équivalents, dont on prendra les moments par rapport
awx deux mémes points fixes, respectivement.

Ainsi soient m, m/,... et n, n’,... les moments des deux systémes de
forces, pris par rapport a deux points fixes quelconques, et M, M’,...
et N, N,.. les moments des deux autres systemes de forces équivalents,
respectivement, aux deux premiers, ces moments étant pris par rap-
port aux deux mémes points, respectivement; on aura

Emn cos (m,n) = EMN cos (M, N).

8. Corollaire. Toutes les forces du premier systéme peuvent étre
remplacées par deux seules forces dont I'une passe par le premier
point fixe; le moment de la seconde sera équivalent aux moments de
tout le systeme, c’est ce qu'on appelle le moment résultant, ou mo-
ment principal du systéme de forces. 11 est égal a la somme des pro-
jecticns, sur son plan, de tous les moments des forces; son plan est
celui sur lequel la somme des projections orthogonales de tous les
moments a une valeur maximum.

De méme les moments 7, n’,... ont un moment résultant N; et le
théoréme donne I'équation

2mncos (m, n) = MN cos (M, N).

[ ) " Y TN RN Pl e
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Les deux systémes de forces peuvent étre identiques; on en conclut

M? = 3m?® +~ 23 mncos(m, n).

9. Remaique. D'apres les expressions de la résultante d’un systeme
de forces, et du couple résultant d’un systeme de couples, on voit
que les deux équations

Sa*+ 23aa’cos(a,a’) = o,
Sm? + 22 mm' cos (m,m’) = o

expriment les deux conditions d’équilibre d’un systeme de forces,
données par M. Poinsot, et qu’elles remplacent coroplétement les six
équations ordinaires [*].

En effet, ces deux équations comportent les six. Car soient a,, a,,
a, les composantes de la force a, paralléles & trois axes coordonnés

rectangulaires; et ainsi des autres: la premiere équation devient évi-
demment

(@ + Az +.. 0% + (@, + ay +..0* + (@, + a; +..)" = o:
d'ou

Ay + Ay +..= 0, @, + dy +..= 0, d; -+ a; +..= 0.

Ft, semblablement, en remplacant chaque moment m par ses projec-

tions m,, m,, m, sur les trois plans coordonnés, la seconde équation
devient

My 4+ My N (4 my =) (g m;+.. )t = o,
qui donne
My My == 0, MY A My +aZ= 0, i+ My 4. 7= O,
10. Turorimr 1V. Etant donnés deux systémes de forces, si lon
prend les moments cles forces du preinier systéme par rapport a un

point fixe, et qu'on multiplie chaque moment par chaque force du se-
cond systéme et par le sinus de langle que cette force fait avec le plan

[*] Ces deux équations se trouvent dans le Mémoire de M. Binet, surla composition

des forces et sur la composition des moments {voir Jourral de PEcole Polytechnique,
xvii® cahier, année 1815).

Fome XII. — Juin 1847. 28
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dw moment, la somme de ces produits conservera la méme valeur, si
Lon remplace les deux systémes par deux autres équivalents, respec-
tivement.

Soient a, a/,... les forces du premier systeme; m, m/,... leurs mo-
ments par rapport 4 un point fixe; et b, ¥,... le forces du second
systeme. Soient A, A’,... des forces formant un systéme équivalent au
premier, M, M',... les moments de ces forces relatifs an méme point
fixe, et B, B,... des forces formant un systeme équivalent au second ;
je dis qu'on aura

Sbmsin (b, m) = SBM sin (B, M).

En effet, si par le point fixe on méne des droites représentant des
forces ., p',..., pyy W)y proportionnelles aux momentsm, m',... et M,
M'..., et perpendiculaires a leurs plans, respectivement, ces forces for-
meront deux systémes équivalents.

On aura donc, d’apreés le théoréme 11, Péquation

Sbupcos (b, p) = 3By, cos (B, u,).

Mais cos (b, ) = sin (4, m); cos (B, ) = sin (B, M); et p1, u, sont
proportionnels & m, M; cette équation donne donc celle qu’il s’agit de
démontrer. Donc, etc.

11. Le signe de chaque terme de la somme = bm sin (b, m) dépendra
de 'angle que la force & fera avec 'axe du moment m; la direction de
cet axe, d’'un coté ou de 'autre, c’est-a-dire au-dessus ou au-dessous
du plan de ce moment, dépend, comme on sait, de la direction de la
force a 4 laquelle appartient ce moment. Si nous concevons que ce
plan soit au-dessous de notre ceil, la direction de 'axe sera au-dessus
du plan, c’est-a-dire dirigée vers la partie supérieure du ciel, quand
Ia force a tendra a tourner dans un sens convenu , et cet axe sera di-
rigé au-dessous du plan, c’est-a-dire vers la partie inférieure de la votite
céleste, gquand la force tendra 4 tourner dans le sens contraire.

Mais on pent déterminer les signes des termes bm sin (b, m) d’'une
maniere plus directe, sans introduire la considération des axes des
moments, et d’aprés les directions des deux forces a et b qui servent
a former ces termes. En effet, supposons 'axe du moment m au-
dessus de son plan, le terme bm sin (b, m) aura le signe + ou le

[ R R R IR
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signe — suivant que la force 4, que Dous supposons avoir son point
d'application sur le plan méme du moment, sera au-dessus ou au-
dessous. Dans le premier cas, un ceil placé i Vextrémité de cette
force et dirigé vers son point d’application, verra la force « tendre i
tourner dans un sens; et, dans le second cas, tendre a4 tourner en
sens contraire. Donc, le sens dans lequel T'eeil, placé & I'extrémité
de la force b et dirigé vers son point d’application, verra tourner la
force a, servira 4 déterminer le signe du terme bmsin (b, m). 1 est
facile de s’assurer qu’il en est de méme, quand I’axe du moment m est
situ¢ au-dessous de son plan. Nous dirons donc, en général, quon
donnera le signe + ou le signe — a chaque terme bm sin (b, m), sui-
vant que la force a, vue de Uextrémite de la Jorce b, tendra a tourner
dans wun sens convenu, ou dars lautre sens.

12. Lewwr 1 Le volume du tétracdre qui a powr arétes opposecs
les deux droites a, b dont la plus courte distance est r. a pour expres-
. a.b.rsin{a, b
STOR = 2
b

En effet, on ne change pas le volume d’un tétraédre quand on fait

glisser une aréte dans sa propre direction. D’apres cela, soient aa, €5
les deux arétes opposées du tétraedre. Par le point o menons un plan
perpendiculaire 4 Paréte 857; et supposons que Porigine € de celle-:
soit dans ce plan. Soient ax” la projection de Paréte aa’ sur ce plan,
et Sp la perpendiculaire abaissée du point § sur la droite oa”. Cette
perpendiculaire est égale & la plus courte distance des deux droites gz".
§6'. Le tétraédre construit sur les deux arétes opposées €8', xa’ est
équivalent au tétraedre construit sur 887 et aa”, parce que ces deux

28..
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tétraedres ont trois sommets communs §’, 8, o, et que les quatriemes
sommets a’, &” sont sur une paralléle au plan de ces trois premiers.
Or le tétraedre (676, ax”) a son volume égal &

aire §on” > +66' = Laa"8p > £ 86" = L an”.r .66’
= gaa’'cosa’aa” < r.66’ = Loaa’.68' rsin (aa’, 66').

Ce volume est aussi celui du tétraédre construit sur les deux arétes op-
posées aa’, 66’. Le théoréme est donc démontré.

13. Lemme 2. Le tétraédre construit sur deux forces, prises pour
arétes opposées, a son volume égal au produit (une des forces, par le
moment de Lautre force relatif a la premiére, ce produit ctant di-
visé par 6.

Fn effet, le tétraédre construit sur les deux forces oo, 66’ a pour

aa’ .66’ rsin (aa’ ,6_6’_)

\

volume T - Or le moment de la force aa’ par rapport o

la force 88’ est le moment de la composante de cette force comprise
dans un plan perpendiculaire a €§’, pris par rapport au point ot ce
plan rencontre la droite 88’. C'est donc

an’ Sp = ao'.r = ar'cos a’aa'.r = ao'.rsin (aa’, 66").
Le volume du tétraédre est donc

88’ >< moment de la force 2o’

e ~.

C. Q. F. D.

Remarque. Le moment de la force 2o’ par rapport a la force €&
est zat".8p; c'est le double de I'aire du triangle 28a”. Ce triangle est la
projection d’un triangle qui aurait pour base la force aa’ et son som-
met en un point de la force 68'. Le double de 'aire de ce triangle est
le moment de la force ae’ par rapport 4 un point de 66’. On peut donc
dire que : Le moment d'une force par rapport a une droite est la pro-
jection du moment de la force par rapport a un point de la droite, la
projection étant faite sur un plan perpendiculaire a la droite.

L4. Trsorkme V. Etant donnés dewx systémes de forces, si sur
chaque force du premier systéme et chaque force du second systeme,
regarde’es comme arétes oppose'es, on construit un tétraedre, la somme
des volumes de tous ces tétraédres aura la méme valeur que la somme

u ' " e Lo e e [
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semblable faite a Uégard de deux autres systémes de forces équiva-
lents aux dewx premiers, respectivement.

Ainsi soient @, a’,... et b, b',... les deux systémes proposes, et A,
A',... et B, B,... les deux systémes équivalents, respectivement , a ces
deux-la; on aura

S tétr. (a, b) = Ztétr. (A, B).

Dans ces sommes, chaque tétraedre aura le signe + quand une
des deux forces, vue de I'extrémité de Vautre force, paraitra tourner
dans un sens convenu, et le signe — quand cette force paraitra tourner
dans le sens contraire.

Démonstration. Dans la somme 3 tétr. (a. b), chaque force a donne
lieu & une suite de termes tels que a < (moment de la force b par rap-
port a a), et dontla somme est

a.3 (des moments des forces b, b',... par rapport a a.

Or la somme des moments des forces b, b',... par rapport a la force «
est égale a la somme des moments des forces B, B',... qui forment un
svstéme équivalent. On peut donc remplacer

«a X moments des forces b, b’,...) par a Z(moments des forces B, B’,...0.
il en résulte que

S tétr. (a, b) = Xtétr. (a. B).
Par la méme raison, on a

Stétr. (a, B) = Ztétr. (A, B).
On a donc entin

tétr. (a, b) = Ztétr. (A, B).

CoQ FoD

Quant aux signes des termes tétr. (@, b), la démonstration indique
comment il faut les prendre. Car dans la somme des moments de plu-
sieurs forces par rapport a une droite, on donne le signe + aux mo-
ments des forces qui, pour un ceil placé a l'extrémité de cette droite,
tendront 4 tourner dans un sens convenu, et le signe — aux moments
des forces qui tendront & tourner dans autre sens.

13. Cornllaire. Supposons que les forces b, &',... soient identique-
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ment les mémes que les forces a, a’,..., respectivement ; et que A, A’,...
et B, B’,... soient aussi deux systemes identiques: on en conclura que

Etant donnés deux systémes de forces cquivalentes, la somme des
tetraedres construits sur les Jorces du premier systéme, prises deux a
denx comme arétes opposées, est égale ¢ la somme des tétraédres con-
struits sur les forces diw second systéme , prises aussi deux a denzx
romine aréles opposdes.

Ce que nous disons de deux systemes ¢équivalents s’entend, évi-
demment, des deux systemes qui se font équilibre.

16. 1 suit de 1a que:

De quelque maniére quwon remplace par deuzx seules forces un sys-
teme de forces en nombre quelconque, le tétraédre construit sur ces
leux forces a toujours le méme volume.

17. Ce volume sera nul si les deux forces sont situées dans un
méme plan, auquel cas elles formeront un couple ou se réduiront a
une seule force. Donc -

La coudition géométrique powr quun systéme de forces ait une re-
sultante unique ou se réduise & un couple, est que la somme des vo-
lumes des tétracdres construits sur ces Jorces, prises deux & deux,
comme arétes opposées, soit nulle.

18. Quand les forces se font équilibre, si on les divise en deux
groupes, les forces du premier groupe font équilibre aux forces du
second. Donc, d’aprés une remarque ci-dessus, n° 15, on peut dire
que :

Quand des forces se font équilibre, la somme des volumes des te-
traedres construits sur plusieurs de ces Jorces, prises deux & deux
conune arétes opposées, est egale & la somme des volumes des tétraedres
construits sur les autres forces, prises deux & deux comme arétes op-
posées.

19. Ainsi: Quand quatre jorces se font équilibre, le volume du té-
traedre consiruit sur dewx quelconques d'entre elles est égal au volume
du tétraédre construit sur les deux autres.

Il est aisé de voir que quarre forces qui se font équilibre sont tou-
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jours dirigées suivant les génératrices d’un méme mode de génération
d’un hyperboloide 4 une nappe; ou, en d’autres termes, que toute
droite qui s’appuie sur trois d’entre elles, s’appuie nécessairement sur
la quatriéme [*].

20. Tukorime VI. Quand deux systemes de forces équivalents
sont appliqués & un méme corps solide, si Uon imprime au corps un
mouvement infiniment petit, et qu'on fasse le produit de chaque force
par le déplacement de son point dapplication dans le sens de cette
Jorce, la somme des produits relatifs auax forces du premier systéme
sera égale a la somme des produits relatifs aux forces du second sys-
1éme.

Soit mm’ le déplacement du point d’application de la force «,
a.mm’.cos (a, min') sera le terme relatif a cette force dans la somme
Xa.mm'.cos (a, mm'). 1l s’agit de prouver que cette somme conserve
la méme valeur numérique quand on remplace les forces a, a’,... par
un autre systéme de forces équivalent.

Tout mouvement infiniment petit d’un corps solide libre peut étre
considéré comme produit par deux mouvements simultanés, I'un
de rotation autour d’une certaine droite, et Pautre de translation.
Soient mu, mp.’ les deux composantes du mouvement du point m ;
my. est due & la rotation du corps et a une valeur différente pour
chaque point, et my’ est due & la translation et est la méme pour tous
les points du corps. La somme des projections des deux éléments mp. .
mu’ sur la force a est égale 4 la projection de mm’. On a donc

min’ cos (@, min') = mp. cos(a, mu) -+ mp" cos (a, my' .
On a donc
Za.mm'.cos(a, mm') = Za.m.cos (a, mu) + my! 2 a.cosia, mp! ).

Nous faisons sortir my du signe = parce que le mouvement de transla-
tion mp’ est commun a tous les points du corps. Le terme 2a.cos (a, mp)
exprime la somme des projections de toutes les forces a, a,.. sur la
droite mp.’. Cette somme sera la méme pour un autre systeme de forces

(*) Quatre forces qui se font équilibre donnent lien a diverses autres proprietes gui
seront le sujet d’un autre article.
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équivalent. Il suffit donc de prouver que le terme Za.my cos (a, my.)
conserve aussi la méme valeur.

my. est le déplacement du point m d 4 une rotation autour d’une
certaine droite. Soient r la perpendiculaire abaissée du point in sur cette
droite, et § la rotation; on a my. = r§. Concevons qu'une force repré-
sentée en grandeur par § s’exerce suivant la droite autour de laquelle
a lieu la rotation, r§ sera le moment de cette force par rapport au
point m; le terme a.my.cos (a, mp) est donc égal a

a > (moment de la force @ relatif au point m) < cos (a, my),
ou

a < (projection du moment de la force 6 sur un plan perpendicu-
laire & a).

Mais cette projection est le moment de la force § par rapport a la
droite a (LemmE 2, Remarqgue). On a donc

a > {(moment de la force § par rapport 2 @), ou 6 tétr. (a, 6).
On a donc
Sa.mp. cos(a, mp) = 63 tétr. (a, §).
Or la somme des tétraédres construits sur la force 6 et chacune des

forces a, a’,... reste la m¢me quand on remplace ces forces par d’autres
équivalentes. Le théoreme est donc démontré.

24. Observation. On peut encore dire que

a.(moment de la force § par rapporta a) —

5 .(moment de la force a par rapport a 6),

ce qui se voit par le lemme a.

Et comme la somme des moments des forces a, a’,... par rapport a
une droite 7 reste constante, pour tout autre systeme de forces équi-
valent, on en conclut le théoréme énoncé.

22. Principe des wvitesses virtuelles. — Si les forces a, a’,... se
font équilibre, on peut les remplacer par deux forces égales et direc-
tement opposées; d’ot I'on conclut que la somme Za.mm’ cos (@, mm’ )
est nulle. Ce qui est Véquation des vitesses virtuelles.
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