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PURES ET APPLIQUÉES. i8'> 

SUR LES NOMBRES COMPLEXES 

QUI SONT FORMÉS AVEC LES NOMRRES ENTIERS RÉELS 

ET LES RACINES T)K L'UNITÉ; 

PAR M. RUMMER [*]. 

Nu me ri complexi, quos summus Gaussius primus in doctrinam numerorum intro-
duxit, et quorum auxilio residuorum biquadraticorum theoriam absolvit, formam ha-

bent a -+- b \/—t. Prater hos autem numéros complexos alii etiam innumeri fingi pos-
sunt, qui ad alia doctrinse numerorum capita eodem modo pertineant, quo hoc genus 
simplicissimum numerorum complexorum praecipuc ad residua quadratica et biquadra-
tica referendum est. Inter hos pracipue notatu digni videntur numeri complexi altio-
ribus unitatis radicibus, per numéros integros reaies multiplicatis, compositi, qui 
doctrinœ de sectione circuli et de résidais potestatum altiorum inserviunt, et cum iis 
disciplinis tam arete conjuncti sunt, ut ab ipsis quasi generentur. Quae de iis numeris 
hactenus in publicum édita sunt summo geometrae Cl. Jacobi debentur, qui primus de-
monstravit quemlibet numerum primum formas ml + i in duos factores complexos ejus 
generis discerpi posse. Quod idem numéros primus ρ pluribus modis diversis in factores 
duos diffinditur, et quod producta certa ex iis factoribus formata per alios factores di-
visibiles hunt, neque tamen hi ipsi factores cum illis compensai*! possunt, res maximi 
momenti, indicat hos factores non esse primos sed compositos. Ulteriorem factorum 
dissolutionem in factores primos CI. Jacobi pro iis numeris perfecit, qui radices unitatis 
quintas, octavas et duodecimas continent, ejusque rei notitiam cum regia Academia 
litterarum Berolinensi communicavit. In hoc qusestionum genere etiam ea versantur, 
qua* vobis alma Universitatis Albertinse viris doctis illustrissimis tanquam magnae mese 
erga vos observantiae et reverentiae documentum, hac oc casione solemni data, tradere 
audeo. 

[*] C'est le Mémoire que nous avons annoncé à la page i36: il a éié imprimé pour la première 
lois, comme nous l'avons dit, en i8j4i à Breslau, sous ce titre : Ile numeris complexes, qui radicibus 
unitatis cl numeris inlegris realibus constant, et adressé par l'Université de Breslau à l'Université de 
Kœnigsberg, à l'occasion du troisième jubilé séculaire de cette dernière Université. Nous donnons 
ici le texte latin. Nous n'avons pas eu le temps d'en faire (a traduction. (J. LIOCVILLE.) 
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§ I. 

Si α est radix quaedam primitive aequationis αλ~ i, quemiibet functionem rationalem 
integram radicis a, cujus omnes coefficientes numeri integri sint, numerum integrum 

roniplexum voco. Talis functio , aequationis a' = ι ope, statim ad gradum λ — ι redu-
citur, itaque numerorum eomplexorum quos tractaturi sumus forma generalis est haer 

f ja) — a αι α —1— -f-... -t— a ̂  ι
 α

 ^
 1

 i 

numerum λ hic ubique numerum priraum accipimus, qui est casus maximi momenti, 
et quasi fons a quo tota h sec doctrina derivatur. Inde rejecta radice a. — i, quae hac 
conditione est sola radix non primitiva, habemus aequationem 

ï —t— et —f— —f-, ■. oc ' — ο, 

cujus ope ex repraesentatione numeri complexi f if unus terminus removeri potest, 
ex. gr. ultimus, quo facto numerus complexus respectu radicis α ad gradum λ— 2 de-
primitur. Hanc autem reductionem, quae summarum symetriam turbaret, in univer-
sum non adoptabimus, sed retentis omnibus terminis et coefficientibus a, a,, a,, etc., 
aequatione 

ι Η- α + a' +·..+ 1 = ο 

ita utemur, ut summa omnium coefficientium a-\-a
x
-ya,-\-... -\-a, quodam modo in 

potestate nostra sit. Nam, si coefficientes numeri complexi f(u) omnes eodem numéro au-
gentur vel minuuntur, hie ipse numerus f {a.) non mutatur, quia nihil accedit nisi multi-

plum form» ι -f- a -|- a2-+-...-I- cdquae nihilo aequalis est. Vice versa, duo numeri 
complexi œquales esse nequeunt nisi, coefficientibus omnibus eodem numéro auctis vel 
minutis, alter prorsus idem fit atquc alter. Positis enim 

/(a) = a -+- a, a a
2
a'2 4-...-P a. a/ ', 

φ (a) = 6 4- 6, a -+- è, a2 -+-.··4- b} ', 

si est /(a) = ψ (a), habemus 

O — a — b -h (a, — b,) a + (a
2
 — b

2
) a1 — ^i — i)

 —

 '· 

Hsec autem aequatio gradus λ — ι idem valere debet atque aequatio 

i A,i— f 

quia, si res aliter se haberet, ex utraque aequatione conjuncta alia aequatio gradus mi-
noris prodiret, cujus coefficientes rationales essent, quod fieri non posse ex Gaussii 
disquisitionibus aiithmeticis notum est. Itaque ex aequalitate numerorum /(a) et φ (a), 
sequitur 

a — b — a
x
 — b

x
—a

t
— b

2
—— a — bx__ τ. 
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Iri numéro complexo/(a) est a radix quaedam aequationis 

l "H et —t- et1 —f—... —j— Ct * ο, 

cujus eeterse radices unius α potestates sunt : omnibus iis radicibus loco « in f (a) sub-
stitutis habemus λ — ι numéros complexosy(a),/'(a'*),

i
/(a

3
),...,y(a''

—

'), quos numéros 

ennjunctos appellabimus. Inter hos bini ad radices reciprocas pertinent, scilicet /(λ
1
*) 

et/(α- quos numéros rcciprocos vocare convenit. Productum omnium numerorum 
conjunctorum tanquam functio invariabilis intégra omnium radicum aequationis 

1 u ■+■ et1a ' — 1 ■= Ο, 

semper est numerus realis integer, qui numeri complexi norma appellatur. Ex ipsa 
norma; definitione statim perspici possunt propositiones simplices : numéros conjunctot 

eamdem normam habere, et normamproducti œqualem esse producto ex normis singula-

rum factorum. Numeri complexi/(α) normam, pra;eunte Cl. Lejeune-Dirichlet, prae-
posita littera Ν désignâmes, ita ut sit 

N/(«) =/(*)/(«')/(«»).../(*' 

nnde hae propositiones tali modo exhiberi possunt 

Ν/(»') = N/(a) et Ν [/(α) f (α)] — Ν/'(α). Ν <ρ (α). 

§ II. 

Si omnes coefficienles numeri complexi/(y.) pro indeterminatis habentur, et produc-
tum factorum omnium qui normam constituant evolvitur, forma homogenea gradus 
A — ι et λ indeterminatorum prodit, quorum vero unus ex arbitrio eligi potest, ita 
ut λ — ι numeri indeterminati remaneant. Omnes igitur disquisitiones de numeris com-
plexés pro disquisitionibus de talibus formis gradus ~k — ι totidemque indeterminatorum 
haberi possunt. De formatione hujus formae nolare convenit earn pro aequatione haberi 
posse, qua? ex aequationibus duabus 

ο = a 4- a, a a, ad + .· .-f- a y , α' " ' , 

ο = ι -t- a a2 ... -4- a' ~ ', 

quantitate eliminata, efficitur, quant eamdem esse atque aequationem 

/(«)/(»»).../( o, 

ex notissimis regulis algebraicis constat. Alio modo, norma tanquam denominator com-
munis invenitur, quem systematis tequationum linearium incognito evolutse habent. 
Quales denominatores Cl. Jacobi determinantium nomine ornavit et pluribus locis in-

.. 
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geniosissime traetavit. Accipirnus systema mquationum linearium hocce : 

(A) 

a b -j— it y | b j -i- a y ^ bf-... -f- ci ι b y , — c —m , 

a
 {
 b -f- a bi —t- ο,y j b

2
-{-., .-f- a

2
 by j — c, -+~ en

 y 

ci,b -+- a,bi + a by = Cj+m, 

a y
 t

 b -+- a y
 0

 b, -h a y j b
2
-\-..,-\- a by , _ Cy__

l
-\- m , 

cujus incognita; sint b, b,, b
2
,..., by__,, easque aequationes secundum ordinem multi-

plicamus per ι, α, <*%··., cIuo faeto summa omnium facile in hanc formam re-
digitur 

(α + Λ
1

£ΐ + α
!
α1 + ...+ «)_

Ι
«ί/' ') {b + ά, α -+- b

2
 α2 ..+ by_

 t
 o.' ') 

— c -H c Ι ce Cy ce " -1- · ■ · -1~ c'y J ce ; 

inde positis 

f(a) — a -h a, cc -h a
2

cc' +·...+ «;_-τ
 χλ ' J 

φ (a) = b + 6, a ■+· 6
2
a!+...+ è;__ 1, 

ψ (a) — c -f- Cj a -H c
2
 -f-· ■ ·-+ c y ρι.λ 1, 

est 
f{a). ο (a) =r ψ (a). 

et utraque parte per f(a')f(a*)... j (σ/ L) multiplicata, lit 

,(α). N/(«) = ψ W/(a!)/(«»)... / (α' —) , 
sive 

/ ^ iW/H/M···/'/ *) 

ex quo apparet quantitatum b, b,, b
2
,..., b.

J
__

i
, quae formulam φ (a) constituant, dc-

nominatorem generalem esse normam A fia), uti contendimus. 

Quum norma sit forma aliqua gradus λ—ι et λ—ι indeterminatorum, statim 
quaestio oboritur de numeris qui hac forma reprsesentari possint et qui non possint. 
Hanc autem quaestionem gravissimam, qua; sine dubio inter mysteria doctrinae nume-
lOrum maxime recondita referenda est, hactenus non potuimus absolvere; sola hape 
propositio elementaris ad hanc quaestionem spectans ; normam semper habere formam 
m'A + i, vel m\, jam hoc loco, quasi in limine disquisitionum nostrarum, facile de-
monstrari potest, Queni ad finem adhibemus très numéros complexos f{a), ψ (a) et ψ : «), 
eosdem quibus modo usi sunn,s, quorum vero coefficientes omnes integri sint. Si est 

/(»)·?(«) — 4Ή> 

inter coefficientes horum numerorum complexorum aequationes lineares (A) locum ha-
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here debent, iisque additis fit 

a -+- «, -t- a, -+- . . . -f- α·
λ
 ( b 4- b, -t- b,_ i- _,) 

— c -f- c, + c-i -t- ... -f- C)
 t

 -f- y.m, 

qua; uequatio in congruentiani pro modulo λ mutata docet : summum coefficient!um 

producti duorurn numerorum complexorum producto e summis cocfficientium utnusque 

factoris congruam esse, modulo λ. Quae propositio facillime ad productum quotcunque 

factorum extenditur. Norma semper est productum >. — ι factorum complexorum , qui 
easdem coefficientium summas habent, pro ea igitur productum e summis cocfficien-

tium omnium factorum conflalum in potestatem exponentis ). — ι abit, unde habemus 

( u -t— a 1 —f- et , —... —t- tt. ^ Ν f {y.') ι mod. λ ι, 

itaque, per theoretna Fermatianum , 

Ν /(α) =~ 1 (mod. ).) , 

nisi forte sit 
a —t— ci 1 —f— et■ —f—... —1~ ti ̂ j o (mod. ι.1 , 

qua conditione fit 
Ν f(a.)~ ο (mod. ~k). 

§ III. 

Ν ο nice usus insignis est in divisione numerorum complexorum , quippe cujus 
auxilio divisor romplexus semper in divisorem realem mutari potest. Posito enim 

Sillium 3LII11MIUJ Iim/yii» ^ ^ Vr** 
fit 

'f (α) φ (a) F (a) 

Si j y.) per /(a) divisibilis est, i. e. si hic quotiens numéro integro complexe xqualis 
est, ω (α)F (y.) per numerum integrum realem Ν/'(α) dividi possit necesse est, nu-
méros autem complexus per numerum realem divisibilis non est, nisi coefficientes ejus 
singuli, per hune numerum divisi, eadem residua habeant. Inde nacti simius hoc cri-
térium generale , quo dijudicari possit, utrum numéros complexus per alium numerum 
complexion divisibilis sit, an non : Numcrus complexus tp (a) per alium numerum 

f (a) divisibilis est, si in producto evoluto φ {y.) f{ a- ) f (a3 )... f (α ') omnes coef-
ficientes pro modulo Ν f (a ) congrui sunt, sin vero hi coefficientes non omnes congruι 
sunt, φ ία) certo non divisibilis est per f (a). 

Vlio etiam modo numerorum complexorum divisio perfici potest, ita quidem , ut 
ad divisionem fonctionum rationalium integrarum revocetur. Altioribus enim potesta-
tibus radicis α admissis, numerus φ (α) inlinitis modis diversis representari potest, qui 
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omiies har forma generali continentur 

tp (α) — + + ') ψ (a), 

ia qua ψ (α) functionem integram quamcunque désignât, quae pro fine singulorum pro-
falematum apte eligi poterit. Jam dico , si ψ (a) per f{y.) divisibilis sit, huic numéro ® (a.) 
semper formam ejusmodi dari posse, ut pro quolibet valore quantilatis ot., quœ tanquam 
variabilis spectanda est, divisio succédât et residuum relinquatur nullum. Per hvpo-

rhesin quofiens sequalis est numéro alicui complexo F (α) , itaque 

->τ4 = F (α), sive φ (α) =f(a) F (α). 

Jam signo « in ,r. rnutato, videmus functionem rationalem integram variabilis χ, 
ο (x'j —f[x) F (χ) evanescere , si χ cuilibet radici aequationis 

ι χ x"* x* 1 = ο 

w quai is fit ; haec igitur functio intégra factorem ι -+- χ -+- χ1 ... -f- χ' 1 habeat 
necesse est : quare in banc formam redigi potest 

q (x) — f(x) F (x) = (i -H X -h Xd -f- · ·· + x'~ ') ψ (x) , 

ex qua theorema enuntiatum sponte manat. 

§ IV. 

Inter numéros complexes prsecipue notatu digni sunt ii, quorum norma est imitas , 
qtios omnes unitatum complexarum nomine designamus. Hae unitates in doctrina nume-
rorurn complexorum easdem fere partes suscipiunt, quas aequationis Pellianse 

χ'' — D r2 = db ι 

solutiones in doctrina fotmaruin secundi gradus determinantis positivi agunt. humerus 
harum unitatum , excepto solo casu λ = 3 , semper infinitus est, et simili modo ut in 
solvenda œquatione Pelliaua semper unitates quaedam fundamentales dantur, ex quibus 
ad potestates evectis et inter se multiplicatis infinitus numerus aliarum unitatum dedu-

citur. Simplicissimae unitates sunt ± ι , ±α, ± α2,..., ± a 1, quae sponte se offe-
runt, praeter has autem alije facile inveniuntur, ratione habita numeri complexi 
ι -j- α -ρ -ρ ... -+- αΓ—in quo r est numerus quilibet integer minor quant ). ; hic nu-
merus fractionis forma exhibetur hoc modo 

ι « ® -f- ... + α ' ' = ; 

cjusque norma est 
(i — «Γ)(ι —α!Γ) (i — «") ...(i — ad- ';r) ^ 

i l — »}(> — β1) (i — **) ... (.1 — a A~') 
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in qua, loco exponentium r, 2r, 3r, ..., (λ— ι) r residuis minimis modulo Λ substi-
tute, singuli factores numeratoris iidem fiunt atque denominatoris, quse igitur unitati 
sequalis est. Quum jam 1 -ρ α -ρ α2 -ρ ... 4- αΓ"' sit unitas , et norma product! 
fequalis producto e normis factorum composito , sequitur ut forma cencralis 

± a1 ( I -p 7. αΓ ')'(j-p a -t- α'-Ρ..-P as~1)"' (1 4- a -ρ α''-p..-p a·-')».., 

pro omnibus numeris k, l, m, n,..., r, s, t imitates complex as contineat. Numerus 
factorum diversorum, qui ad polestates evehendi et multiplicandi sunt, ut diversie 
unitates obtineantur, itemque numeri r, s, t,.,., pro singulis numeris λ accurate défini ri 
possunt, quam vero disquisitionem hoc loco prsetereuntes , unitatum proprietatem 
generalem demonstrabimus, qua in posterum utemur, scilicet : unitates compteras nun 

tam singularum radicum ι, α, a% ..., α 1 , quam periodontal ex binis earum, 

a 4- y/~ ' , a'-paJ~~2, etc., functiones lineares esse, si ad facto rem accedentem 
ia* non respiciatur, sive omnes unitates hanc formam habere 

-+· a k ; 

C + C
!

(I + Ï'
1
 ') -t- c.;(a

!
 -p y*

 2
) -P ... -p c

 ;
^ la

 2
 -PA

 2
 J 

Κ producto 

1 = 9(a) φ (a1) φ (aJ) ... 9 (a/_"') 

factorum sentissent ex arbitrio eligo , ita tamen ut reciproci in eadem semissi non insint. 
sed cujuslibet factoris reciprocus in altera semissi reperiatur. Horum factorum produc-
tion sit ψ (al, unde alterius semissis production est ψ (a-1), et ψ (α) ·\ι (a ') — 1. Ρο-
natur 

ψ [α ) = α -ρ α ι α -+- α , α2 -(-... -f- « , a ' 1 , 

unde 

ψ (α ι) = Λ-ρα,α'< ' +ιι,χ'' 2 -Ρ ... -ρ α ^ α , 

atque ex multiplicatione oriatur 

ψ (a) ψ (α ') == Α -Ρ A, a -p Α,, α2 -ρ ... -ρ A'j_, y'" 1
 ι 

crit 

A — a * -ρ ο j -ρ a ) -p ... -ρ a
 1

, 

A 1 — a a , -p a ι a -, -Ρ a . a , -Ρ- ... -ρ a
 r

 a, 

A, = a a
 Ί
 -ρ a , a

 ;1
 -Ρ a, a, -p ... -ρ a , a , , 

etc., etc. 
et suntma coefficientium fit 

A -Ρ A, -Ρ A « -p ... -Ρ A ·
λ T

 — (a -Ρ- a
 ί
 -Ρ a , —ρ ,.. -ρ a ;

 t
) - ; 
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prasterea quum sit 
A -(— Α Ι Ζ -+- A,»1 -4- ... -4- A

;
 J OÙ 1 — : 

erit 
A, = AJ= Α., = ... = A

;
_, = M 

er 
A — M -T- Ι , 

itaque 
m λ Η- ι — (a -f- a, -4- Λ ι ~h · · · ~~f~ & ) j j " 

«•t 
_JL ι = a —f~ α ι -4~ ci 2 -t- · ■ · -4- ci ^

 t
 (mod. λ) j 

horum coefficientium summa, quae congrua est rt ι modulo A , etiam sequalis ± Ι 

accipi potest, quo facto fit m = ο, A = ι , et quum A sit summa quadratorum posi-

tivorum integrorum 
A — a2 a] + a \ + ... ->r a\_, , 

unitati sequalis fieri non potest nisi unus numerorum a, a,, unitati sequalis, ce-

teri nihilo aequales fiunt, habemus igitur 

ψ (α) = ± zA 

Quum ψ (a) alteram factorum semissem normae ι contineat, hac sola conditione 
eligendam, ut factores reciproci non insint, semper piura producta ψ (a ) erunt, 
quse unitati simplici rt A œqualia sint. Quorum productorum duo eligo , ψ («) et 
ψ ι (ζ), qme excepto uno factores ceteros omnes eosdem habeant, atque hic solus 

factor, quo ψ (α; differt a ·ψ, (α), sit φ (afj, unde factorquem ψ , (α) continet, neque 

tamen ψ (α), erit φ (ζ Inde, ex conjunctis aequationibus 

ψ (α) = ± or.'' 

et 
ψ, (α) = ±αΛ, 

fit 
ψ, (α)= ±άλ-^(χ), 

et factoribus communibus sublatis et posito 

h — h — m, 

est 
φ (a -"■) =±»"ψ (a μ) ; 

quœlibet igitur unitas complexe hoc proprium habet, lit a reciproca sua non différât 
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nisi adjecco Jactore qui ipse est unitas simplex. Facillime inde theorematis supra pro 

positi Veritas perspicitur. 
Pro a = 3, unitates omnes habere debent formam hanc : 

cp (χ) = ± cef [c 4- c . (a +· a'2)], 
et quia χ -+- α2 = — ι , 

γ (χ) = ±α* (c — r, , 

ex quo sequitur ut sit 
c - c, =z ι ; 

pro hoc igitur casu prteter imitâtes simplices zt: ι , ± α, ± , alia: non dantur. 
Pro \ — 5, unitatum forma generalis hsec est 

ψ (a) — ± se* [c 4- c, (a -t- a*) 4~ c, (a2 4- a3)], 

qua: adhibita aequatione 
ι 4- oc 4- a2 4- a3 4- a' = Ο, 

et posito 
r. — c.. — t, c, — c, =r u, 

in hanc simpliciorem mutator 

cp (α) = a* [f 4- « (a 4- oc1)], 
e\ qua fit 

φ (α) cp (a2) = y.3k(t- — tu — II2), 

itaque 
t2 — tu, — a2 = ± ι. 

Cognitse hujus aequationis solutiones omnes contincntur formis 

Pro A — 5, i mi tatn m forma generai is hæc es{ 

quae, quia 

— I-H^/5 — ι — V5 

etiam hoc modo repraesentari possunt 

_ (a 4- a1)"-' — (oc2 4- a3) "-1 _ (ce 4- a4)" — (ce2 4- a3)" . 

per faciles transformationes ex iis fit 

t 4- u {a. 4- ce3) = (α 4- a4)", φ (a) = ifc a* (a 4- oc4)" , 

itaque pro A = 5, unitates complexae omnes unius unitatis fundamentalis potestates 
existunt, quae praeterea unitatibus simplicibus formse :+: a* multiplicatœ esse possunt , 

Tome XII. — MAI 1847. 
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prseter has autem alise non dantur. Pro majoribus nuraeris λ unitatuin omnium inda-
gatio multo difficilior est, et principia peculiaria poscit, quse nos hactenus nondum 
satis perscrutati sumus. Eo magis hae qusestione nobis supersedendum videtur, quum 
compertnm habeamus Cl. Lejeune-Dirichlet recentissimo tempore in Italia , ubi etiam 
nunc versatur, de iis unitatibus complexis theoremata fundamentalia élaborasse, quae 
ut propediem in publicum edat cum desiderio exspectamus. Hic etiam adnotabo geo-
metram juvenilem Leopoldum Kronecker, qui nunc Vratislavise litteris mathematicis 
studet, pro absolvendis iis unitatibus quae ad niimerum λ = η pertinent methodum sub-
tilem invenisse, quse ni fallor felici successu ad altiorum ordinum imitates pertractandas 
applicari poterit. 

§ v. 

Progredimur ad perscrutandos eos numéros complexos, quorum norma sit Humerus 
primus ρ, ita ut habeatur 

Ρ ^/(α)/(<>/(<)· · 

humerus primus, qui tali modo in λ — ι factores dissolvi potest, secundum theorema 
paragrapho tertia propositum , formam linearem ml -f-1 habere debet, nisi est ipse Hu-

merus l=p, qui tali modo in X — ι factores dissolvitur 

X — (l — α) (l — a2) (l — a3). . . (l — a'' ')· 

Factores f [a), ff), etc., sunt nitmeri complexi primi qui, si imitates complexée exclu-
duntur, ulterius in factores dissolvi non possunt. Nam si ponimus f{a) e factoribus 
ο («). ψ (α) constare, habemus 

/(α) = ? (α).ψ (χ), 
et 

Ν/(α) = Ν φ (α). Ν -ψ (χ) , 

et quia Ν/(α) = ρ est numerus primus, alter factorum realium integrorum Ν φ (a) 
et Ν ψ (a) unitati «equalis esse debet, itaque alter factorum © If) et ψ (χ) erit unitas com-
plexa, et f (a) numerus primus complexus. Porro deraonstramus hos factores f [f,, 
fia'), etc., omnes inter se diverses esse. Ex sequalitate duorum factorum 

fiaf f 

alia radice idonea loco a. substituta, sequeretur 

/!» =/«!, 
et repetita substitutione a" loco x, esset 

f(a) —f[a") = /(<*"') =/(«"') = 

Jam si infima potestas numeri n, quse unitati congrua sit modulo X, est n*>, in product'! 
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/ — ι factorum numeriρ erunt h factores sequales; alia deinde radice substitute , qua· 

inter radices α, α", y" , etc., non invenitur, statin) alios h factores aequalcs obtinemus , 
et ita porro, usque dum omnes factores exbausti sunt. Igitur ex aqualilate duorum fac-

torum primum sequereturut ρ sit potestas Ata producti eorum factorum complexorum 

tpii inter se diversi sint. Radices χ, α", α"", etc., periodum h terniinorum efficiunt, atque 
si functio rationalis intégra f[y), loco α omnibus period; radicibus substitutis, immu-
tata manet, banc ipsam omnium similium periodorum , itaque etiam unius earum , 
(unctionem rationalem integrant esse constat. Ceteri factores diversi ab hoc non differrc 
possunt, nisi quod ceterarum periodorum functiones sunt, et omnium factorum diver-
sorum productum, tanquam functio invariabilis omnium periodorum similium, esse 
debet numerus integer realis. Hinc tandem sequeretur nt ρ esset potestas numeri realis 
i t exponentis h, quod quum absurdum sit concludimus omnes illos factores primus 
cnmplexos numeri ρ inter se diversos esse. 

Si tali factore primo complexo numeri ρ tanquam modulo sive divisore utimur, 
simul productum ceterorum factorum 

F (α) =/(a')/K··-/(«Ρ 

cujus auxilio divisio per numerum complexum J [a.) ad divisionem per numerum rea-
lem Sf fa; reducitur, magni momenti est, quam ob rem hujus product) proprietatrs 
principales prreterire non possumus. Sit 

ρ = f(a) F (a), 

et. producto F (α) per multiplicationem evoluto habeatur 

F 'a: ~ A -+- Α, % -f- A·) y? +...+ A; y' 1 , 

unde etiam 

F (α®) = A -f- Α, α* -f- Α, α' -)-... -t- A^ _
 f
 c?' , 

F (a»'; =A + A,r + Aj*+...+ A; a?' ', 

F(a'-É = A-t-A,s
t

/-' A ,α2'·-2A; α'' ' '·' 

iis xquationibus secundum ordinem per y ", , a-3",..., « - Τ multiplicatis el 
additione conjunctis, habemus 

y. "F y. ι -+- y F [y' -tχ V'· ' ) " F ί y — ι i = λ A„—ιΆ-t- A, + A ,-t-. - .-(-A ■ , 

inde mutando η in η — ι, et subtrahendo , 

— a) F (a) + a-'· (i—a») F (*')-! I-a " '■ F [y/ ~ ') = '-(A,,— A„_,): 

ex hac forma, denuo mutato η in η -+- ι et η -4- a , prodeunt similes forma; pro 

2 5. 
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A (A„
+

, — A„) et \ {A,— A
ih

_,) , quibus inter se multiplieatis fortnetur evolutio forma· 

λ2 (Α„_Μ — A„)2 — λ3 (Αη+ι — Α„
+1

) (Α„ — Α„_,). 

Facile perspicitur in hac evolutione quadrata numerorum complexorttm F a), 
F (a3), etc., non reperiri, sed sola producta binorum diversorum, quae factores 

/(«)/(«·)/(«')· oinnes simul, ideoque factorem realem ρ continent. Quuin 
igitur ρ sit factor communis omnium terminorum hujus formulae evolutae, factore >.' 
(jmisso, habemus congruentiam 

(A„
+l

 — A„)- - (A„
+2

 — Α„+ι) (A„ — A„_.,) (mod. ρ), 

quae etiam hoc modo repraesentari potest 

Ari^-i A„ A a A„—[ . , . 

posito igitur 

τ— 7^- = ξ (mod. ρ), 

videmus numerum ξ pro omnibus diversis numeris η cumdem manere. Hanc congruen-
tiam si hoc modo scribimus 

A„
+l

 ξ — A„ s= A„+2 ξ — A„+l
 (mod. ρ), 

videmus etiam 
Α

η+
ι ξ — A„■== r, (mod. p. 

pro omnibus diversis numeris η non variari , itaque habemus congruentias 

(A) 

Αξ — A; _ , , 

Α,ξ— A==r>, 

A
2

ξ — A, =s ν .mod. ρ), 

ma congruentiarum. ambus 

Aliud etiam systema congruentiarum, quibus coefficientes producti F (α) satisfacere de-
bent , facile e congruentia 

Α„_.ι ξ — A„ =s A„
+

, ξ — A„
+l

 (mod. p) 

deducitur : 

(B 

Α;_,-ΑΕ(Α-Α,)ξ, 

Α^-Α,^,^Α-Α,)?3, 

A; _3— A>)L, 

A, — A
2
=s(A — Α,)ξ;_Ι, 
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quibus additis, ouiisso factore Λ — A,, qui nihilo congruus esse non potest, scquitur 

ut ξ sit una >. — ι radicum realium congruenti» 

ι -t- ξ -t- ξ - -+- ξ3 ξ' 35 o i'mod. />' ■ 

§ VI. 

Singulis eongruentiis (A) paragraph! antecedents secundum ordineni quo script» sunt 

factoribus ι, χ., χ3,..., y'~~ ' multiplicatis, earum smnraa facile in hanc formain re-

digitur : 
ξ— y.) [A -h Λ,α -+- AjK5 A

/
 ' ΞΞΓ· Ο quod.//), 

sive 
(ξ — χ) Κ y) = ο imod. ρ), 

et l'adorerommiini Fix, e modulo ρ — /YxiF(x) et ex ipsa congruentia sublato hahemus 

: — χ ?— ο [mod- f fal] 

nnde elucet etiam pro quolibet numéro complexo f (y) semper esse·· 

ν, *)==<? (ξ) [mod. _/" (α) J; 

itatpie nacti sum us theorems insigne : Pro modulo complf.ro J'-.z], cujux norma est 
minimis primus, onirics nruncri complcxi realibus numcris rongeur sunt. Hoc theorema 
omnibus congruentiis numerorum complexoi um , quarum modulus normam habet 
numerum prinmm , viam patefacit, quam vero patefaetam hie statim rclinquimus. 

F. congruentia 
χ = ξ [mod. f (y | 

sequitur 
/(«)==/ \ξ) [mod. / !«· J, 

itaque 
y (£ )?=? o [mod. y (χι ); 

rut merits nutem integer realis f \ξ ), qui factorem f .*) conlinel, onirics etiam factores 
huic conjunctos , ideoque factorem ρ eontinere debet, undo concludimus earn esse 
irrdolem factorum complexorum numeri p, ut certa radice congruentia· 

i-t-É-d-Sp+ ··■-!-£' '==0 (mod. p<. 

loco χ substiluta, horum factorum units per ρ divisibilis fiat. Praeterca adnotamus pro 
quolibet numéro ξ umim, non plures , factorum f f (Is;, etc., per ρ 

divisibilem esse ; si enim simul esset. 

/'(ξ)==ο et _/'(ξΓ) = ο (mod./)'·, 

uer congruentiam 
2 == α [mod. y (α)] 

etiam esse deberet y (aM =0 [mod. y (a[], 
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duo igitur factures f (a) et f (ar) œquales esse deberent, quod fieri non posse supra 
demonstravimus. Quum radices congruentiae 

ι -f- ξ ξ2 +. . . H- ξ '' (mod./)) 

oinnes tanquam potestates unius radicis reprœsentari possint, alia quacunque radice 

loeo ξ substituta, alium etiam factorem producti f (ξ) ,f (ξ2) .f (ξ3)· . . f ['ί/~ 'j 

per /) divisibilem fieri patet, singuli igitur λ — ι factores f (a), f (a2) . . 'j' 
cum singulis λ —ι radicibus congruentiœ 

ι + ξ -+- ξ2 + · . . -t- ξ '■ 1 f-O, 

ita conjuncti sunt, ut pro certa radice ξ certus etiam illorum factotum, si ξ loco σ. sub-
stituitur, per ρ divisibilis fiat, idemque sit divisor numeri ξ — a. 

Jam eo pervenimus ut qusestionem gravissimam absolvere possimus : utrum plures 
numeri complexi eamdem normam, quae numerus primus est, habere possint an non , 
sive an idem numerus primus p, pluribus modis diversis in λ —ι factores primes com-
plexes dissolvi possit. Fingamus duos numéros complexos f (α) et ψ (et) eamdem 
normam ρ, numerum primum, habere, ita ut sit 

P — f («) / («2 )/(:■>■3 )···/(* ') > 

Ρ ~ Ψ («) Ψ (al) Ψ ί»3 ) ■ · · ψ (α ')· 
Quum siriguli factores horum productorum ad singulas radices congruentiae 

τ ξ -ί- ξ2 ... -t- ξ ' 1 ~ ο (mod. ρ) 

pertineant, alterius producti factores ita dispositos accipiamus, ut ψ («) et f ι a) ad 
eamdem radicem ξ pertineant, quo facto uterque etiam erit divisor numeri ξ — α, atque 

ψ(ξ)==ο, f(\)~=o (mod. ρ). 
Inde positis 

ψ (λ) — c —f- Cι v. -f- et2 -f- . . . —f~ c ̂  j α J' ', 

F (a) — f (a2 ) f ist'). ..f (sU ') = Α+Α,ΐί +Α,α!+. . . + A 

et 

Ψ (a) · ̂  (a) — C "d- Ci ^ C. a2 —f— . . . -p C
/

 J y. ' '. 

hoc producto per multiplicationem evoiuto habemus : 

C =Ac + A;_I
c

1
 + Ai_aCj

_f_...
 + AiC;

_
Ij 

c, — A
(
 c -f- Ar?

;
 -f- A ic

2
 + . . . 4- A

2
c ι, 

— A · C H- A
 ;
_

2
 C| 4- A;_3 C

2
 -F- . . . 4- AC^ 
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et si harum aequationum binae contigua; suhtrahuntur : 

1; — C,= (A — A, ) c H- (A;_, — A] t·, H- (A;_ ,, — A,__, (A, — A. j c
t
_,, 

—C
}
 = (A, — A,)c -+- (A — A, )c, + ÎîQ

|
 — A)c, (A, — A,), 

S-a C;-, — (A/.j-Aj.^c + i Aj_3 -A;.,)C:-+- ( A;_, - Aj_3) cr>+ 

quae per congruentias ^B), § V, inutantur in 

C — C< = (A — At ) + 6', ξ c.j ξ ' + . . . ! ξ 7 1
 ;

, 

C, — C. =? (Αι — A
2

) ( c H— c, ξ -f- c, ξ - -f- . . . -f- Cy j. ξ λ 1 ι > 

c;- 4 — c;—i —(A;—A;_,)(c + r, ξ|-=-t- .. ·+-

et quum sit 

ψ ( ξ) = c H- c, ξ c·. ξ2 -+-. . . -+- c
 λ
_ , ξ'" ' = o (mod./9, 

habemus 

C =C, = C
3
s=. . . = C;_r

 imod. />;, 

untie sequitur ut productum ψ (?) F (?) per ρ divisibile sit ; itaque pouere licet 

Ψ (?) ·F (?) = Ρ Ψ (?) > 

et quum sit ρ — f (a)F(a) , factore communi F (α) sublato habemus 

Ψ (?) — f (?) '■? (?) > 
nude etiaiu 

IN ψ (α) = Ν J ',%) Nip \α), 

et quia JN J'(a) = Ν ψ («) =r ρ, hoc factore omisso est 

Ν φ (α) = ι ; 

ergo φ (α i est unitas eomplexa, alque habemus theorema : Omnes Humeri cample,η 

rjusdem normœ, quœ Humerus primus est, non inter se differunt nisi anitatibus com-
plexis, quibus multiplicatœ esse possunt. Ad diversitatem nuraerorum conjunctorum, 
(pise obvia est , hic non respicimus. Idem theorema etiam hoc modo enuntiari potest : 

Si Humerus primus realis aliquo modo in \ — ι factores complexes dissolvi potest, 

idem semper infinitis aliis modis tanquam productum ~k — ι factorum complexorum 
reprœsentari potest, qui vero e factoribus uni us reprœsentationis unitatum eomplexarunt 
ope, omnes eruuntur. 
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§ VU. 

Facile inveniuntur numeri complexi, quorum normae factorem ρ , numeriun primum 
forma; m >. + ι , implicant. Nam si ξ est radix aliqua congruentiœ 

ι —Ι- ξ -+- ξ2 -+- ... -f- ξ'"1 s ο (mod,/)), 

et si cocfficientes numeri complexi 

Ψ (α ! — ti [ α a 2 α ' -f- ... -(- a ^ _
 l

 α 1 

congruentiœ 

a-h a ι ξ-l· a? ξ*-h ...-h a j ί/ 1 == ο 

satisfaciunt, semper est 
Ν ψ (α) = ο (mod. ρ>. 

Etenim, si ponimus 

Λ,(ξ —α)— α»)-ρ α» (ξ5—U' ' — />P — ψ (χ), 

el si alteri parti hujus aequationis forma datur (ξ — a) φ (a), est 

ψ (α) = pV — ( ξ— α) φ (a ), 

cujus numeri complexi normam factorem ρ habere patet siquidem , quod posuimus, 
norma numeri ξ — a, i.e. ι -h ξ ■+- ξ2 -h ... ξ '■—< , per ρ divisibilis est. 

Hujus theorematis ope omnes numéros complexos inveniri, quorum normae fac-
torem ρ habeant, inde apparet, quod theorema inversum etiam valet, scilicet : Si 
norma numeri complexi 

ψ (α) = » + s ι α + « ! α 1 + ... + β;_, a' 1, 

factorem ρ implicat, semper datur radix aliqua ξ congrucntiœ 

ι -h ξ -i- ξ'1 -h ... -h ξΙ — < =s ο (mod. ρ), 

quœ numerum 

Ψ (ç) — a Η-βι ζ -+- a 2 I ■* -+- ..· + Ç/_x 

per ρ divisibilem reddat. Consideremus banc functionem rationalem infegram va-
riabilis χ : 

ψ (x) ψ (x2) ψ (x3) ... ψ (x ' ') — Ν ψ (α), 

quae quum manifesto evanescat pro 

χ = α , α5, aJ, ..., α;' 1, 

factorem ι -+- χ -+■ χ2 -(- ,.. -+- χ '■ ' ' habere debet, eamque ob causant , si x radict 
alicui congruentiae 

ι 4- χ -+- x2 ... -f- x '· 1 = ο (mod. ρ) 
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vqualisponitur, per/j divisibilis est ; inde si hujus congruentiœradicem aliquant, uti supra 

feciimis, littera ς denotanuis, semper unus factorum producti ψ (ξ ) ψ (ς") ·}(ς3) ...-i (ξ/—Ι) 
per ρ divisibilis esse debet. Pneterea, quia omnes radices illius congruentise unius ra-
dicis ς potestates sunt, sponte apparet pro alia radice ξ alium etiam factorem hujus 
producti per ρ divisibilem fieri, itaque pro quolibet factore certa qusrdam radix ξ ex-
stare debet, qua substituts nihilo congruus reddatur. 

§ VIII. 

Postquani dcmonstravimus quo modo infinitus numéros complexorum numerorum 
omnium inveniatur, quorum norma; factorem ρ habeant , quserendum nobis vidctur 
an semper inter hos numéros complexos exstent quarum norma sit ipse numéros ρ , 
sive, quod idem est, an quilibet numerus primus ρ forma: m). + ι in À — ι factures 
primos conjunctos diffindi possit. Ad bunc finem ponamus esse 

Ρ = f {*) f i*'1) J'{*'') ■··/(«' '), 

et videamus quae inde pro numéro ρ sequantur. Hujus producti factorrs secundum ra-
dices unitatis α, a2, a3,..., a'- 1, quas continent in periodos dividamus. Productum 
factorum eorum qui ad eatndem periodum pertinent, ex notisCl. Gaussii theorematis, 
erit functio rationalis intégra linearis omnium periodoruin similium. Jam si ). — ι fae-
toribus c et f constat, et e periodi f terminorum accipiuntur, quas Gaussii signis dé-
signant us /, 1 ;, (/, g), (/, g ■)ge~'), productum eorum factorum, qui earndem 
periodum constituunt banc formant liabet 

b + b, [f, 1) + b, {/, g) ... + b,. (/,ge '), 

^t simili ntodo producta factorum qui cueteras periodos eonfieiunt 

έ b,(f,g ) + b
2
 (/, g·2} ... + b

e
 (/, 1), 

b — b , ( /, g-21 H- b , ( /, g ■') -4- ... + b
 c

 ( /, g), 
etc. etc. ; 

quarum omnium productum quum sit functio invariabilis (symelrica) omnium perio-
dorum , ab iis periodis liberum est, et formant certam gradus c et ι: -)- ι indetcrmina-
torum 6, b,, b

2
,...,b

c
 efficit, qui facile ad c indeterminatos numéros reducuntur. 

Igitur si c, c', c",... sunt divisores numeri λ — ι, numerus ρ rcprasentari debet per 
formant certain gradus e et e indeterminatorum , idemque per formant gradus e' et e' 
indeterminatorum , etc. Hoc autem pro certis numeris ρ et >. fieri non posse facillime 
intelligitur ex forma secundi gradus et duorum indeterminatorum, quamρ habere debet, 
si in > — ι factures primos cotnplexos diffindi potest ; dnte enim periodi, quarum altera 

ad residua quadralica, altera ad non residua pertinet, valores faabent Llt-LJrri 

et 5 inde productum ex altera semissi factonim complexorum numeri p 

Tomo XII. — Mai 18^7. 26 
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compositum hanc tormam habebit ^ , et ipse numenisρ habebit formam 

ρ = ξ , seu 4 :+· lo2, quam numeri formœ ml + ι non semper pa-

(iuntur, siquidem prseler formam principalem alise qnoque formse non équivalentes se-
cundi gradus, determinantis zp 1, locum liabent. Simili modo etiam altiorum graduum 
formae impedimento esse possunt, quominus numerus ρ in 1 — ι factores primos com-
plexes dissolvi queat. 

Quia numeri primi reaies for m re m 1 ι non semper tanquam producta 1 — ι fac-
torurn complexoriim reprsesentari possunt, multis etiam numerorum integrorum 
realium proprietatibus simplicibus numeri complexi carent. Pro iis generaliter non 
valet propositio fundamentalis ut quilibet numéros sit productum factorum complexorum 
simplicium, qui neglectis unitatibus complexis semper iidem sint, re enim vera non-
nunquam idem numéros compositus pluribus modis diversis in factores simplices com-
plexos diffindi potest. Eadem res etiam hoc modo enuntiari potest : Si numerus com-
plexus per alium numeruni complexum ita dividi potest, ut quotiens sit integer 
complexus, factores simplices divisoris non ubique cum factoribus simplicibus di-
videndi compensari possunt. Quod ut demonstremus denuo numerum ξ cognit» illius 
congruentiœ radicem in auxilium vocamus, quœ hoc modo in factores dissolvitur : 

(ξ — α) (ξ — a1)...(ξ—α λ ') = Ο (mod. ρ). 

dam si factores divisoris ρ cum factoribus dividendi tollerentur , ρ cum aliquo fac-
torum ξ — «, ξ — α2, etc., factorcm communem haberet, ideoque etiam cum singulu 
quoque. Sit f(a) hie factor communis numerorum ρ et ξ — α,/(α2) ei'it factor com-
munis numerorum ρ et ξ — α2, et ita porro ; omnes igitur numeri complexi conjuncti 

/(a) >/(«')·■·/ι factores essent numeri p, omnesque inter se diversi, quia 
? — α, ξ — a2, etc., non possunt factores communes habere nisi eos quorum norma 
sit ι vel λ, scilicet κ — α2, α — α-1, etc. Inde sequeretur ut quilibet numerus primus 
ρ = ml -f- ι esset productum λ — ι factorum complexorum conjunctorum, quod in 
universum non pro omnibus valoribus numerorum ρ et. >, valere supra demonstravimus. 
Maxime dolendum videtur, quod haec numerorum realium virtus, ut in factores pri-
mos dissolvi possint, qui pro eodem numéro semper iidem sint, non eadem est nume-
rorum complexorum, quae si esset, tota liaec doctrina , quae magnis adhuc difficultatibus 
laborat, facile absolvi et ad finem perduci posset. Earn ipsam ob causam numeri 
complexi, quos hic tractamus, imperfecti esse videntur, et dubium indeoriri posset, 
utrum hi numeri complexis ceteris qui fingi possint praeferendi, an alii quterendi 
essent, qui in hac re fundamcntali analogiain cum numeris integris realibus ser-
varent. Attamen hi numeri complexi, qui unitatis radicibus et numeris integris rea-
libus componunttir, non ex arbitrio facti sunt, sed ex ipsa doctrina numerorum pro-
creati, atque ipsorum ea ratio est, ut in doctrina sectionis circuli et residuorum 
potestatum altiorum ulterius promovenda iis carere nulla modo possimns. 
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§ IX. 

Quum numerorum primorum formae m λ -f- ι alii in À — ι factores coinplexos discerpi 
possint, alii non possint, e re est ut inveoiatur qui et quales sint ii numeri λ et ρ, pro 
quibus talis repraesentatio locum habet, atque ut pro iis qui minorem tantum numerum 
factorum primorum liabent , horum factorum numerus et forma propria indagetur, 
quod vero problema ulterioribus virorum doctorum perscrutationibus relinquendum 
est. Ipse ut hanc rein accuratius cognoscerem, et ut exemplis docerer, omnium nume-
rorum primorum infra mille, qui formas habent 

5 m + i, η m -+■ ι, 11 m + ι , i3 m -+- ι, ι1] m -f- ι , igw 4- ι et 23 m -+- ι 

factores primos computavi, et methodos quibus usus sum, et ipsos factores primos 
computatos hoc loco in publicum edam. 

Altera methodus factore communi duorum numerorum complexorum inveniendo 
nititur, quod problema simili modo solvendum est atque pro numeris integris rea-
libus. Si γ (a) et f (a ) sunt numeri complexi quorum factor communis maximus inves-

tigandus est, et Ν φ (α) Ν /(α ), a numéro fracto —j numerum certum integrum 

subtraho ψ (α), quem siquidem fieri potest ita eligo , ut norma residui sit minor 
unitate, sive 

- - V.I V. —f- : A T • • >~T~ V»; I 

Ut hoc efficiatur, evolvo productum 

F (a) =/(«')/(a»)...— 

ejusque auxilio etiam productum 

φ fety —— C Ci Ci —|— G 2 Ci" -f- ■. »—H Cj j 7. 7 
porro accipio 

ψ (a) — c -f- c, a -f- c
2
 a2 -4-.. .*-4- C; , y-J 1 ·, 

et simpliciter scribo n
9
 loco N/"(a). Inde erit 

1Üto _ a - y to? tò. 
et. posito 

^ ^ ̂  — ψ (a) =/■ i
!
a

,
 + ...+ h. a

i_
' , 

erit 

^ f* c ^ ^ ^ U ^ 

Jam numéros c, l\, <„ etc., ita eligo ut integri maximi sint, qui singulis fractionibus 
26.. 
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etC-j contmeantur, quo facto numen k, /·,, /·,, etc., omnes erunt positivi 

et minores unitate. Certo talis numcri complexi A 4-A, α + /
2
α2 —f— — -f— 

norma parva erit; sed semper earn unitate minorem fore nondum liquet, neque etiam 
semper res ita se habet. Hoc autem loco nobis notandum est numéros k, Λ,, etc., iis 
conditionibus quas posuimus nondum plane determinates esse , omnibus enim coeffi-
cientibus C, C,, C

2
, etc., eodem numéro auctis, φ (a) .F (a) non mutatur, sed numeri 

integri maximi, oui fractionibus - » -- ? — ; etc.,insunt, révéra mutari possunt. >am 
si numéros C, C,, Cs, etc., omnesaequaliter crescentesaccipimus, numeri k, h·,, etc., 
omnes eodem modo crescent, usque dum maximus eorum unitatem superaverit, quo 
facto unitate minnendus est, et subito omnium minimus fit. Eadem mutatione repe-

tita patet in universum obtineri A numéros complexos k+k
K
a:+k

i
o?-^-...+k-

J
 _

J 

quorum normse diversss sint. Jam si vel omnium harum normarum nulla unitate minor 
existet, methodus nostra nos deficit, hune autem defectum non methodo vicio dan-
dum, sed rei ipsius natura necessarium esse, infra demonstrabitur. Si vero, quod fert 
semper evenire solet, talis norma unitate minor fit, habemns 

^ \^7V) —
 ψ 71 ' ' Deoqne Ν [φ (α)—/(a) ψ ('/)] Ν/(α). 

Posito tp fa)—y(a) ψ (α) = R (α), patet factoretn maximum communem numerorum 
9 (a) et y (a) eumdem esse numerorum y (a) et R (a)^j unde indagatio factoris communis 
eo reducta est, ut aliorum duorum numerorum, quorum normae minores sunt, factor 
communis quaerendus sit. Itaque, hac methodo repctita, nisi forte casus ille adversus 
cvenit, quern supra coinmemoravimns, tandem ad duos numéros pervenimus, quorum 
alter factor alterius, ideoque hie ipse factor communis est quem quaerimus ; ciqus 
norma si unitasest, numeri illi sunt inter se primi. 

Facile hsec methodus ad factores primos numeri ρ = ml -)- ι indagandos apphcari 
potest, siquidem ρ révéra est productum 1 — ι factorum conjunctorum. Quem ad 
finem quaeratur radix aliqua ξ congruentiae 

ι -(-■ ξ 4- ξ2 —... -f- ξ' '==0 mod. ρ . 

»j u:e si ρ in "A — [ factores conjunctos diffindi potest, semper talis est, ut ξ — α el /> 

factorem complexum coinmunem habeant. Hic igitnr, secundum methodum tra-
ditam inventus , erit factor simplex complexus numeri p. Supra vidimus pro certis 
numeris ρ et A talem factorem communem numerorum ξ — α et ρ non adesse , quamvis 
norma numeri ξ — α per ρ divisibiiis sit; porro si per methodum traditam numeri 
complexi normarum minoritm quaeruntur, patct eorum omnium normas per ρ divi-
sibiles esse, quam ob rem nullo modo ad normam uuitatem pervenire possumus; sem-
per igitur factor communis ab unitate diversus inveniretur, etiam ubi talem factorem 
non adesse demonstravimus, nisi in omnibus iis ealculis cveniret ut norma isfius nu-
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ineri ooinplexi fracti A 4- A, «-+· /,α24-...4- Α. , a/l *' minor unitate fieri non posset, 

ijtia conditione melhodus nostra ad finem propositum perducere non potest. 
Altera methodus minus quidem directa tauten multo faciliori negolio factures priions 

complexes mimeri ρ = m\ 4~ ι praebet. In hac omnes congruentise 

1 4- ξ h- V ξλ 'so (mod./?:, 

radioes ξ, ξ", ξ% etc., in usunt vooamus, quibus e canone arithmetic» a Cl. Jacobi 
edito depromptis, sivealio modo inventis, solutiones congruentise 

η 4- a, ξ 4- îïjH' a;ξλ ' = o (mod. 

quterimus, ex quovissystemate nutnerorum a , «,, a
/
 , qui liuic cougruentia. 

satisfaciunt numerum complexum/(y) = et 4- «,α 4- a, α-4-.· .4- —conipo-

nitmts, et ex omnibus iis numeris, quarum normse per theorema supra demonstra-
tum, § VII, factorem ρ habent, earn eligimus quae simplicissima sit, et normam (pian, 
minimam habere videatur, quae jam ipsa computanda est, ut appareat utrum rêvera 
ipsi numéro ρ an multiplo ejus aequaelis sit. Si eveniret liane normam non esse ipsnm p. 
sed ejus multiplum e numeris complexis quarum norma· per ρ divisibiles sunt alius 
quaerendus et examinandus esset, et ita porro. Si vero horum numerorum complexorntn 
nullus ipsant normam ρ habet, hic numerus primus ρ iis adnumerandus est, qui > — ι 
taetorihus complexis eonjunctis non sunt compositi. 

§x. 

Antequam ipsos numerorum primorum realium factures primus complexes quos in-
venimus litteris consignamus pauca de iis prsemittere eonvenit. Pro λ = 5, 7, 11. 13. 
17 el 19, «innés numéros primos formae m\ 4-1 in primo mille contentes in Λ — ι lac 
tores dissolvimus: primus numerus λ, pro quo hoe genus factorum primorum non 
semper datur, est numerus A — a3 ; inter octo enitn numéros primos forma- ·?3ιί 4-1 , 
qui minores sunt qiiam mille, très sunt qui viginti duohus factorihus primis constant. 
reliquos autem quinque, qui quum formam quadratieam [±ρ — «! ?,3 b' non pa-
tiantur, in viginti duo faetores conjunetos dissolvi non possunt, in undeeim factures 
primos eomplexos discerpere nobis contigit. Tales nnmcri eumdem eharacterem habere 
videntur ac numeri primi qui non sunt forms nt'k 4- 1 ,quos de line nostra cornmenfa-
tione exclusimus, hi omnes habent minorem numerum factotum complexorum pri-
morum, qui non tarn radicutn singularum squationis y. — 1 quam pcriodorum hmt-
tiones lineares sunt. Simili enitn modo honun quinque numerorum primorum farton s 
primi complexi, quos invenimus, periodos hinarum radieum continent. Quibns pre-
missis ipsos faetores inventos tradimus. 
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(1) Si ). = 5, et a radix sequationis a5 = ι. 

t ι = Ν (2 4-α) 

3l =N(2 — α) 

41 =Ν(3 + 2α + α2) 

β I — Ν (3 + α) 

η ι = Ν (3 — α α2) 

ΙΟΙ = Ν (3 4- α — α-) 

ι3ΐ = Ν(3 4-α —α4) 

151 = Ν (3 Η- 2α — α4) 

181 = Ν (4 -+- 3α; 

igx = Ν (4 Η- α -+- 2α') 

211 = Ν (3 — 2α) 

241 = Ν (4 — α -1- α2) 

251 = Ν (5 4~ 2α 4- α4) 

α,ηι — Ν (3 — 3α 4- α2) 

281 = Ν(4 -t- α — α2) 

311 = Ν (3 ■+- "Σα. + 2a2-h α5) 

331 =Ν(4 —2α + α!) 

4οι = Ν (4 4- 3α — α4) 

421 = Ν (5 4- 2α 4- 2α') 

431 = Ν(4 — 2α — α4) 

461 = Ν(4 —Α —«») 

4gi = Ν (5 4- 3α 4- α3) 

521 = Ν (5+ α) 

541 = Ν(.3 — 3α —α') 

571 = Ν (6 4- 5α 4- 3α') 

6οι = Ν(5 4- 2α — α') 

631 = Ν (4 — 2α — α3) 

641 = Ν (5 4- 3α 4- 4<*!) 

66ι = Ν(5 4- α — α24- 3α3) 

6g ι = Ν (3 -— 3α — 2α') 

701 = Ν(4— « — 2α'4- κ
3
) 

751 = Ν (6 -4- 4« ■+■ 3α') 

761 = Ν(5 — 2α 4- α2) 

8t I = Ν(3 — 3α — 2α'4- α3) 

821 = Ν(4 — α — 2α'4- 2α
3
) 

88ι = Ν (6 4- 2α 4- α') 

gn = Ν(5 4- α' — 2α4) 

g41 = Ν(4 4- 3α — 3α'— α3) 

971 = Ν (5 — 2α — α4) 

ggi = Ν (6 4- α 4-α3) 

(2) Si */■ — η, et α est radix aequationis α' = 1. 

29 = Ν(ι 4-α — α') 

43 = Ν(2 4-α) 

η ι — Ν (2 4- α 4- α3) 

ιι 3 = Ν (2 — α 4- «5) 

127 = Ν(2 — α) 

ι
97

 = Ν (3 4-α 4-α34-α6) 

211 = Ν (3 4- α 4- 2α') 

23g = Ν (3 4- 2α 4- 2α'4- α3) 

281 = Ν (2 — α — 2α3) 

337 = Ν(2 4- α — α2— α4) 

379 = ν (3 4-2α 4- α2) 

421 = Ν(3 4-α 4-α') 

44g = Ν (2 4- α — α3— α8) 

463 = Ν (3 4- 2α) 

4gi = Ν(3 4- α 4- α3 — α5) 

547 = Ν(3 + α) 

617 = Ν (2 4- α 4- α2 — α3) 

631 = Ν (2 4- 2α — α'4- α34- α") 
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669 = Ν (2 -H 2α — «-+ α3) 

673 — N(4 4- 3αH- 2x24- a'H- 2xe) 

701 — N(3 4-x-t-a4-—x54-xc) 

743 = Ν (3 +2a — a3— a1) 

7Î7 = Κ (3 4- 2a 4- a3) 

827 = Ν (2 4- 2x — «'— a·') 

883 = Ν (2 — a2— 2a3— as) 

gil = N{3 4- 2a — a:>4~ a») 

953 = Ν (3 a — a2— a3) 

967 =5(j + 2 a — a3
 4- 2a") 

(5} Si λ =11, et a est radix îequationis a"=j. 

2 3 — Ν ( 1 4- α 4- as) 

67 = Nil + j-t-a!+ a
1
4- a

3) 

89 = N(i 4- a + a
1
4- x

e
) 

199 = Ν {ι 4- a — a1) 

331 = Ν ( I — a 4- as4- a1) 

353 = N(i 4- a 4- a34- a'— x:) 

397 = Ν ( ι 4- a 4- ae— a') 

4 19 = Ν ( I + a — a24- a3) 

463 = N(l — a— a2-4 a'4- y.' > 

617 = Ν (2 4- oc 4- a3 4- a1») 

661 = N(l 4- a — «■'+ a1— a'; 

683 = Ν (2 4- a) 

727 = N(l 4- a 4- a3— aB— a9) 

859 — Ν ( I 4- β 4- oc'4- a34- a" — a" -

881 — Ν ( ι 4- a 4- x24- a3— a'— y— a'·'.. 

94
7
 =0 Tï (2 4- oc3— xs— a6) 

991 = Ν (2 + « 4- a3) 

(4) Si >, = i3, et 7. est radix aequationis α|3= 1. 

53 = Κ ( ι 4- α 4- «3) 

79 = N(l — α 4- α") 

ι 3 r = Ν(ι — α 4- α") 

ι 57 = Ν ί ι 4- α 4- α24- α5) 

3ι3 = Ν (ι — α 4- α'4- χ6) 

443 = Ν(ι 4- α — α34- α") 

521 = Ν(ι 4-7 — α") 

547 = Ν(ι — α — α24 7;,4- α1'; 

599 = Ν(ΐ 4- α — α:4- α34- α' 1 

677 = Ν(ι — α — α'4- Xe4- χ') 

g5g = Ν ( 1 4- χ — χ2— χ'-τ- or) 

9· ι = Ν(ι 4 χ:!4- α3— χ2— χ") 

937 = Ν (ι 4- α3— α24- χ8— χ"1) 

ιθ3 = Ν(ι 4- α24-α') 

ι37 = Ν(ι4-« — Xs) 

2.39 = Ν ( ι 4- « 4- α') 

3ο7 = ?ί (ι — « 4- χ;) 

4og = Ν(ι — χ"4- α") 

[&) Si >.= 17, et α est radix îequationis x'" = 1. 

443 = H(l4-ï+ XJ4- α3— χ1" ' 

613 = Ν ( I 4- a2— a3) 

647 — ^ (T 4— X 4— X
134- a1 '') 

919 2— Ν ) 1 4- x 4- χ* 4 x'-f- χ 1 

953 = N(l 4- χ 4 x'1— x'4 
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(6) Si >=19, et α est radix sequationis α,;,= ι. 

191 — Ps( 1 7. 4- a"®) 

229 rt K(l — « — «t4} 

4 1 9 = Nfl -- a — >.') 

457 =N(I + 2 + ori 

5-]i — Ν (ι — a 4- a-4- a·'— a®) 

647 = Ν ( 1 — t.-Λ- y?) 

761 Ν(ι — a'24- alî) 

(7) Si A -—a3, et a est radix sequationis = 1. 

599 = IS ( r 4-a15— -z16> 491 = TV ( 1 4- a 4- «9 

829 — N(i 4- «" 4- a
20) 

Reliqui numeri primi form se 23 m 4- x infra mille undeciin factoribus primis constant, 

habet 
47 facto rem «'*-+- «*+ seu-f- «:-t-

i3g ν K,!4-st,4-st,44-«<-j-at" 

277 » 2 4- y 4- ai24- f."4- a12 

461 i> y 4- α22— α1(ι4- α'·-1- as4~ α154- zJ4-

967 2 4- 3C"4- αη4- a14- y} '. 

§ XI 

Qu» de numeris complexis et de eorum factoribus primis commentât) sumus ad 
doctrinani de sectione circuli felicissimo successu applicari possunt. In bac enim doc-
trina taies numeri complexi eorumque producta maximi inomenti sunt, quorum vera 

indoles in luce clarissima ponitur si in factores primos diffinduntur. 

Sit ρ numerus primus realis form» /«>4-1, y. radix imaginaria aequationis α'· = ι , 

g radix primitiva numeri primi p, et 

(χ, x'j =1 + ax?-+- χ-χΖ* -t- αΡ—"-χΐρ 

Totius fere doctrinse de circuli sectione caput est formae hujus (a, jt) potestas expo-
nentis À , quae a radice χ non pendet, sed radicis α functio rationalis intégra est, ideo-
que numerus complexus ejus generis quod supra tractavimus. Ipsa hxc formula (α , χ), 
quant CI. Lagrange primus adhihuit, proprietatibus insignibus gaudet, quarum maxi-

mas C!. Jacob) primus invenit 

[?.,x){x \x)~p. 

1— 7— -— ψ (ol A -i- Aj cc —7- À » 7.' ~t~ » » · —H A · . ÎC 
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mimerus complexus ψ (a) ita semper comparatus est, ut sit 

ψ (a) ψ (α 'j — p. 
Inde positis 

p.,x) (α, x) = ψ, (a) (<x',x), 

(α,χ) (x'J,x) — ψ, (a) (α3,^), 

(a,χ) (λ3,x) — ψ
:
; (α) (α',λ), 

{α,χ) (α.Χ 2,χ) = ψ;_2(α) (α' ', χ), 

iisque aequationibus inter se multiplicatis, adhibita formula 

(a, χ) (α 1 , χ) = p, 
ht 

=zp . ψ, (a) ψ, (a) («)· 

humeri integri complex], quibus hoc productum constat, ψ, (α), ψ, (a), etc., a se 
invicem ita pendent, ut quamvis non singuli, tamen productum omnium per unum 
eorum exprimi possit. Tali autem reductione non indigemus, si pro numeris com-
plexisρ, ψ ; (a ), ψ , (2 ), etc., qui compositi sunt, eorum factores primos adhibemus, 

quo facto reprsesentatiο formse (α, x)'' solos factores primos conjunctos numeri ρ con-
tinebit. Disquisitionem nostram ad taies numéros primos ρ restringentes , qui in ). — ι 
factores complexos conjunctos diffindi possunt, habemus 

pjexi ^ i [a )> y\y. ) j ere. , anos taciores ¡> 

etiam numeri complexi ψ, (α), (α) , etc. , alios factores primos habere non possunl 
nisi eos qui in ρ reperiuntur ; est enim , pro quolibet numéro r, ψ,, (α) ψ, (»."') = ρ , 
et supra, § VI, demonstravimus numerum ρ , neglectis unitatibus complexis, quibus 
factores affecti esse possunt, pluribus modis diversis in λ — ι factores primos dis-
solvi non posse. Quilibet igitur numerorum ψ,, (α ) est productum alterius semissis 
facto rum /(«,/(«'), etc., et unitas complexe, quae factor accedere potest, si per 
ο (α) designatur, condition! φ (α) φ ia-1) = 1 satisfacere, ideoque secundum ea quae 

§ IV invenimus, simplex unitas ÙZ a* esse debet. Inde loco factotum compositornm 
factoribus simplicibus substitutis, hanc formam habemus : 

fa^)'=±«VW' (»)/"'■ («Ι/™' («')-/ 

in quam,, >»z, '»i, etc., sunt exponentes integri positivi, quos jam determina-
turi sumus. Primum adhibita formula simplici 

(«>*)(« '>*·=/> =/(«)/(«'//(«·') ··· /(«' ')> 

sponte elucet esse 
m , -t- m , = λ , βι, m = >,, etc., 

Tome VU· — Mai 1847· '^7 
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i. e. summam binorum exponentium, ab initio et a fine aeque distantium, con-
stantem esse et numéro λ aequalem ; unde sequitur ut omnes hi exponentes numéro λ 
minores sint. Deinde per formulam generaliorem 

(x,x) («', x) _ ^ 
fit 

/"*' («2r+î)···/ (r+0) 

et quia quotiens talium numerorum complexorum , quorum norma est numerus pri-
mus, non potest integer esse, nisi singuli factures denominatoris cum factoribus nu-

meratoris compensantur , et quia hie quotiens potestati λ180 numeri complexi aequalis 
est, singulis tribus potestatibus numeri primi/(a*) in unam conjunctis, facile coliigitur 
pro quolibet numéro k esse debere 

mi m„ — /n = ο , si« = —j ν s= (mod. λ) ; 

inde, posito 

kmt === ηsive(mod. λ), 
Λ* 

fit 

m = —=--^ et m == — == - (mod./.), 

iisque substitutes, congruentia 
mk ~t" mi,. — m ν — ° 

mutatur in 

— «ο (mod. λ), 

unde posito A = ι , habemus 

n, -+- rn — (r -+- ι) η ~ o. si «.= - et « s (mod. /.). 

Jam si primum facimus r — ι , fit n, aequale numéro η cujus index congruus est -j ; 
deinde, posito r:=2, idem aequalis invenitur numéro η cujus index congruus est } : 
turn, posito r = 3, etiam η cujus index \ illis aequalis invenitur , et ita porro ; nuineri 
autem fracti -j-, j, j, etc. , omnibus numeris integris ι, 2 , 3, etc., etsi alio ordine , 
congrui sunt, modulo λ ; itaque numeri η pro omnibus indicibus diversis iidem 
sunt et indices omitti possunt, quo facto habemus 

mi, j (mod. λ), 
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quae determinatio révéra congruentiae 

m -+- ηιμ— m
y
 == ο , 

pro quolibet valore numerorum k et r satisfacit. Inde habemus theoreraa insigne : 
V/ fi y i est factor primas complexus numeri p, cujus norma est ipse numerus ρ, est 

(G (χ, x) ' =±a*/"'' (a) f'"- (a')/'"' (a3)···/ 

et rxponentes m,, m , etc., ita determinantur ut sint numeri minimipositici, qui per 
exponentes potestatum radicis a, ad quos pertinent, multiplieati omnes eidem numéro 
congrui fiant pro modulo λ. Numerus primus complexus f (a), alia radice imaginaria 

aequationis a.J = ι accepta, etiam signo f (a'') designari potest, in quo r est numerus inte-
ger arbitrarius, quem si ita eligimus ut sit nr = i (mod. λ) exponentes m„ m„ m

s
, etc., 

non jam per congruentiam m*. = - ·> sed per hanc simpliciorem nu = (mod. λ) deter-

minatur; praeterea, quum omnes debeant esse minoresquam À, nihil amplius indeter-

minati relictum est nisi radix α, quae ex omnibus aequationis α;= ι radicibus inia 

ginariis eligenda sit, et unitas simplex it α' qua hoc producturn multiplicatum sit. 

Inde forma- (α, x) reprsesentatio, quae sectioniscirculi caput est, pro omnibusiis rnj-
nteris ρ, qui in — r factores complexos conjunctos diffindi possunt, ad simplicitatem 
inaximam perducta est. Omnes enim difficultates et calculi longiores eo revocati sunt, 
ui numeri ρ = ink -+- ι factores primi complexi inveniantur, quod methodorum supra 
traditarum ope facile perficitur. Quum numerus/(α;, cujus norma est p, siquidem l è-
vera talis numerus datur, non plane determinatus sit, sed semper infinite multis modis 
diversis exhiberi possit, dubium inde oriri posset, quisnam omnium horum numerorum 
accipiendus sit, nisi producturn illud hac virtute gauderet, ut pro omnibus iis diversis 
nuineris semper idem sit. Facile hoc theorematum paragraph! quartae auxilio demons-
trator; nam si ffi, est aliquis numerorum quorum norma est p, ceteros omnes de-
monstravinuis hac forma contineri f{fi q (α;, in qua tp if est unitas romplexa : Inde, 
si f -ι ν α loco ffi in formula (C; substituitur, accedit factor 

cp'"' (a) q'"' (a2) q'"3 (aJj. . . q (a' ~~ ' - ~ Φ y . 

Hac unitatc Ψ. cum reciproca Φ (x_ i) multiplicata , quia 

m, + ne, -f- m- ^ = λ , etc., 

iir 

Φ fi
:
 Φ (α " ') = [φ (α) q f1) q \y:') ...q (a' ' j\' — I ; 

unitas autem complexa, quae per reciprocam suam multiplicata unitatem realem efficit, 
simplici unitati it a' aequalis est; itaque quum sit Φ (fi = dix·' videmus solam muta-
tionem levem quam, substitutis aliis numeris complexis f'y.j a-quationi N_/"(«) = p sa-

27.. 
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tisfacientibus, formula (C) pati possit, earn esse, ut loco factoris a' alia quaecunque 

radix sequationis α' = ι substituenda sit. 
Ut metbodi in hac paragrapho explicat» indolem veram melius cognoscamus, ad 

earn respiciamus qua Cl. Gauss usus est in sectione septima disquisitionum arithmeti-
carum, § CCCLVIII, ubi casum \ — 3 ingeniosissime pertractavit. Hic totam rem eo 
reduxit ut numerus 4ρ in formam t1 -t- 2 η u' redigatur, et quum eo pervenisset, pro-
blème ab omni parte absolutum esse censuit. Simili modo secundum metbodum nostram 
numerus ρ in formam certam gradus). — i, totidemque indeterminatorum redigi debet, 
quo facto difficultates omnes sublat» sunt. Quum enim norma sit forma certa gradus 
A — ι et A — ι indeterminatorum, talem factorem primum complexum numeri ρ inve-
nire idem est, atque hune numerum in formam dictam redigere. Si omnes numeri 
primi ρ form» »ηλ + ι in banc formam redigi possent , sive, quod idem est, si 
in λ — r factores complexes conjunetos discerpi possent, totius doctrin» de circuli 
sectione pars major confecta esset ; quum vero non omnes numeri ρ repr»sentationem 

per formam illam patiantur, restât ut etiam pro lis forma propria expressionis (a, ,r)' 

inveniatur. Hœc autem res maximis difficultatibus obnoxia est, qu» lit superentur 
magno etiam -virorum doctorum labore opus erit. 


