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MEMOIRE

SI'R
LA RESOLUTION, EN NOMBRES COMPLEXES, DE L'EQUATION
AP B (P =g

Parx M. G. LAME.

Ce Mémoire se compose de deux parties : la premiére rappelle les
propriétés connues des nombres complexes, relatifs Pexposant 5, et

en signale de nouvelles; la seconde traite directement Péquation pro-
posée, et démontre son impossibilité.

PREMIERE PARTIE.

§ I

Les nombres complexes, dont il s’agit ici, sont de la forme

1) A= o+ o, r+ qyr? 4 o:3r3+o:4r‘:A(\r);

les coefficients o; étant des nombres entiers, et r une des quatre ra-
cines imaginaires de V'équation

,10 — I .

ou de celle-ci

Sy — n .2 i —
(2) Pir) =1+ ro + P pt = ol

On sait que 'une des racines étant r, les

trois autres sont 3ot e,
et qu’en posant

1 1
(3) z,:r—}—r‘:r+;, Zy =T pt =2y L
oy
Tome XIT. — Ay 184,

18
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%, et z, sont les racines réelles de I’équation

(4) 22 +z—1=o0,

d’ou résultent les relations

(5) Ty BT =1, By By — I, z?_'_z;:g

Lorsque ¢, = a,, ¢, = 2,, le nombre complexe A se réduit i la
forme

(6) b =@y - 4y By A Ay Ty

il est alors réel,

On peut augmenter ou diminuer d’'un méme nombre entier m les
cinq coefficients de A, (1), sans pour cela en changer la valeur : car
cette transformation revient & augmenter ou 4 diminuer A de mo (1},
guantité qui est nulle par I'équation (2). On peut augmenter ou dimi-
nuer d’'un méme nombre entier m les trois coefficients de &, (6}, ce
qui revient & mettre & la suite de &, = m (1 + z, + z,), quantité qui
est nulle par la premiére des relations (5).

Si 'on multiplie successivement le nombre A par r, 12, r3, ré, et
si on réduit les puissances de r, en remplacant 3, ré, p7, ps par
leurs égales 1, r, %, r®, on obtient ia série de cinq nombres complexes
[A, Ar, A2 Ar®, Art}, que l'on désignera par [A, A, A7, A", AV].
Ces nombres, que M. Dirichlet appelle associés de A, ont tous la méme
puissance cinguieme, car

(A,,i*)s — ASpdi — A5,

Lorsqu’on substitue successivement dans A (r), r2, r®, r* 4 r, en
réduisant les puissances de r, on obtient la série de quatre nombres
complexes [A(r), A(r*), A(r*), A(r*)], que l'on désignera par
[A,, Ay, Auy A] Ces nombres, que M. Dirichlet appelle conjugués
de A, ont des puissances cinquiémes différentes. Chacun d’eux a ses
associés, ce qui fait en tout vingt nombres, tous déduits du méme
nembre A, et qui jouissent de propriétés remarquables. Pour Dintelli-
gence de ce qui va suivre,, il convient de placer ici les valeurs de ces
vingt nombres complexes :

m ' e [l (AR RENY : borpe e
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A, =gyt rrogritogri+oa,rt, A, PR S U A N7 Lt 2% R S A
A, =o,ogr-o, 1o, o, rt, A, =0+t P2, 7 -y P, rt,
I R S R Ve B S e A YA
A==y va, rto 4o, 4ot A=yt v 1 g 1 o

A=, +d, r+oy o, o rt, A= Pty 122y 1A T

Ay=a o, o, rito, oty Ay =oyt oy oy it a,rt,

ANy=ay oo r+og 1P —o, P42, rt, A'3:a3—{—aof'+azl‘2—%~a4I‘3-+—Cl,l .

”

A" —= SR 2y pd A A\ —o, e P2 P P
E: 2—-0C4~{—a27+/.01 Aoy PP oy rt,  Ag=Oy Oy iUl B a7 2% M SRV N

"

" b b L
A=, o rta, r2aagrdagrt, Aot iy rraegari oy rt,

\ AS=—o,—+o, r+ 2, Pra o 0o rty A=y - oy Py 1t g vt

Les conjugués de A étant [A,, Ay, Ayy AL, ceux de A’ sont
A, AL, A% AL], ceux de A7, [AT, AY, Ay, A%, ceux de A”,
s v 4 - i 3 P .
[A7, A, Ay, A%], ceux de AY, [AY, A, Ay, A, Si Ton substitue
successivement r%, r3, r* a r, dans A,, on retrouve respectivement
A,, A,, A, si, dans Ay, on retronve A,, A,, A,; si, dans A;, on

vetrouve A,, Ay, A,

§ 1L

J

Lorsqu’on substitue r* ou r?, a r, dans les nombres complexes
roels z, et z,, z, se change en z,, et réciproquement; quand on v
substitue 7% a r, ces nombres restent les mémes. Ainsi les quatre con-
jugués de z, sont [z,, 2z, Zy, z,], ceux de z,, (24, 2,5 2, z,]. Dapres
cela, les quatre conjugués de tout nombre complexe réel, ou de la
forme (6) , sont égaux deux a deux; on a

B) Ay = Ay b @ T A By By by T by = oy 2y dy 2y

On peat done n’admettre que deux conjugués pour tout nombre com-
e

plexe réel: on les désignera par u,. A,. Le produit de ces deux con-

jugués est toujours un nombre entier, positif ou négatif; en effet, on a

Ay Ay == (dy - @y 2y 2y) (g -+ Ay 2y + Ay 7y )

;
f¢ . ;
o) | — al{a, ag) ag (5 + ) + (@] + ]

A : (o2 . =2N
( )24 By o Ay (2] + 250,

18..
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ou, d’aprés les relations (5),

oy oy = af — (a, + a,) a, — a —at-+3a,a,

(ro) = (o) ()

2

ce qui donne une valeur enticre, puisque a,, a,, a, sont des entiers.
Dans le cas général ou A est imaginaire, les sommes A (r) -+ A (r*) ou
Ay AL et A(r?) 4+ A (rYou A, + 4A,, se reproduisant 'une Pautre,
ou restant les mémes, quand on y substitue 72, r3, r% & r, sont des
nombres complexes de la forme (6); le tableau (7) donne, en effet,
(t1) { Ay + A =20+ (&, + 04) 2 -+ (oty + 24) 2, ,
Ay + Ay == 20y + (o, + )%y (g + 032, 3

le produit de ces deux sommes est donc un nombre entier, positif ou
négatif, qui est

Y ] L\ 2
(12) (A, A (A, 4+A,) = (wo —nhatacha)t 5(

/

2

% o, o, ’A;)"’

Si l'on ajoute les équations (11), on trouve, en faisant usage de la pre-
micre relation (5),

(13) Ay Ay A 4+ A =50y — (ag + @, - Gy - Oy —+ U4 3

ainsi la somme des quatre conjugués de tout nombre complexe A est
un nombre entier : on reconnaitra facilement, par le tablean (7). que
la somme de ses cing associés est toujours nulle.

Les produits A(r) A(r*) ou A, A,, A (rYA(r®*) ou A, A,, se reprodui-
sant I'un 'autre , ou restant les ménes, quand on y substitue r2, i, pt
a r, sont encore des nombres complexes de la forme (6); le tableau (-

donne, en effet,
(14) AN =0bo+ b,z + bazy, A A = b, + bz, + by z,,

en posant, pour simplifier,

ag  kai 4al 4al +odl =b,
(15) Olo Gty ~F Gy Gy - Ug Oy —+ Gg &ty ~+ oty =h,,

Oo Uy 1= Oy Oy —+~ Ly Oy =+ Og g + 0, 02, = b,
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Parmi les quatre nombres [A,, Ay A, A,
cirects ceux dont le produit

1

|, on peut appeler conjugucs
donne un nombre complexe réel de 1
forme (6): A, »A, sont deux conjugués directs, ainsi queA,, A;; A, A,
sont deux conjugués indirects.

Le produit A, A, A; A, est un nombre
pliant les deux valeurs (14)

/2

entier, car on a, en multi-

(16) A A A, =52 (by + b,by — by~ 02+ 3b,b,:

on peut appeler ce produit entier, norme de A

y expression introduite
par M. Gauss, et le désigner

par le symbole 3% (A); on peut écrire

-

/ ; / . N\ 9 b, — b2
/\'7) )C’\X): (/',\ *.é_f_[f) _ 5(1" 0.\ .

o —_—

\ 2 2/

\

Cette norme est essentiellemeu positive : en effet , Féquation du qua-
trieme degré, qula pour racines les quatre conjugués [A,, A, , Ay AL,
et qu’il est facile de composer, a pour dernier terme (A}, son
second membre étant zéro. Si A est imaginaire , les conjuguds
[A, AL A, A,] le sont aussi; Iéquation aux conjugués a toutes ses
racines imaginaires, son dernier terme est donc essentiellement nositif,
Si A est réel, les conjugués sont réels et égaux deux
Vi=A,, A=A, Véque
deux 4 deux

a deux, savoir,
ition aux conjugués a ses racines réelles, égales
» SON premier membre est un carr
est encore positif,

Ainsi tout nombre complexe réel a
par son unique conjugué .,
peut pas étre le produit (14)
conjugués A, A, ou A A,
deux facteurs de la forme
d'imaginaires ;

€, et son dernier terme

 de la forme (6, qui, multiphi¢
donne un produit entier négatif (10), ne
de deux nombres complexes umaginaires
Un tel nombre ne peut étre décomposé en
(1), qu'a Paide de coefficients compligués
il doit étre considéré, dans ce Mémoire,

comme 1in
nombre complexe sim

ple, ayant quatre conjugués, égaux deux i deux,
el dont la norme est alors positive.,
Par exemple, z, et 2z, (3} sont des nombre

s complexes simples, priis-
qte z, z2, = —1; il en est de méme de (

3-+2z,), qui donne
(3 + 23013 + az,)= — 1 ;
1

a norme de ces deux norbres est Punité: elle est égale & z2 22 dans le
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premier exemple, et a (3+ 22,)* (3 + 2z,)* dans le second. Le nowmbre
(3 + 2z, est d’ailleurs égal & — z2; et, en général, tout nombre com-
plexe dont la norme est I'unité, qui représente un des facteurs du pre-
mier membre de I'équatien

at —hyr =1,

et qui est de la forme (3 -+ 22,) ou (3+ 22,f, est égal & (— 1)z’ oua
‘—1¥z%, et s’exprime par une puissance de z, ou de z,. Une puissance
queiconque de r a pour norme l'unité, car les quatre conjugués
[rt, ¥, 1%, r*] donnent pour produit r'*==1. Les nombres conjugués

[e-r), (1412, (14+r?), (14-r")] ont aussi pour norme I'unité, car

[ -+ I":I’“(r2+l"3):l"3z2,

et la norme de chaque facteur r* et z, est 1 ; chacun de ces nombres,
ou 'une de leurs puissances, se réduit donc aussi & une puissance de r,
muliipliée par une puissance de z, ou de z,. Il résulte de ce rapproche-
ment, que le produit r#z;  , représente généralement tous les sous-
facteurs de I'unité, ou tous les nombres complexes dont la norme est 1.

La forme générale (17) de 9G(A) jouit d'une symétrie remarquable.
On vérifie aisément qu’elle reste la méme, ou quelle conserve la méme
valeur, lorsqu’on change les coefficients de A, en ceux d’un quelconque
de ses conjugués, et lorsqu’on augmente ou diminue d’un méme nom-
bre. soit ces coefficients eux-mémes, soit leurs indices, en ayant soin
de réduire ceux de ces indices qui surpassent 5, ou cenx qui lui sont
inférienrs. Cest-a-dire que les vingt nombres du tableau (7) ont Ia
wéme nore, et que cette norme n’est pas affectée par toutes les trans-
formations qu’on peut faire subir a Pexpression (1} du nombre com-
plexe A. On peut donner 4 Pun quelconque des vingt nombres du ta-

bleau {7}, le nom de sous-facteur de 9% (A).

§ 1L
Lorsqu’on multiplie Pun par Pautre deux nombres complexes

A= oy o+ o, gl + o r® o, rt
o 1 2 3 ?

W B ==, + Bir+ far® -+ B’ o+ i1t

o )
B ) [N TR | e e
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on obtient d’abord un polynéme du huitieme degré en r, qui est

—
]

: ( - "2 . 2 N,
's %o o -+ (0o By 4=y Bo) (oo Bo—+ 2, By 2y Bo) 7 b (o Byt By Ay Bi g BV
. . 12 Y
REsY ? +(aoﬁ,.,—+—a4‘33—!—&2@2—!—&3,5’,+a”30)r‘—%-(f/..ﬁ,,,—’r-zﬂfjs-é—a;,ﬂ,» Ty 530
‘ —}-(a2ﬁ4+a3ﬁa»}—0.4{52)1'“—!—(7.3,@,,—wf,,,ﬁ:,)1‘74——7.5{541'3;
puis, observant que r® =1, r®=rp, p7 = p2 p%— r*, on réunit les

coefficients des quatre derniers termes aux coefficients des quatre pre-
miers, ce qui donne le polynéme du quatrieme degré :

]

(050,30 + o B + ty By + 4 ﬁz @y |

+ (2B A+ @y fo + @B+ 2y 3y + a4

20) + (oo By + @4 By + %3 B0 + 243 B + 2,
+ (@0 fs + 2, B + o By + 23 Bo + a, B

+ (@ fe + a5 + oy By + a4 B+ o, fy

)
j

(%

O

»

[€

|

2

u

I

3

— S

),.’3

T

lr,b ;

s

enfin, dans le but de simplifier cette nouvelle expression du produit
obtenu, on retranche de ce polynome celui-ci e e Y S
(lequel est nul d’aprés la définition de 7, multiplié par un entier con-
venable m ; et 'on a ainsi un nombre complexe C de la forme

(21) C==o 7=+ gar® + g% + 07

El

qui est I'expression définitive du produit de A par B.

D’apres cela, et dans un ordre inverse, veut-on savoir si le
nombre C (21) est divisible par A, ou il peut étre le résultat de Ia
multiplication de A par un autre nombre complexe B de méme espéce?

on ajoutera un nombre entier indéterminé m A tous les coefficients
de G, lequel prendra la forme

[ (70 -+ nl,:) —+ ("ll' — ]”) r—+ (,,/2 e l?l) i
{22
o + (s + m)r® 4= (y - m)

de valeur identique a celle (21), et qui devra reproduire la forme {20
du produit cherché, pour une certaine valeur de m; puis, retranchant
des quatre premiers coefficients du polynéme (22), des nombres en-
tiers différents et indéterminés a,, a,, 4y, ay, pour les ajouter ensuite ,
respectivement multipliés par r%, r®, »7 r8, on obtiendra la nouvelle
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forme

(23) (Yo =m —ao) + (s +m — a,)r + (4, +m — a,) r?

(s M= AP ()Pt g 4 a, S a, rT - a,r®,
encore de méme valeur que C (21), et qui devra reproduire la forme (19)
du produit cherché, pour certaines valeurs entiéres de a,, a,, Gy, a,.

Alors, les coefficients u,, o,, oy, a,, «, et Yos Vis Yzs Yas Ys €tant
entiers et numériquement connus; £, Bis Bas B3, 3. étant, au con-
traire , indéterminés ; s'il est possible d’identifier les deux polynomes
du huitiéme degré (23) et (1) par des valeurs entiéres de toutes les
indéterminées By, B, By, Bas Bu. M, dy, ,, ay, @y, oD pourra affirmer
que C (21) est divisible par A; c’est-a-dire qu’il sera le résultat trans-
formé du produit de A par un autre polynéme B, pour les coeffi-
cients duquel Videntification aura fourni des valeurs entiéres. Si, au
contraire, les deux polynémes ne peuvent étre rendus identiques par
aucun systeme de valeurs entiéres des indéterminées introduites, on
pourra dire, d’une maniére certaine, que C r'est pas divisible par A ;
c'est-a-dire qu’il ne peut étre le résultat transformé du produit de A
par un nombre complexe de méme espéce, ayant des coefficients
entiers,

Cest ainsi qu’il faut entendre la divisibilité des nombres complexes.
On voit que cette propriété repose sur la possibilité de Pidentification
de deux polynémes du huitiéme degré , quelle que soit d’ailleurs la
lettre ou la quantité r, dont les diverses puissances constituent ces
polynomes.

Tout nombre complexe A, dont la norme est N, ne peut étre
divisé par un sous-facteur @, d’'un nombre premier 7 autre que Vunité,
qui ne diviserait pas N; car, si I'on avait

A, = a,B,,
il en résulterait
Ay=a,B,, A, =a;B;, A, =a,B,,

et, en multipliant,

AJAA A, =aa,a,a,.B,B, B, B,,
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¢’ est-a=dire
(AN = (a,). %(B,), ou N=n.3%(B,),

¢quation absurde, puisque » ne divise pas N, et que B étant, par
hypotheése, un quotient complexe a coefficients entiers, sa norme serait
un nombre entier.

Soit 9% (A) = N, et N un nombre premier; si A est décomposable
en deux facteurs complexes B et C, I'un de ces facteurs aura pour
norme N, Pautre aura pour norme 'unité. En effet, siona

A, = B,C,,
on en couclura

I (A) = o6 (B). o (C) = N;

\

or % (B) et 9% (C) sont des nombres entiers, leur produit devant étre
un nombre premier N, 'un de ces facteurs est N, et Pautre 1.

§ IV.

Lorsque A et B sont deux nombres complexes, ayant pour norie
un méme nombre premier N, A est divisible par un des conjugués
de B. En effet, on peut admettre que le polynome algébrique, au
moyen duquel s’exprime B, ne soit pas décomposable en deux fac-
teurs rationnels, puisque, s'il I'était, I'un de ces facteurs ayant pour
norme 'unité, on prendrait autre facteur pour B. Les équations

;)L(A):N, J'G(B):N

expriment uniquement I’égalité des deux produits A, A, A, A, B, B, B, B,
quand on a égard a la définition de r, et quand tous les calculs sont
effectués. On peut donc poser

(24) A,A,A,A, — B,B,B,B,,

avant d’entreprendre ces calculs. Supposons que, ne faisant subir
aucune transformation anx polynomes du quatriémedegré B,,B,,B;, B,,
et regardant » comme une lettre indéterminée, on effectue leur multi-
plication; le produit du second membre de I'équation (24) sera un
polynome P du seizicme degré en r. Mettons chacun des polynémes,
facteurs du premier membre, sous la forme (23); les nombres m, «,,

Tome XL — Avear 1847. 19
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a,, dy, a, étant différents pour chaque facteur. Dans le produit effec-
tué du premier membre ainsi transformé, on peut regarder r comme
une quantité indéterminée; ce produit sera un polynéme M du trente-
deuxieme degré, qui se réduira & P, quand on introduira la condition
que r soit une racine de ’équation (2). On peut tonjours composer un
polynéme Q, du seiziéme degré en r, contenant un grand nombre
d’indéterminées, qui satisfasse a la condition de devenir égal & I'unité
lorsque r vérifie I'équation (2); en effet, ¢ () étant le premier membre
de cette équation, et ¢ (r) un polynome complet du douzieme degré,
dont les treize coefficients soient indéterminés, on prendra

Q=1+ 9" ¢

Cela posé, le polynome M et le produit PQ, qui sont déja iden-
tiques pour les quatre valeurs de r, racines imaginaires de I'¢qua-
tion (2), pourront étre identifiés 4 I'aide des indélerminédes intro-
duites, lesquelles sont au nombre de trente-trois. Mise sous cette

tforme, I'équation

25) Ay A, A A, = B,B,B;B, [' + o (1) g (r)]

(
peut étre regardée comme une identité en r; alors le polynome B,
indécomposable en facteurs rationnels, devra diviser 'un des facteurs
du premier membre. Soit
A; = B/Ry,
on en conclura
A, =B:R,, A,=B;R;, A,=BR,,

et, par I'équation (24),
m: (B‘) = I.

Ainsi Ay, A,, Ay, A, sont respectivement divisibles par les quatre con-
jugués de B, et les quotients sont des nombres complexes dont la
norme est I'unité,

Ainsi, lorsque les nombres complexes A et B ont tous deux pour
norme un nombre premier N, autre que Punité, un des conjugués
de B doit diviser A. Et Pon peut dire que, réciproquement, B est divi-
sible par Pun des conjugués de A : en effet, si 'on trouve, comme

' N Py Lo e
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=
~J

ci-dessus,

A, = B,;R,,
et, comme conséquence ,
A, = B, R,.

yuisque R, R,R. R, == 1 nécessairement, on en conclura
§ 2 3 5 b

Ry R R Ay = By;

¢'est-d-dire que B, sera égal a A, multiplié par R, R, R, multiplicateur
complexe dont la norme est 1.

De ce qui précede, il résulte que si un nombre complexe C est
divisible par un des conjugués de A, diviseur complexe qui a pour
norme le nombre premier N, il sera aussi divisible par I'un des con-
jugués de tout autre diviseur complexe B, qui aurait la méme norme N
que A : en effet, si 'on trouve

(‘)‘ :Di Ak7

comme A, est nécessairement divisible par Pun des conjugués de B,
on doit avoir

A, =R, B, dou C,=DRB,

R, ayant d’ailleurs pour norme 'unité. Donc C, est divisible par B;,
ou par I'un des conjugués de B, s'il l'est par A, , ou par Pun des conj-u-
gués de A.

Inversement, si C n’est pas divisible par I'un des conjugués de B,
sous-facteur du nombre premier N, il ne pourra Pétre par aucun des
conjugués de A, autre sous-facteur du méme nombre premier N. Si
I’on essaye de diviser C par B,, par By, par B,, par B;, et que l'on ne
réussisse, dans aucune de ces quatre épreuves, a obtenir pour quo-
tient un nombre complexe entier, on pourra affirmer que 9% (C) ne
contient pas le facteur premier N.

§ V.

Soit toujours 6 (B} = 0t {A) = N, et N un nombre premier; A, esl
divisible par 'un des conjugués de B, soit par B, : peut-il I'étre par un

19..
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autre conjugué de B, par B, par exemple? Soit A, — R, B, — P,B,;
R, et P, sont nécessairement des nombres complexes dont la norme
est 'unité. De Péquation

R,B, = P,B,
on conclura, en multipliant par R, R, R,, et faisant R,R;R,P, = Q,,
B, = Q,B,.
Si Pon change, dans cette derniére équation, » en r*, elle devient
B; = Q;R,;

d’ou résulte, par la multiplication,
B,B, —= Q, ansz

et, en divisant par B, B,,

QQ,=1:

or on a
R,R;R,P, = Qi

d’oti, en changeant r en r*,
R;R;R, P, = Qg
multipliant et réduisant, il vient
R,R,P,P, = ..
On reconnait facilement que cette équation ne peut étre satisfaite que
si P,==£R,, ce qui donnera
B; =B,, ou B, —+ B, = o,
Soient prises pour B,, B,, B, les expressions A, A,, A, du tableau (7).

1°. 8t B, = By, il faudra que 'on ait, en supprimant «, dans les
deux membres, et divisant par r,

Dy Ay = AP 0y 1 =y g, Iyt b g rts

or cette équation ne peut subsister, 4 moins que les coefficients des
mémes puissances de r ne soient respectivement égaux dans les deux
membres, car rne peut étre racine d’une ¢quation du troisiéme degré;
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done il faut que o, = «,, ¢, = o, : alors

e

Bi=oa,+ o3, +0,2,=8,, B,=ga,+ Ay By U2 = B,,
et
B‘B2 frmd B:;B‘,, = n,
n étant un entier. On aurait donc

B,B,B,;B, = 9t (B) = N = n?;

ce qui ne peut étre, puisque N est un nombre premier, et non pas un
carré.
2° SiB; + B, = 0, on aura
200 + (063 4 0) 2, + (00, + @) 7 == 0,
ce qui exige que
Oy + Uy == O, - %y = 20,3
de la on tire

Oy == 20, — Clay O == 205 — U,
et B, devient successivement

By = oy (1+2r +ar') +a, (r — ") + o, (r* — r¥j
=0 (— 7= g (P — ) oy (0 — )

=(1 -7 [{a, — o) (P+ r* + r*) (o — oo "2]7

’est-a-dire que B, est décomposable en deux facteurs. dont Vun,
(r — 1), a pour norme 5; car

=D —rYy=2—z, 0—r(- P’y = a —z,,

(2—2z)(2—2)=4 — 2(5 +z) + 7,2z, = 5.

Or on a vu que si B, était décomposable en deux facteurs, I'an de ces
facteurs devait avoir pour norme N, et Pautre Punité; done il faudra
que N = 5, et que le second facteur ait pour norme 1.

Ainsi, excepté lorsque la norme est 5, si A, est divisible par B,, il
ne peut I'étre par son conjugué direct B,, et réciproguement. I fant
voir, en outre, si 'on peut avoir

A, = RB, =P,B,.
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ou si A peut étre divisible par deux conjugués indirects de B. On aurait
Rl B| — P4 Bz i

d’ou, changeant r en r*,
Ry B, = P;B,;

de ces deux équations on déduit

B, = R,R,R,P,B, = P,P,P.R;B;,

¢est-a-dire que B, et B,, respectivement multipliés par deux coeffi-
cients complexes ayant pour norme Punité, pourraient donner des
produits égaux; ce qui vient d’étre démontré impossible, lorsque N
n'est pas 5.

Done si 96 (A) = 9% (B) =N, N étant un nombre premier autre que 5,
A sera divisible par un des conjugués de B et ne sera divisible par au-
cun des trois autres; et A pouvant étre précisément un des conjugués
de B, cette proposition démontre que les quatre sous-facteurs conju-
gués d’'un nombre premier autre que 5 sont premiers entre eux, cest-
a-dire qu'ils ne peuvent avoir d’autres diviseurs communs que des sous-
facteurs de Vunite.

I’exception relative a I'exposant 5 est caracléristique : 5 est le seul
des nombres , pouvant servir de normes, dont les quatre sous-facteurs
conjugués ne sont pas premiers entre eux. On peut prendre pour ces

sous-facteurs
26) T—r=2X, 1—P>=hy, I1—1"=ly, 1— =1,
et Von reconnait aisément que 'un quelconque de ces quatre conju-

gués reproduit les trois autres, lorsqu’on le multiplie par des sous-fac-
teurs de I'unité : en effet, on a identiquement

y=— P35 hg= iz hy=—riy,
(a7) r?zyh, = Ay =— rfly :.——r"zg?\“
' — rZghy—— ik, = Xy == rPzyig,
L — A = gy == Yass

et puisque 5=12, 2%, 2., on trouve , en multipliant les quatre membres

o
[N " [EEERERE  AER E Pt PR
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de ces équations qui occupent le méme rang vertical,
28) S=r*ziM=rz?) =riz2)i=r2z231,

c’est-a-dire que 5 est égal a la quatriéme puissance d'un de ses sous-
facteurs, multiplié par un coefficient complexe dont la norme est 1 ;
tandis que toute norme premiére, autre que 5, est égale au produit
de quatre sous-facteurs conjugués et premiers entre eux. D’apres cela,
3 n’a réellement qu’un seul sous-facteur; on peut adopter J,= 1 — r:
5 sera divisible par sa quatrieme puissance, et non par une puissance
supérieure ; car on a

N p3 244
D=1 2505,

et ni r, ni z, ne sont divisibles par ,.

§ VL

Lorsque A a pour norme le produit de deux nombres premiers dif-
térents m et 7, dont on connait deux sous-facteurs respectifs a et h, A
est divisible par un des conjugués de a, ensuite par an des conjugués
de b, etle quotient définitif a pour norme F'unité. De I'équation

AAMA =aaa,a,.0,0,b,0,

on peut conclure, par une méthode semblable A celle du § IV, que «,
doit diviser I'un des facteurs du premier membre. Soit A,==a, B, , il en

résultera
Ai=a,B,, A=a;B,, A,=a,B,,

et, en substituant,
B,B,B;B, =, bzbsbh;

donc b, doit diviser un des conjugués de B. Soit B,== &, R,, on en con-
clura
B;=0,R,, B,=0,R,, B,=5.R,,
et, en substituant,
% (R,)=1

e

on aura donc
A—ayh, R,.
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¢’est-a-dire que A sera divisible par I'un des conjugués de @, ensuite
par Pun des conjugués de &, et que le quotient définitif aura pour
norme 'unité.

TLorsque la norme N de A contient comme facteur un nombre pre-
mier n élevé A la puissance i, A est successivement divisible ¢ fois par
un des sous-facteurs conjugués de n. Soit N’ le quotient de N par n’,
a un sous-facteur de nz, B un sous-facteur de N’, on aura

A A A A, =a'alala} . B,B,B,B,;

a, diviseur complexe du second membre doit diviser le premier, et
conséquemment 'un des quatre facteurs qui le composent; soit
A,=a,R,, on en conclura

A, =A,R,, A=AR,, Ay=a,R,,
et, en substituant,
R, R, R, R, =a"a" 'ai a7 . B, B, B, B,;

il faudra encore que I'un des facteurs du premier membre soit divisible
par a,, etc.
Sila norme N de A, décomposée en ses facteurs premiers, esi le

produit 7’0", de P'unité, par « fois 1, dont un sous-facteur
est a, par 3 fois 7/, dont un des sous-facteurs est b, par y fois n”, dont
un des sous-facteurs est c..., A sera le produit d’un sous-facteur de
Punité, par o sous-facteurs égaux a un ou a plusieurs des conjugués
de a, par [ sous-factears égaux 4 un ou a plusieurs des conjugués de b,
par 7 sous-facteurs égaux a un ou A plusieurs des conjugués dec. ...
Ainsi, pour décomposer ce nombre A en ses facteurs premiers, on es-
sayera successivement o fois la division par les conjugués de a, et I'on
réussira i toutes les fois (si =25, a=1,, on pourra diviser de suite
A par }%); ensuite on procédera aux {3 divisions par les conjugucs de b,
aux 7 divisions par les conjugues de c,...: le quotient définitif aura
pour norme Vunité. De 14, et de ce qu’un nombre complexe ne peut
étre divisible par un sous-facteur d'nn nombre premier qui ne divise
as sa norme, on conclura aisément qu'un nombre complexe ne peut
stre réductible que d’une seule manicre en ses facteurs premiers.
Quand il s'agit de trouver le plus grand commun diviseur D, entre

' ' K I T I '
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deux nombres complexes A et B, il faut calculer ’abord 2% (A) et 9% (B).
Si ces denx normes sont premiéres entre elles, les nombres complexes
A et B sont premiers entre eux , et D ne pouvant avoir pour norme que
Punité, tout calcul ultérieur est inutile. Si 9% (A) et 5t (B) ont un plus
grand commun diviseur N, il faut dégager, dans A et dans B, tonslessous-
factenrs conjugués des nombres premiers qui divisent N, et ceux-l seu-
lement; il est facile ensuite de composer 1. 8i N est divisible par 5,

7y estun facteur de D, etil est inutile de s’occuper des facteurs i, dans
les opérations i effectuer sur A et B.

§ VIL

La somie de deux cinquiémes puissances (A® - B*) est divisible
par (A -+ Bj; mais cette somme pouvant s’écrire ainsi : [A> + (Bri)],
sera aussi divisible par (A -+ Br'); la somme (A® + B®) est donc divi-
visible par A -+ B, A +-Br, A+ Br2, A+ Br®, A+ Brt: dailleurs
elle est égale au produit de ces cing facteurs. En effet, si 'on repré-
sente par r r', 2", ", 1 les cing racines de V'équation

r’—i1-—o,
et si Pon désigne par S, la somme des produits A 4k de ces racines, le
produit dont il s’agit peut se mettre sous la forme
(A -+ Broy (A = Br) (A+Br) (A -+ Br") (A - BrY)
AT S BAT - 5, BPA = S B*A% 4- S, B A + 5, B® = A° -+ B3,

car, d'apres I'équation

on a

S|:S2:S:;:SLZG7 S
On a donc, généralement,
(20} A"+ B = (A4 B) (A Br) (A + Br?) (A - Br*) (A + B,

quels ue soient les nombres A et B, entiers ou complexes.
Lorsque A et B sont des nombres entiers, le premier membre de

Péquation (29) et le premier facteur du second membre le sont aussi;

Tome XII. — Aveir 1847. 20
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les quatre derniers facteurs sont complexes et conjugués; leur norme

A*4+ B . . . PNy
est [ + ] I’équation (29) ayant encore lieu lorsque B est négatif, on

A+B
peut poser, généralement,
.\ AP B
(30) wxg = F(A=Br);

ou, inversement, si I’on désigne par le symbole sf(N) un sous-facteur
complexe dont la norme est N, on pourra écrire

- . . (A= Bs
3 3\ -+ —_— .
(30 bis) AxBr= sj(A ——B)

En donnant dans ces formules 4 A et B des valeurs entiéres, on a
immédiatement les sous-facteurs complexes de nombres premiers ou
composes, sur lesquels on peut vérifier les propriétés relatives a la
divisibilité des nombres complexes. Lorsqu’on prend A =B =1, Vé-
quation (3o bis) donne

1+I‘:.ff(l), I —r= .§f(5)

Voici quelques autres exemples :

(1) 24+ r= 1), 6) 5 A42r= sf(11.41),
(2) 2 —r= s/(31), (7) 4— r= sf(11.31),
(3) 3+ r= sf(61), 8) 9 — r= sf(112.61),
@) 4+ r= s£5.41), (9) &5 —4r= sf(11.191),
b)Y 3 —r= sf(11?), (10) 7+ r= sf(x1.191).

Les trois premiers donnent les sous-facteurs des nombres premiers
11, 31, 61. Du quatriéme on déduit, en essayant la division de (4-+r)
par un sous-facteur de 5,

G+1)=(1—r2) (21— r?);
on a donc
2t = g (G
D’apres le cinquiéme exemple, (3 — r) doit étre divisible deux fois
par un sous-facteur de 113 si 'on essaye successivement la division de
(3 —r) par les conjugusés de (2 + r), elle réussit pour (2 + r?), et 'on
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trouve
(3—r)=(+r)(t—r—r:

donc (1 — r — r?) est aussi un sous-facteur de 11, ce qui se vérifie; on
a d’ailleurs

) =(+r)(1—r—r?, doi 3—r)=0a+ri —r—r*?

D'apres le sixiéme exemple, (5 +2r) doit étre divisible par un des
sous-facteurs de 11, ensuite par un des sous-facteurs de 41, et le quo-
tient définitif doit avoir pour norme I'unité. Les éprenves de division
donnent, en effet,

5 par=(+r+rt—r)+r,.
Le septieme exemple est facile &4 vérifier, car

(o 4+ ry= sf(11), (2 —r)= sf(31);

/

donce

(o +r)lo—r)=4—1r= sf{rn.3n)

A

et aussi
h—r= sf{re.3)
De méme pour le huitieme exemple, car
3 — = sf(11*), 3+r= s/ (61);
donce

(9 — I"2> e .%‘f([l‘} .61\),

et aussi

(g —r)y= sf (11*.61

Le neuvieme et le dixieme exemple donnent, pour sous-facteurs

de (11.191), les deux nombres complexes (5 — 4r) et (7 +r). Les
essais de division rendent compte de cette coincidence ; on trouve

("_5-——4[‘):('}.—‘-!‘\/([}—}-27“’—‘—!"‘), dot 4 +a2ri+ri=sf(1g1);

et ensuite

’

(7 my=(-+r")0>+ P4 - or® = ).

Ainsi, (5 — 4r) et (7 -i- r} sont divisibles par le méme sous-facteur
de 197, mais par deux sous-facteurs différents de 11.
20..
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Toute norme non divisible par 5, et décomposable en quatre sous-
facteurs conjugués de la forme (1), est nécessairement un nombre de la
forme (5i -+ 1). En effet, d’apres Péquation (17), le nombre com-

plexe A (1) a pour norme {[bo — g(b, —%—172)]2 — 5[—;- (b~ 1’)2‘)12}, by, by,

b, ayantles valeurs(15); désignant par a lasomme (- at, -+ o, -+ o, - o)
des coeflicients de A , on aura

bo=a*--a(b,+ b,),

et, conséquemment,

{ ) ( 2 2 bl —_ Z): 2

(31) 9% (A) = a2 — 5 f.jti") —5(b=b :

) L /. 2

St a est un multiple de 5, 5%t (A) sera divisible par 5, et A par 7,, ou

par P'un des sous-facteurs de 5. Si 9% (A) n’est pas divisible par 5, @ sera

premier avec 5; et, employant la notation de M. Gauss, on aura
Ho(d)=a'=1 (mod.5),

c'est-d-dire
B (A) = 5i>+~ I.

Cette propriété a été signalée par M. Jacobi (tome VIII de ce Journal,
page 171).

La norme de tout nombre complexe A (1) divise une infinité de
. X5y . .
nombres entiers de la forme <T*T> En effet, il est toujours pos-
sible, et cela d’une infinit¢ de maniéres, de trouver un nombre com-
plexe B (18), qui, multipliant A, doune un produit (20) dont trois
coefficients soient nuls; car ce probléme conduit i trois équations du
premier degré entre les cing coefficients de B, et I'on trouve, par une
analyse facile, mais longue, des valeurs entieres, et cependant encore
trés-indéterminées, de ces cing coefficients, qui vérifient les trois équa-
tions posées. On aura alors
: NN 75. 3
AB:a+-w:s(&wq,
fo U I,
7o et 7; dépendant des coefficients de A, et de deux autres entiers
arbitraires.
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:

Ces remarques expliquent pourquoi, dans tous les exemples dédnits
de la formule (30) ou (3o bis), on ne trouve que des normes décompo-
sables en facteurs premiers de la forme 5 et (5/ +1). Elles indiquent
aussi qu’en augmentant le nombre de ces exemples, on parviendrait 4
composer une table des sous-factenrs des nombres premiers (5i+ 1,
soit directement, soit par déduction , comme on I'a fait plus haut 4 V'¢-
gard de 41 etde 191, 1l suffit déja de calculer les cinquiemes puissances
des nombres au-dessous de 12, pour obtenir, & pen d’exceptions pres,
les sous-facteurs des nombres premiers (5/-+ 1) inférieurs i 1021, avec
ceux de beaucoup d’autres nombres, supérieurs i cette limite,

§ VI,

Quand A et B sont des nombres complexes, il est préférable, pour
ce qui snit, de donner a I'équation (29) la forme suivante:

{(32) A+ B = (A+B){Ar +Br* Y Ar* 4 Br*) (Ar? - Br¥) (Ar* Br,

laquelle en est une conséquence; car les quatre derniers facteurs de (32,
respectivement divisés par la puissance de 7 qui accompagne A, don-
nent, dans un antre ordre, les quatre derniers facteurs de (29), et le
produit des diviseurs est r'°=1.

Si Pon désigne par M, M, M”, M", M" les cinq facteurs du second
membre de Uéquation (32), les accents n’ayant plus ici la signification
de ceux du tableau (7), ou reconnait facilement que ces facteurs vé-
rifient les dix équations

L) M M=z, M, 6) MY M- 2, M,

\ (2) M"M¥=z,M, =M M=z, M

(33) (3) MY+ M =z, M, 8) M - M=z, M,
(4) M -~ M =z,M", (g) M’ - MM—=z,M",

(B5) M 4 M =mz, MY, (1) M" =M =z,M",

gui n’en comportent réellement que trois distinctes, puisque A et B
étaut connus, ou les deux premiers factenrs (A+B, (Ar—+Br*), les
trois autres doivent s’ensuivre.

Il résulte des relations (33}, qu'un nombre complexe dont la
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norme n’est pas unité, ne peut diviser deux des cinq facteurs M, sans
diviser tous les autres. Par exemple, si un nombre complexe ¢ divise
M et M’, d’apres la sixieme (33), & divisera M, d’apres la septieme M,
d’aprés la premiére M”. Ainsi le second membre de I’équation (32) sera
divisible par 87, et les cinq quotients des M par ¢ vérifieront encore
les équations (33). On peut supposer que I'on ait ainsi divisé les M® par
tous les sous-facteurs communs & deux d’entre enx, et par conséquent
aux trois autres. Alors 'équation (32) pourra se mettre sous la forme

(34) A'+B =K. m.m'.m".m".mv,

K étant le produit des diviseurs communs aux M, et m® le quotient
de M par K; les nombres m', actnellement premiers entre eux,
c’est-a-dire n’ayant d’autres diviseurs communs que ceux dont la norme
est Punité, vérifieront les équations (33).

On peut toujours supposer que A et B sont premiers entre eux, car
si & est le plus grand diviseur complexe, commun a A et B, ¢ divi-
sera A°, B?, et nécessairement K*® dans Péquation (34), et 'on pourra
supprimer ce diviseur commun. Alors, si A et B sont premiers entre
eux, K ne pourra étre que le sous-facteur de 5 : en effet, les deux
équations

A+B=M=Km, Ar-+Br*=M — Km’

donnent
Alr—rY)=X(m'— r*m), B(r—r*)=K (rm—m'"),

et K ne pouvant diviser 4 la fois A et B, qui sont premiers entre eux .
divisera nécessairement (r—r*) ou (1 — r*); K ne pourra donc étre que
le sous-facteurde 5, a la premiére puissance seulement.

La somme des cinquiémes puissances de deux conjugués directs
d’un nombre complexe imaginaire A est le produit de cing nombres
complexes réels. Les deux sommes (A% + Aj) et (A} + A%) sont con-

juguées, et leur produit donne cing facteurs entiers. En effet, la for-
mule (32) donne

),,;) A;) - %2 - (A, - A‘> (A'l - A";) (Aul o A/z) (A,; —}—A’;) (Al‘\ . A;)’
CUUAL AT = (A A (A, AY) (A AT (AL + AT (A < AT,

]

A " " I T Ferann vy
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en reprenant ici, pour les accents supérieurs, la méme signification
qu’au tableau (7), lequel fournit les valeurs suivantes :

[A Ay =00+ (0, +0,) 3y (g +24) 29, Ay +Ay =20, (2, 40) 0, (0, 242,

"

AV A =aa,+ (g +og) 2+ (g +0,) 2y, A+ Ay =00, (0, 0g) 2y (2+ )2,

\))(J> A///+A4:2(L2 (U —+ Zy +U.0)2~2’ A +11I3:"C/ +‘U +U)LJ ;- (U.-*-O’ 120

/

)z, +
W7+ (2

A\ A —20,—+ (0 00) By (000 2y, AY+HA, =20+ (2, 0y) B+ (%2, 1 Ty
%) 24 -+

VA A =00, (2 00) 2+ (00 0g) By, AL+ A =20, (2 2) Ty (240 20 2y
pour les facteurs des seconds membres des équations (35). Les facteurs
de (A + A3) sont évidemment les conjugudés de ceux qui appartiennent
a (A7 + A}). Les cinq nombres que donnent les produits de deux fac-

teurs conjugués sont

an"*"Ur’r'Zo—i— %

u. oty 5\ 2
(A +A) (A +4) = = > ’

2

(AT A (A +AY) =

oty oty— 22— ) ?
2 ! ’

( |
C __:;‘ﬁ:f;v ) °
5

%yt ot au—x—a 2

a)—i—ao—}— o +a$) 2

(A +A%) (AY+A)) =

S
2 ;

(37) {(AT +AY) (A, +A3) = (2%_ shactachs

(A A (A, -+ A = —“‘““‘+) — 5 (e

2

On reconnait facilement qu’ils sont entiers, et que leur somme est
nulle.

La différence (A% — Aj) est le produit de 2} par cinq facteurs com-
plexes et réels. La diftérence (A3 — A}) est le produit de 1} par cing
autres facteurs complexes et réels, conjugués des cinq premiers. En
effet, la formule (32) donne aussi

(38) AT—Af= (A, —A) (A, —AT) (A —AT) (AT —AY) (A
k " f v " " / w 5
Af—Af = (A, —Ag) (A, —AT) (A —A)) (A — 4\(\ ! a)

et le tableau (7) conduit, par des transformations faciles, aux va-
leurs
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[ A, —A, =22, [(o2,— r/;)~(a, —)Z], Ay —A,=rt (o —oy) - (g —a)24],
4/ —Ay=ri)y [(01 f/o"'aa ]7 A,;‘A’;:"k)"a[(aa ’/? (Uo"as)z'lja
39) A —AL= i[<a0 =y (“4‘-”2)52]7 AT — A =1, [(ao"‘“ij - (a,,—- %) 2],
’ Al — \” =r?a, Kr/ “/n\ —loy—~a ) ]7 A'2~A'3v:/’47~2[(“4 )”“ (U.;,—o:,\) fi'l
R g Ay=r2 (e, — (2a—w0)2,], AL —A,=r 0 [(0s—2,) —(2a—24 2]
d’ott 'on conclut
‘ho; AV — A =03Z,, Al —AD =357

en désignant par Z, et Z, deux produits réels et conjugués.

Les entiers (37), et ceux que donneraient les produits des facteurs
conjugueés de Z, et Z,, sont des nombres qui se déduisent de A , et que
'on pourrait appeler ses normes latérales. Ils ne sont plus essentiel-
lement positifs, ni toujours de la forme (57 + 1). Leur étude conduit
a des remarques importantes, mais qui sont étrangeres a objet du
Mémoire actuel.

DEUXIEME PARTIE.
$ L
Soit proposé de résoudre, en nombres complexes, Péquation

"0 AP B+ CF

Ny

= 0.

On peut supposer que A, B, C sont premiers entre eux ; car si un
meme sous-facteur ¢, d’un nombre premier dont la norme n’est pas
I'unité, divise & la fois A, B, C, on pourra diviser I'équation par 4",
et le quotient sera encore la somme de trois cinquiémes puissances.
On agira de méme pour tout diviseur complexe commun aux trois
nombres A, B, C. Ces trois nombres n’étant plus divisibles tous les
trois par un méme sous-facteur, deux quelconques sont aussi premiers
entre eux ; car si A et B avaient un sous-facteur commun @, ¢ divi-
seratt A® 4 B’ et par suite C*: donc C serait aussi divisible par J;
A, B, Cne seraient donc pas premiers entre eux.

Un des trois nombres A, B, C est nécessairement divisible par

o K XN (AL AR R [frtre e
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{1 — 1) == ), sous-facteur de 5. En effet, on a généraiement

| (A + B+ Q) = A®> + B  C°
[ 5(A - B)(B+C)(C+ A)[A+B+CpP— (AB+ CA - BC),

et Pon aura, en vertu de 'équation proposee,

(A4 B-- Q)
Tl =5 B (B+C)(C+A)[(A B+ CfF — (AB -+ CA + BC)L.

Or 5 égale r*z21%; le second membre dJe Féquation (3) est donc divi-
sible par 2,, le premier doit donc Vétre: étant une cinquiéme puis-
sance, il sera divisible par 15 ; le second devant I'étre aussi, et 5 n’étant
divisible que par )4, il faudra que I'un des quatre autres facteurs
soit divisible par 4,. St c’est le dernier, puisque (A -+ B - C) est divi-
sible par J,, il faudra que (AB -+ CA + BC) le soit, et par suite aussi
{A? - B* 4 C*); les sommes des coefficients de A, B, C, divisées
par 5, donneront les résidus =1, =2, et les sommes des coefficients
de leurs carrés les résidus + 1, — 1: or la somme de trois résidus + 1
et —1 ne peut étre nulle, ni égale & 55 donc il faudra qu'une des
sommes des coefficients de A, de B, de C, donne le résidu zéro, c’est-
a-dire que P'un des trois nombres A, B, C soit divisible par },. Sinon,
le dernier facteur du second membre de I'équation précédente n’ad-
mettant pas le diviseur ky, il faudra que ce soit un des trois facteurs
(A = B), (C-+ A), (B+ C), qui ladmette; alors, puisque A+ B+
est divisible par 2, , C, B ou A le sera aussi. Ainsi un des trois nombres
A, B, C est nécessairement divisible par );; nous supposerons que ce
soit G.
Si on a & résoudre I'équation

A 1 BY = 22CF,

il est facile de voir que C doit étre divisible par 2, : en effet, I'équa-
tion (2) <evient alors

s (A+B-+CpP=(z]+ 1,
W 5 BB CC—A[A+ B+~ (AB+CA+BC],

Tome NI — Avern 1847 a1
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et 'on a
5=r3z222%, zltr=o—z,=(1—n(t—r")=—1"i};
donc le second membre de I’équation (4) est divisible par 23 ; (A+B-+C;
doit donc étre divisible par },, le second membre par 2§, d’ot C par %,,
et par suite aussi (A +B).
Si 'on se propose I'équation
AP B =3z, C?,

il faut encore que C soit divisible par X, : en effet, on a généralement

(A+B—2C)? = A® 4B’ — 32C°
4 5(A -+ B)(A— 2C) (B — 2C)[(A-+B — 2C)? 4+ 2C (A~ B) — AB],

et. d’aprés I’équation i résoudre, on aura
2 4

(A4B —2C)*=(3,—2)C*
+ 5}(A+B) (A— 2C)(B— 2C)[(A+ B — 2C)*+ 2C(A+ B) — AB]—6C*;

or 5 =r3z22%, z,—2=r"}}, donc le second membre de I’équation

précédente est divisible par 23 ; (A+ B — 2C) doit donc étre divisible

par },, le second membre par A}, d'ou C, et par suite (A+ B) par 2.
On démontre de la méme maniere que les équations

A B =122C5, AP+ Bi=z,C

ne peuvent exister si G n’est pas divisible par 4,. Ainsi les cinq équa-
tions
AP+ B = (—C),
(5) AP+ B =17, AP+ BP=27,0
A B =22C°, A+ B*=12z1C%

sont telles, que le second membre est nécessairement divisible par 1},
A et B étant premiers avec 2,.

§ 1L

On démontre que C, dans les équations (5), est nécessairement divi-
sible par 3%; en effet, ni A, ni B ne sont divisibles par },, et I'on
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pourra poser
A=ph +¢q, B=p'h+¢q'

p et p' étant des quotients complexes, g et ¢’ des nombres entiers, res-
pectivement égaux aux sommes des coefficients de A et B. On aura
alors

AS=28 p* +5Mpt ¢ +10dip’ 4t 10x2p*g® +5hpqt -+
)b p’5+5)\'}p"q’+ Iol?p’sq"x—i— xo)ﬁ;’p’zq’a—«—S).,p’q" 4¢3

(A®+-B%)devant étre divisible par 25,1l faudra que (¢>+q"), nombre en-
tier, soit aussi divisible par A3 : 1l ne suffira pas alors que (g>+ g'") soit
divisible par 5= r?z} 2}, il fandra qu’il soit divisible par 25 = rzf A}.
Cela posé, (A®-+B°) pourra s’écrire ainsi:

AP - B =03 [ pPp” r3zf§(pq‘+p’q")]+Q.).‘f,

(Q étant un quotient complexe entier. Lorsqu’on substituera cette va-
leur dans 'une quelconque des équations (5), on pourra remplacer le
second membre par 2% z; R®, diviser par 8, et il faudra que la somnme

[pF+g° + rozd (pg'+ prg’ ) — iR

soit divisible par 4, , ou qu’elle s’annule pour r==1; c’est-a-dire que, si
"on subslitue, dans cette expression, aux nombres complexes les
sommes de leurs coefficients, et aux entiers leurs résidus relatifs au
module 5, le résidu total doit étre nul : or soient a, a’, p les résidus
des sommes des coefficients dans p, p’, R, 2 étant celui de z, etde z,,
on a

- b1 A 0
=0, a’=a, a ==a', ¢'=1, ¢ =1, a*==—1 (mod.5),
etlerésidu total de Vexpression précédente devient[a+a'— (a+a')—a'p]
ou simplement | — 2'g]; or ce résidu doit étre nul, donc p==0 (mod.5),

c’est-a-dire que R est divisible par %, , et R* par 23 ; donc C est divisible
par 22, et C® par A;°.

§ 1L

Ainsi, dans Pune quelconque des équations (5), le premier membre

21t.,
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(A® + B%) est divisible par A1°, A et B étant premiers avec 2,. Ce pre-
mier membre étant décomposé en deux facteurs, qui sont, lorsqu’on
pose A+B=¢, dott B=1— A,

E.(2*—51%A 4 1012 A>—10¢A? | 5A4),

les deux facteurs de ce produit ne peuvent admettre de diviseur commun
qu’une puissance de },; alors, le second ne peut étre divisible que
par A{, ou 5, et ¢ par A¢, sans quoi A devrait étre aussi divisible parl,,
et £ et A, par suite A et B, ne seraient pas premiers entre eux.

Donc, dans la décomposition du second facteur en quatre autres,
ainsi qu’il suit :

A* +B*=(A +B)(Ar-+Br*) (Arz+ Br®) (Ar*—-Be*) (Ar*-+ Br),

A+ B sera divisible par A, et les autres facteurs seront chacun divi-
sibles par 2, seulement. De 14 suit que, pour satisfaire & 'une des équa-
tions (5}, si I'on pose
A+B=3M, Ar—+Br* =} M, Ar?. Bp’ — M7,
Ar®+Br* =3, M", Ar* + Br =1, MY, C= )R,

on aura A vérifier I'équation
(6) M.M.M".N "M =z R?,

M et R® étant divisibles par A%, et aucun des facteurs M, M”, M”, M
ne I'étant par 1. L’indice % est 1 ou a; alors I'exposant j est o, 1, on 2:
car, dans le cas ol j surpasse 2, on peat remplacer 2, R® ou ziR*
par 257 [(— 1)z, R}’ ou 25—/ [(—1) 2, R]%, et prendre (5—7) poury,
et [(—1)/ 2, R] ou [(— 1)/ 2, R] pour R.

Les facteurs M, de 'équation (6), doivent vérifier les dix équations
(premiere partie, §VII):

(1) M'+ M"=z,M, 6) M4 M = z, M,

(2) M+ M "= z, M, (7) M -+ M =z, M,

(7) (3) M"+M = z,M, B) M + M=z, M,
() M + M = z,M", (9) M’ + M= z, M",

() M+ W=z, M (10) M"-4- M = z, M".

D e [
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On peut supposer que les facteurs M“ n’ont plus aucun diviseur comi-
plexe commun dont la norme ne serait pas 'unité, puisque les équa-
tions {7) démontrent qu’un tel diviseur ¢, commun i deux de ces
facteurs, le sera a tous, et conséquemment 2 R; on pourra donc
diviser par 4° les deux membres de Péquation (6), qui conservera la
méme forme; et les quotients des M% par ¢ vérifieront toujours les
équations (7). Alors, a chaque diviseur complexe et premier f, de R,
correspondra un diviseur f° du second membre de I'équation (6),
leque! devra entrer tout entier dans la composition d’un des fac-
teurs M@, et non se partager entre eux; de la résulte enfin que les
facteurs M@ seront tous des cinqui¢mes puissances de nombres coni-
plexes, multipliées par des sous-facteurs de 'unité , et qu’on satisfera i

I’équation (6), en posant

I8) M — VAU.S, NI’ — VI[J‘,'), M/;: V”‘U.Nd, N[m — ym‘u‘mo, N[” —y lv"J.wé ]

Les coefficients v, ayant pour norme 'unité, seront tous de la
g o) y
forme 1%z, on r*z;; z, ou z, excluant z, ou z,, en vertu de la rela-
tion

ZyZy == —— 1.

I'exposant 4 de r est moindre que 5, puisque r*3 — phs Pexposant
peut ausst etre regardé comme moindre que 5, car on pent remplacer
zyhat it par zi [z, Y] et prendre z, M pour uvl,

On peut réduire 2 'unité 'un des coefficients vy, qui est égal a 1tz
ou rfz; , dans les valeurs (8), en multipliant, dans I’équation 6).
chacun des nombres M*“ et R, par r#~*z¢ on pi-* Zy, ce qni ne trou-
blera pas I'équation (6), et ce qui n’empéchera pas les nouvelles va-
teurs de M) de véritier les équations (7). Nous supposerons qu’'on ait
ainsi réduit & Pupité le coefficient v dans M™, qui nest pas divisible
par 2,. On aura ainsi les valeurs

8 /)[‘s\, M — V{J-s, M/__: ,J/P_/')j Mu: qu‘ud, DIWT 'J’”.U.W)., ;\[| — . ».7
§ 1V,

Si on substitue ces valeurs (8 bis) dans les equations (7), qui n'en
comportent réellement que trois distinetes , les deuxicme, troisicme et
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cinquieme de ces équations deviennent
vmp.m5 - p.w-‘i = z, V’[J-,s
— z, ,
‘ 5 5 5
\q> Hlv i V‘U. = z, V”{J.” ,
5 5 5
vlp“l + vl/{}‘l —_— Zz‘ ‘IV .
Si I'on prend tous les nombres complexes com pris dans ces trois équa-
tions comme premiers conjugués, en leur donnant I'accent , en bas,
et qu'on change r en r*, on obtiendra les quatricmes conjugués, les-
(uels serviraient 4 résoudre Péquation AS + Bj = 23,Cf, et Pon aura
les six équations

wooms we roor 5 wo o mE WY o ;oo 8
Vipll e p eV py s, Vele T B TRVl
wo o 5 __ ] 5 5 v rd
Vi = FV ko Py HVafky = ZaVaths o
r TR . v 1 AR ] roow5 5
Vi RV R Voly TV =5k

lesquelles donnent par soustraction

. (y": ‘U.’lir:'__ ./'Z‘U‘rzs) — (p‘ljv5m [-U;s) — Zg (vl1 ‘U,'is— V,4H.’45> ,
o) Lt =)+ (apt—vepd) = 2 D4 — ViRl
2]

) () = m ()

’ (] '
(Vt g —V
L1 .5 ey - .y .
Or la différence (p;°— pj’) des cinquiemes puissances de deux con-
jugués directs d’'un méme nombre complexe est divisible par A7 (pre-
miére partie, § VIIT), de plus p% et pS sont tous les deux divisibles
par2, puisque MPest; alors la deuxieme (10) exige que (V/, w," —v'; A
. .« - . A 5 5 »
le soit; la troisieme, qu’il en soit de méme de (v, 5 — ¥, ;) enfin, la
. 5 5 . . fe e
premiere, que (] g} — v py ) soit aussi divisible par 4§.
On peut écrire ces trois différences de la maniére suivante :

;o ! r 5 . '15 r 5

'\'ﬁ“"é)f}'l + vy (f"x e )7
. 5 5 5
) O A T AR A VA A

ms m mb w

(o =y e (=)

Les derniéres parties sont divisibles par a9, d’apres ce qu'on vient de
dire; ', " sont premiers avec 2, : donc il faudra que les trois dif-

T
" XN I I Vit e
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férences

R AN C A
sofent divisibles par 3%. Chacun des coefficients v'*) est de la forme 1" z,;
en 'y changeant r en r*, il devient rékzi et Pune quelconque des trois
différences précédentes est de la forme z, rk(1—r®*). Or, si £ n’est pas
nul, cette quantité n’est divisible que par },, et non par 275 done il
faut que A = o.

Ainsi les coefficients v/, v", v” se réduisent essentiellement a des puis-
sances de z, ou de z, , et ne contiennent pas de facteur r isolé. Restera te
coefficient v de p*; mais étant le seul qui puisse contenir r*, il fandrané
cessairement que £ = o, ou 5, pour que I'équation (6) soit vérifice.

§ V.

Ainsi, p étant divisible par 3, p', ¢, p”, p'¥ ne I'étant pas, le coefti-
cient de y,“’s étant réduit a Punité, les coefficients des autres p.‘fi>5 e
ront seulement des puissances de z, ou de z,. Les cas de o =1 et de
h = 2 se traitant de la méme maniere, il suffit de considérer 1'un
d’eux; soit donc 2 = 1. On peut réduire les coefficients 4 ne contenir
que des puissances de z, , en remplacant z/, @” par z5—i[(—1)z, p),
et prenant [(— 1)z, n¥'] pour p/’. On aura ainsi, pour vérifier 'équa-
tion (6), le tableau définitif

1\"[ — Zii lu-ii’ ]\f[I: ziir lU-,s, lVI”: Zi: F.,,E, Mm: Zaiim H',,,S, ;N[w: lu'“.:'y’
P8 "=+ 50, R=pp/ p/ p" p 2,

(12)

Chacun des exposants i, i’, i”,i"” est au plus égal & 4, j au plus égal
4 23 donc 7 sera au plus égal 4 3, et 'on avra un nombre limité de
valeurs de ces exposants, correspondants a j =o,1,2,a =0, 1, 2, 3.

Or, en examinanl avec attention tous ces systemes, les valeurs (1o}
qui correspondent a chacun d’eux étant substituées dans les équa-
tions (7), on trouve toujours qu’an moins une de ces équations se ré-
duit & la forme

5 ’ 3
(13) m” 4+ m" =z}.m”’,

h étant v ou 2, j' étant o, ou 1, ou 2.
En effet, tous ces systémes se groupent en trois cas généraux :
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1”. Ou P'un des exposants est nul, soit i’ = o; alors la sixiéme équa-
tion (7) donne
.8 2 2N = S S
A o S YU T
2°. Ou deux des quatre exposants sont égaux, soit i” = i”; alors la
premiere équation (7) donne
, e R e 4 5.
P4 =g (— 1)
3°. Ou enfin les quatre exposants sont inégaux et aucun n’est nul,
ce qui ne peut avoir lien que pour j'=o0, /=12, ces exposants étant
1,2, 3,4, dans un ordre quelconque; alors, soit ¢ = 1, la dixieme
équation (7) donne
5

u” e (=Y =T (= )

Si, dans Péquation (13), j' n’est pas nul, et si m’ n’est pas p., qui
est seul divisible par },, cette équation est impossible, et le systéme
correspondant de valeurs des exposants 7, i’,i”,{” est inadmissible. 11
en est de méme encore quand, j/ étant nul, p n’est pas un des trois
nombres m’, m”, m". Ces cas {’'impossibilité immédiate sont nombreux,
et il ne reste qu'un petit nombre de systémes admissibles, c’est-a-dire
tels que, j’ étant nul, p est 'un des trois nombres m', m”, n"; ou
tels que, j' n’étant pas nul, m’ est précisément (.

Alors, si Péquation (13) est semblable 4 celle des équations (5) d’ott
Pon est parti, 'impossibilité de Péquation primitive sera établie de
suite, puisqu’une solution supposée de cette équation conduit 4 une
solution en nombres beaucoup plus petits; la grandeur d’un nombre
complexe se mesurant par celle de sa norme.

Si ’équation (13) est une des équations (5) autre que la premiere
d’ou Von est parti, on traitera de nouveau cette seconde équation (13},
qui conduira a une troisiéme de la méme forme générale; si cette troi-
sieme est semblable 4 la secande ou & la premiere, leur impossibilité
sera encore établie. Si elle est encore différente, on en déduira une
quatriéme équation, toujours de la forme (13).

En continuant ainsi, on retombera nécessairement, apres cing
transformations au plus, sur une équation semblable a4 P'une de celles
qui la précedent, dans la série de ces équations dépendantes; d’ou reé-
sultera leur impossibilité.
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Les équations (5) ne sont donc possibles qu'en nombres complexes
dont la norme est infinie.

§ VL

Toutefois, il existe un cas singulier qu’il est nécessaire de traiter 4
part: car la démonstration qui précede suppose implicitement que les
nombres 11/ contiennent d’autres facteurs complexes que ceux dont
la norme est I'unité; et on doit se demander si les valeurs (8) ne
pourraient pas vérifier I'équation (6), en supposant que p./, ", n", pt*
aient pour norme l'unité, et que p, contenant ), facteur indispen-
sable, fit un nombre complexe ayant la méme norme que R.

Or on peut démontrer, plus généralement, qu’il n’est pas possible
que deux facteurs, par exemple M” et M", n’aient pour norme que
I'unité. En effet, soit

(14) M=mb, M =v", M" ="

m étant un nombre complexe, etv”, v” étant de la forme r*z;, & infé-
rieur 4 5, mais i n’ayant plus de limite. La premiére des équations (7
et sa quatriéme conjuguée deviennent

‘ll /I/_ 5
Vi v, =z,m )5,

\/[4 bls) " " -
ViV, =— zamy 2%,
car 25 = — 2}, et, en retranchant la seconde de la premiere, il
viendra
(15) W=V - = V) = 2y (i = )00

Soiten général nz,=r*z;, d'ov n,=r**z}, et n,—n,=r*(1—r**)z;;
on reconnait facilement que r* (1 — r**) est toujours égal 4 == ), mul-

tiplié par z, r?, ou par r* seulement : car

Si A=1, ona r (1—r%=—r?z1,,
k=2, rr(i—r; =ril,
k=73, ri(i—rY)y=—r2),,
k=14, rri—rt=riz),.

Tome XII. — AvriL 1837 29
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Ainsi, si les exposants de  dans v et ¥” ne sont pas nuls, I'équation (15},
divisée par }, et multipliée par r*, sera de la forme

(16) 247 =71°2zy(m, + m,)2t,

7 et Z' étant deux puissances de z, ou de z,.

I ne se peut, d’ailleurs, que les exposants de r dans v* et v" soient
nuls; en effet, si Pun d’eux seulement est nul, 'équation (15) exigera
qu’une puissance de z, ou de z, soit divisible par A}, ce qui ne peut
étre; si ces deux exposants sont nuls, le premier membre de I'équa-
tion (15) s'évanouit, et on a nécessairement (m, + m,) = o, ce qui
exige que I'on ait, ou m, = o, cas inadmissible,, ou m, =33, cas facile
A traiter, et que nous écartons pour le moment.

Il reste donc & chercher si 'équation (16) est possible, ou si la
somme de deux puissances de z, ou de z, peut éire divisible par 4.
On ne peut avoir Z + Z' = o, puisque, comme il vient d’étre dit, lc
second membre de I'équation (16) n’est pas nul.

Dans tousles cas, on peut mettre (Z+Z') sous la forme = z/} (1== 25},
en s’aidant de la formule

By 2y = — 1}
le premier facteur ne saurait étre divisible par J,, il faudra donc que

le second (1 == z;) le soit par A} ; ce qui exige d’abord que la somme
des coefficients soit un multiple de 5, c’est-a-dire que V'on ait

(1= 9/Y=o0 (mod. 5),
d’otj dela forme 57 + 2, lors du signe (+), et de la forme (5’ + 4),

lors du signe (—). Ainsi le facteur (1 %= z3) doit étre de la forme
(1 + z5*"), ou de celle-ci (1 — z}+4); ou bien, comme on a

22252}‘—3:5(2;1—])—*:'2,
il faut que (1+2722) ou (1—2""z#) soit divisible par )4.
I’exposant  on i’ est inférieur a 4, puisque 2°=1 (mod. 5); alors
i on i’ ne peut étre que zéro, afin que la somme des coefficients

daus (1-+2°z}) ou (1—2"2z%) soit toujours un multiple de 5. Donc
enfin, (1-+z%) ou (1 — 21) doit étre divisible par A2, Comme

(1—zf) = (1—22)(1+322) = 2, (1+ 22),

[ 1] E n [T
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les deux cas se confondent. Il faut et il suffit que (1-+ z7). ou son égal

(2 — z,), soit divisible par 2%, Mais, sih =1,

B

2—z, = (—r)(1—r*r= — "3l
et sifr ==,

22—z, =(1—r)(1—r*)= —rtziy

-y

donc (1 + z2) est seulement divisible par 3.

Iéquation (16) est donc impossible ; 2 moins que Von ait m, = 17,
dou m, =3 = — i}, et (m, +m,) = o. Or, pour cette valeur par-
ticuliere de m,, les équations (14 bis) deviennent

‘” ‘//’ e - ‘iO
Vi V) = 5,210,
W, v =z, 10,
et, en les ajoutant, on a
. - . i LY ‘I/f 1" — - 10
1) Wy + V) =V V) =2z,000

Soit en général n, = r*z4, dou n, + n, = r*(1 + r*25; on recon-
nait facilement que »* (1 -+ r*) est égal a z,, pour k=1, 4, & z, pour
k=2.3, 4 2 pour k=0; d’ou résulte que le premier membre de
I'éguation (r7) sera Ja somme de deux puissances de z, ou de z,: si ce
ne sont pas deux cinquiémes puissances, il vient d’étre démontré qu’une
pareille somme ne peut étre divisible que par 2} ; si le premier membre
de I'équation (17) est (z3/ — z%/), j étant premier avec 5, ce premier
membre est divisible par A%, et non par 21°; sij =75, (23° — 227 est
divisible par 2}°, mais le quotient , outre des facteurs complexes dont
la norme est 1, contient le facteur 3001, nombre premier, qui ne peut
diviser le second membre. L’ équation (17) est donc impossible.

22.,



