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EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE A M. HERMIT Ε, 

PAR M. C.-G.-J. JACOBI[*]. 

« .Berlin, le 6 août 184^, 

»... Les principes dont vous partez pour parvenir aux formules 
de la transformation inverse que j'ai publiées sans démonstration dans 
le Journal de M. Crelle, sont précisément les mêmes qui d'abord 
m'ont conduit à ces formules. Ensuite, j'avais fait une espèce de tour 
de force en substituant les expressions composées de radicaux com-
pliqués dans l'équation différentielle à laquelle elles doivent satis-
faire. Pour mieux faire saisir l'esprit de cette démonstration en quel-
que sorte synthétique, j'ai employé la même méthode à la démonstra-
tion des formules de la transformation directe, dans un Mémoire publié 
dans le Journal de M. Crelle, tome VI, pages 397 et suivantes. Plus 
tard, j'ai ajouté une démonstration très-directe et très-élégante qui 
repose entièrement sur la décomposition de en fractions 
simples, pour laquelle j'avais donné les formules dans une de mes 
Leçons à l'Université de Kœnigsberg. 

» Quant aux formules de développement du produit 

H (a? -+- a,) H (oc -+- α
2
Ί·.. II (oc + a

n
), 

ou 
Cl, H- &2 -t-... -4- CX

n
 — 1Ί ti , 

et des fonctions homogènes de H (jc) et Θ (χ), je les avais d'abord, 
comme vous, déduites des propriétés analytiques et caractéristiques 

[*] En réponse, comme on peut le voir, à une communication de M. Hermite, relative 
à la théorie des fonctions elliptiques et à celle des fonctions abéliennes. Nous espérons 
pouvoir prochainement faire connaître à nos lecteurs la partie du travail de M. Her-
mite qui concerne les fonctions elliptiques, l'auteur l'ayant développée séparément dans 
un Mémoire qu'il doit nous donner. (J. L.) 

Tome XI. — MARS 1846. ' ^ 
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des fonctions Ha? et Θχ, et j'y ai fait allusion dans le Journal de 
M. Crelle, tome XXVI, page io3. Depuis, j'ai remarqué que l'on peut 
parvenir aux mêmes formules par la considération élémentaire et 
algébrique, qu'étant mis 

y
t
 = h- b, γ 

2
 = x2

 + b, etc., 
à chaque solution des deux équations 

x\ + x\ xl — ρ, x
K
 -t- x2

 x„ — a, 
répond une solution des deux autres équations 

y\ +rl + ·■·+il = ρ -j -^n{~ + b)*> 
y H + J-2 = a -+- nb. 

On mettra pour a les nombres ο, i, 2,...,« — 1, et pour b tous les 
nombres, depuis — oo jusqu'à -+- co. 

» Mais ce qui auparavant ne m'est jamais venu dans l'esprit, c'est 
votre idée ingénieuse et très-originale de faire ressortir des mêmes 
principes le théorème d'Abel, quant aux fonctions elliptiques. Ne 
pensez-vous pas consacrer un Mémoire particulier à cette matière qui 
se détache très-bien des autres questions? 

» En cherchant à tirer aussi la transformation directe des pro-
priétés des fonctions Θ, sans faire usage de leur décomposition en fac-
teurs infinis, vous avez, pensé savamment aux cas plus généraux, où 
probablement l'on se doit résigner à l'impossibilité d'une décomposi-
tion en facteurs. 

» Dans mes Leçons universitaires de Koenigsberg, j'ai aussi eu cou-
tume de partir des fonctions Θ. Dans ces Leçons, en multipliant quatre 

séries ^ g— (λγ-m'î)' p0ur différentes valeurs de x, et en transformant 

les exposants par la formule 

i2 -f- i'2 -+- i"2 -t- 1 a = ( ———1 -+- ( j -I- etc., 

j'ai obtenu une formule de laquelle découlent, comme cas particu-
liers et sans le moindre calcul, les expressions fractionnaires des fonc-
tions elliptiques, les théorèmes sur l'addition des trois espèces, et plu-
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sieurs centaines de formules intéressantes auxquelles on ne saurait ar-
river que par un calcul algébrique fatigant. Dans un des premiers vo-
lumes du Journal de M. Crelle, j'ai donné les formules d'addition et de 
transformation conjointes, ressortantes de la multiplication seulement 
de deux Θ. Ces formules font voir que l'on peut arriver par deux trans-
formations successives, non-seulement à la multiplication, mais aussi 
aux formules de l'addition. 

» Dans les mêmes Leçons, j'ai examiné l'ensemble des transforma-
tions de la fonction Θ. En faisant usage de la méthode employée par 
Lagrange pour la réduction des formes quadratiques, j'ai trouvé 
le fait analytique remarquable que, q étant une quantité imaginaire 
quelconque, on peut toujours, et par la seule multiplication par une 
quantité de la forme erxx, transformer la fonction Θ dans une autre 

où le module de q, dans le sens de M. Cauchv, est < e V 4. C'est 
une limite précise que l'on ne saurait abaisser davantage. 

» L'addition des paramètres dans la troisième espèce des intégrales 
abéliennes et l'échange des paramètres avec les amplitudes me sont 
bien connues. 11 y a douze années environ que je les ai communiquées 
à deux de mes élèves, M. Richelot, de Kœnigsberg, et M. Senff, à 
présent professeur de mathématiques près l'Université de Dorpat, et 
qui étudiait à Kœnigsberg lorsque je fis ces découvertes. J'avais d'abord 
trouvé, indépendamment, l'addition des paramètres par la seule diffe-

rentiation de loe ~7?i· —U et R étant deux fonctions de l'ordre m 

et nn. Puis je l'ai déduite de l'échange mutuel des paramètres et ampli-
tudes, qui se trouve aisément en remplaçant la somme des deux inté-
grales simples 

Γ r \ja.R(«).rf.c r v, r, .» ..</>. 

par la double intégrale 

J J ^aR(a)y'i:R(jr] L2 \x a) \ dx da J |,r a.)- J 

où l'on prouve sans peine que la fonction de χ et de a, placée entre les 
grands crochets, est entière. 

i.'L, 
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» Feuilletant mes anciens papiers, j'ai trouvé entre autres la dé-

monstration du théorème suivant, qui complète l'analogie avec la 
troisième espèce des fonctions elliptiques : 

V——: î où ψ (je) est une fonction en-

» tière du (m. —
 I

yeme degré, si l'on détermine les trois systèmes de 
» quantités w„ w

2
, etc.,y

{
, etc., z,, z

2
, etc., par les m H- ι quan-

» tités données oc
t9
 x

2
,..., x

m+i
, a, au moyen des équations 

F(w,)+ F(w
2
)+...+ F(w

m
) = F(J?,) + F(a?2) + ... + F(x

m+I
), 

F(jfO+ F(j-
2
)+...+ F (fm) — F (a:,) + F (x%) -h... + F (x

m+i
) -+- F (a), 

F (z( ) ■+- F (z
2

) —f—... -4— F (z
m

 ) ■— F (Λ1,) + F(x
2
) +... + F — F (a), 

» et que l'on mette 

Π (Λ1) = (a) Γ i 

» on aura 

H(.r,)+ Π (λ:,) +...+ Π (x
m+i

) = n(w,) + Π (w
2
) + Π {w

m
) 

+ log ' „ 

, + ( ,jm_ VX< X- ■ ■ ' X">+> 

Nota. La formule pour 1 intégrale la plus simple de la seconde 
espèce est encore parfaitement analogue à celle qui se rapporte à l'ad-
dition de la seconde espèce des fonctions elliptiques; c'est ce qu'on 
voit sans calcul. 

Permettez-moi d'ajouter la bagatelle suivante : Soit AB le diamètre 

JB 

d'un cercle : si l'on mène d'un point Ρ du cercle la droite PR au 
centre R, l'angle PRB est double de PAB; mais si l'on mène la droite 
à un autre point fixe Ο du diamètre, on obtient la transformation de 
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Landen. Soit R le rayon du cercle, KO = a, PAB — S, POB = ψ; 
variant P, on aura dans le triangle infiniment petit POP. 

PP sin PPO = OP.sin POP ; 

donc 
aRcfë.cosKPO = OP.ety, ^ 

or 
OP2 = R2 -+- α1 -+- ι R« cos = (R -+- a)2 cos2 β -ι- (R — aY sin2 ê, 
Η2cos2 ΚΡΟ= Rs — R2sin2RPO = R2 - a2 sin2 ώ: 

donc 
y'[(R + «)!cos3ë -f- (R — a)2sin2 ë] \/[(R2cos2i|> + (R2 — a2) sin2!!] 

On a, en même temps, 

OP y[(R-+-i7)2cos2ë -h (Β — «)2 sin2 β | 

ce qui est la substitution de Landen. 
» J'ai aussi cherché à étendre au théorème d Abel ma construction de 

l'addition des fonctions elliptiques. Dans cette dernière, la corde PQ 
d'un cercle touche constamment un autre cercle. Soit Τ le point d'in-

"P 
ρ 

α 

tersection de deux positions consécutives de la droite; les deux angles 
QQT et PPT étant égaux d'après une propriété du cercle , on aura 

PP _ QQ 

ce qui est l'équation différentielle, dont la construction donne l'inté-
grale complète et algébrique trouvée par Euler. A présent, je suppose 
qu'une corde C d'une courbe I du nleme degré touche constamment 
une autre courbe II. Soient Ρ un point d'intersection de la corde mo-
bile avec la courbe I, et ds — \jdx2 -+- dy2 l'élément de la courbe 1 
dans ce point, Τ le point de contact de la corde C avec la courbe 11 ; si 
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f (χ, y) —ο est l'équation de la courbe I, je démontre, par des consi 
dérations mixtes de géométrie et d'algèbre, la formule générale 

wiiRiyr0' 

di(x,y) étant une fonction entière de l'ordre η — a, et la somme 
s'étendant aux η points d'intersection, le signe du radical étant -+-
ou —, selon que Ρ est de l'un ou de l'autre côté de T. Supposons que 
la courbe I rentre dans ces courbes particulières pour les points des-
quelles 011 peut exprimer χ et y par des fonctions rationnelles d'une 

troisième variable t, χ = y — τ, r
4
, r

2
 étant du nieme degré, ce 

qui même est le cas général pour les courbes des deux premiers degrés. 
Faisant usage de divers théorèmes établis dans mon Mémoire sur l'éli-
mination (Journal de M. Crelle, tome XV), je trouve le théorème re-
marquable que, § (t) étant du (n — degré , on aura 

ί^Ίΐ^ι 

ψ {χ,y) étant, comme ci-dessus, du (n —
 2

)teme degré. On aura donc 

Σ β ( ίΛ dt 

Soit la courbe II un cercle ayant pour équation x2 -t- y2 = 1 ; on aura 

T.PT = Vt? -+- r"| - T2, 
donc 

y , %{t)dt = o, d'où y = o, 

les n intégrales étant prises entre les limites correspondantes à deux 
positions quelconques de la corde mobile G. Soit f(<) une fonction 
donnée du (n — am)!eme degré, U du ?nième degré, β (t)= Ψ (O-U, Ψ(ί) 
étant du (72 — 2/72 — (}

e

g
r
^

? on aura 

Σ/vf = ·· rî-oum-e-n, 
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ce qui est la forme donnée par Abel à son théorème; mais la forme 
sous laquelle le théorème se présente, d'après la construction que je 
viens de vous communiquer, ne semble pas dépourvue d'intérêt. Comme 
je n'ai étudié jusqu'ici que les intégrales qui ont sous le signe une ra-
cine carrée, je ne saurais dire si la formule générale dont je suis parti 
en prenant deux courbes quelconques 1 et II, comporte la même géné-
ralité que le théorème général d'Abel. Par vos travaux sur ce théo-
rème, vous serez à même d'en juger. 

» Ne soyez pas fâché, monsieur, si quelques-unes de vos décou-
vertes se sont rencontrées avec mes anciennes recherches. Comme vous 
commencez là où je finis, il doit y avoir une petite sphère de contact. 
Dans la suite, si vous m'honorez de vos communications, je n'aurai 
qu'à apprendre. 

» Je ne sais pas si dans les semaines prochaines je trouverai le loisir 
d'écrire à M. Liouville, pour lui communiquer quelques petites choses 
qu'il pourrait insérer dans son excellent Journal. Si vous trouvez bon 
d'y faire entrer quelque extrait de cette Lettre, faites comme vous 
voudrez... » 


