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DEMONSTRATION

D'UNE FORMULE DE M. DIRICHLET ;

REMARQUES 3UR QUELQUES EXPRESSIONS DU NOMBRE w3

Par M. LEBESGUE,

Professeur a Bordeaux.

La formule snivante
n\ 1 ™
=) - = — (3b — 3a),
) (P) 7 pVp ( 4)

tome IV de ce Journal, page 405, d’ou il résulte 36 > 3q { page 406),
peut se démontrer ainsi qu’il suit.
Dans cette formule, p est un nombre premier de forme 4¢ + 3, n un

A
nombre entier positif non divisible par p; de sorte que I’on a ( '3) =¥
P
. ;. . n . ’ .
si  est résidu quadratique de p, et <~> = — I si n est non résidu.
n r ,, .
La somme 2 (;) - s’étend 4 toutes les valeurs de n, les wultiples
de p étant seuls exceptés. Les sommes 36, Za du second membre sont

2a=a,+a,+ a4+ px, Zb=b, b+ b, + ..+ by,

2 2
. pP—r . . .
en representant par a,, a,,..., @,_, les * -~ résidus quadratiques con-
2

—1 o
tenus entre o et p, et par b,, b,, b,,..., b,_, les pz non résidus com-

2
pris entre les mémes limites; ces non résidus sont, pour le cas de
P = 4q —+ 3 premier, les mémes que les nombres p—a, p—a,

P = Ap—r
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Ceci posé, Euler a démontré la formule

It

x & xr=C&

e I 1 ™ ar
114' — — — = - cot —-
prta pr+p—a r
()

xr=20

A

i

(Introd. in Anal.,t.1,n° 178, oul'on achangé nenpetmena). 11 fant
bien remarquer que dans cette série on doit prendre autant de termes
positifs que de termes négatifs. Si U'on met pour a les nombres «,,

@yy...y Ap—yy ON AUra, €N ajoutant membre 4 membre les équations,
2

1 1 T a, T
—_— =N — = —cot—>
pr-+a, pr—+p—a 14 »
1 1 ™ a,r
Z""' - — — —— = -cot —>
pr—+a. pr+p—a. p P
n}: b
1 1 ™ 2
i [ ————— T L 1 -
px+a[}—-l pr"*']"—ap—l P P
2 2

Véquation
RAW T =
-} = - cota --
2 (P) T p 2 P

dont le premier membre contient autant de termes positifs que e
termes négatifs, en supposant les nombres n rangés par ordre de gran-
deur. Dans le second membre, a prend les valeurs a,, @g,...; @p—y, cle
2
27 - - w
sorte qu’en posant » = > il devient 2 cota -» dont la valeur est

yh—3ia .. . . ..
N ainsi que je 'ai montré ailleurs (tome VII de ce Journal,
P

page 143, équation 14). On a donc

3> (g) e

forinule susceptible de généralisation, comme on peut le voir dans le
tome XXI du Journal de M. Crelle (dpplication de Uanalyse infiniteé-
simale & la théorie des nombres, par M. Lejeune-Dirichlet).
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En général, la différence

rT= oo X == o

I I
2 p.z-—l—a_-ZP.z—{— 5’
T =0 r=o0

ou l'on suppose g et 6 positifs < p, et ot 'on prend auiant de termes
positifs que de termes négatifs, peut s'exprimer sous forme finie,
comme Je le ferai voir dans une autre Note. Ces sortes de différences
se présentent dans diverses recherches, notamment dans la détermi.
nation du nombre de formes réduites pour un déterminant donné,
question tres-importante dont la solution se trouve dans le Mémoire
de M. Dirichlet cité plus haut.

II.
Au moyen de la formule d’Euler (A), on vérifiera facilement diverses
formules, entre antres
A T LA 3 1 ne OF :
) i= tang T -+ 3 tang In -+ 5tdng I + .
on la mettra sous cette forme
(272 — 1}

. : 3=
(b %:A.tang%—}—AgtangTZ “+...+ A,,_, tang e

en représentant par A,; ., une série qui n’est autre que

2 i __2 1 . ﬂc()t(zi«-}-If’;?f
fnz 4-2i4-1 fnx +fr—(2i 3 1) — 4n b
de sorte que chaque terme du second membre de Péquation (b) se re-
duisant a 41”, I'équation se trouvera satisfaite.

Pour obtenir I'équation (5), on a transposé les termes du second
membre de I'équation (@), ce qui n’est permis qu’en supposant con-
vergente la série

tang 41 + % tang == + > tang = +...;
n 4n " 5 4n
alors la transposition peut €tre supposée faite sur un nombre de termes
multiple de 47, et aussi grand qu’on voudra.

oy i | TR ey e g (R RN RSN ETRT] [
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Voici un autre moyen d’obtenir I'équation (a), de maniere a recon-
naitre immédiatement la convergence du second membre.
Dans les séries

1 1
= cosx — §cos3.:c + 5 cos ba —...,
(B

NIy AR

. 1 . I .
= sinzx — —sin 2x + 3 sin 3x —...

H

- ki3 g .
qui sont convergentes entre o et;, on fera successivement

' 2n 3n n—1)m ™
_— X = —, X = ——geey x:L—_).~<_
an an an anr 2

Ajoutant terme A terme les équations ainsi obtenues, on trouve, en
réduisant au moyen des valeurs connues de

sin@ + sin 2a-+...+sin(n—1)a et cosa-+ cosaa+...-+cos(n—1)a.

les formules

. ko3 T 1 371-' 1 57T

(€) (2n_I)Z_COt4—n+§COt4—n+ECOtZ;+”"
: . .3 .

() '—245 = cosec»}n + % cosecz—;r + écosec f—z

Comme les seconds membres sont des séries convergentes, il est permis
de retrancher membre 4 membre et terme a terme; de 14 I'équation (a),
a cause de tanga + cota — 2 coséc 2a.

,

Le calcul relatif & I’équation

X . I . i .
- =sina — ~sin 2x + 3 sin 3 — ...
2 2 3
a ét¢ donné dans le Journal de M. Crelle, t. XII, p. 254 et 255.
Si le résultat parait différent, cela tient a ce qu’il peut étre simplifié
par le moyen de l'équation cota — cot2a = coséc 2a. Il y a aussi
p=o p=co

deux fautes d’impression : 2 au lieu de 2 (page 255, ligne 8), et

p=1 p=o0

+[; <[ —%—F%“%—}—)I%—J aulieude_[; (I _ %+>:g_
(ligne g). )
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Voici les formules nécessaires pour les réductions :

. . . a . )
A=sma+smm2a—+..+sm(n—r1)a=-|(1— cosna)cot 5~ smnaJ .

1
2

B =cosa +cos2a+...-+cos(n —1)a =

N -
f —1

. a B
sin na cot ~ — (1 -+cos na) |7

qui donnent pour

a= (bk+1)F A:B:i[cot(&/ﬂﬁ—l)f’; - 1],

a = (4k+3) 7., A:_Bzg[cot(4k+3)4ln+{|,

a:(ﬁk#—z)%» A:COt([l/f-l—Q)!%a B=—o,
a:(4k+4)41”7 A=o0, B=—1.

Quant au calcul numérique de =, les séries (@), (c), (d) ne paraissent
avoir aucun avantage sur les séries (B). I est possible que ces formules
(@), (c), (d) soient utiles dans quelques cas particuliers; je les donne
donc ici, ignorant si elles ont déja été données.



