JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

PUISEUX

Sur les sommes des puissances semblables des termes

d’une progression arithmétique

Journal de mathématiques pures et appliquées 1'° série, tome 11 (1846), p. 477-488.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1846_1_11__ 477 0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1846_1_11__477_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

PURLES ET APPLIQUEES. 477

ATALLTIT A LSATAT T 1T A4 1T LA LA LLAAAT TR 1 LT G1TAM VIR VAR LETAAAY LT WA L3 VA LT AT LR LOARARAA VLY LY RS v sy

Sur les sommes des puissances semblables des termes d une

progression arithmétique;

Pir M. PUISEUX.

1. Pour abréger, nous désignerons, dans ce qui va suivre, par (p.,
le produit

w(p— (g —2).(u—p+1),

ou p désigne un nombre entier et positif, u étant quelconque; on aura
alors

Cela posé, faisons

, retm s
(x) QX =

: — x4 et e gt kit ,
\ 27—

m étant entier et positif, et soient, de plus,
(2) P r = ab-a+ CP’.Z‘,» Qg = K Shaatan s:"‘x, 040 = i ?’21,, ete.;
nous déduirons de ces équations
g = ax’+ (@+ 1)t o+ (@+2) " 4+ (@t m— 1)t
9 = abx® +(a+1)(b+1)x "+ (a+2) (b 2) a4
3 + (a-+m—1) (b+m—1)xmt,
¢sx = abex~+ (a +1) (b +1)(c +1) x4+

-+ (a—%—m— l) (b “+m— 1) (C+]n_ 1) o dtmes ,
etc.

Appelons

Py Dy Pryes @ Praen @7 el

ce que devienneut, pour x = 1, les fonctions

il ”n " ’ h, -
PX, Py Oy .y PX, O Xy, @lx, 2fc,
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et faisons & = 1 dans les équations (3); elles nous donneront

a+(a-+1)+(a+2)+..+(@+m—1) =g,
ab + (a+1)(b +1) + (@ +2) (b + 2) +...
+@+m—1)b+m—1)=q,,
) abec + (a+1)(b+1 Nie+1)+...
+@a+m—1)b-+m—1)(c+m—1)= g,
etc,

2. Pour avoir les valeurs des seconds membres @4y 9ay etc., diffé-
rentions I’équation
(x — 1) px = x4 — g2,
il viendra
@ —1¢'x + 9 =(a+m), x*" — (a), 2,
(x—1)0"x + 20’2 = (a -+ m)za:‘“’"—2 — (a)

(JL‘—'I) o (P+1) .1'+([)+[) SQ(P\ r— (a—}—m)p+ xa-}-lll——p-— (a>P+‘ il’u*p—‘,
etc.

D’un autre coté, en différentiant les équations (2), nous aurons
9, X = aph—a+ QDI-Z'
50'1 x = (b —a+1), %" x 42002+

0y x =(b— a—+1), .r"—“*’qa’.r—l—fz(b a x5 o - b 0",

............................

+-e

Pl = (b—a-+1), at~ P g/ 4- £ - (6— a+-1),_, x4 g

%(b_a+ I)p_sz—a—p-i-:sqawx_’_”._*_xé-—a+|qo(p+4)x
(6) { ete. ;

P2 X = 2 g

50'2 = (C — b+ l> "‘bqg xT - gt (Pﬂi

gozx =(—b+1), 2" g w2 (e—b-+1), xa‘-—bcpll_’_xc»b 'P"{

.............................

—+-

2

P — [ e—b—p+1t ! P b—pr2 1
Pz =(c—b+1),xtr+ c‘oix+;(c—b—+—l)p__,xc R
- .’I,‘c—b+‘ 90(1p+1)x’
etc.

' [ N B T I A EE AR (IR RRRNRRRE I [
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Faisons maintenant

X =1

dans les équations (5) et (6), et nous trouverons

{
Srh]

\ds

(8)

|9y =9,

/ o = (a+m), — (a),
29’ = (a+ m), — (a),,

..................

(p+1)¢!"=(a~+m)pur — (@) pri
etc. ,

(P’l :(b_a-i_])(%o'—{—(P”,
QD"i :(b_a—f—l)gfpr-{—g(b_n_‘_l}‘?ﬂ_‘_?m,

1.2
etc. ¢
Py = ¢,
oo =l—b+ g +¢
oy =(c—b+1)d, +(c—b+ )¢ + ¢,

. , ; 4 ’ 4 P
o= {(c—b-+1),9, + l]—(c— b—41)p s @t P,

etc.

En substituant, daus les équations (8), les valeurs de ¢, ", ¢”, ete.,
tirées des équations (7), nous en déduirons aisément les valeurs de ¢,
0y, P53, €tc., et, en portant ces derni¢res dans les équations (4), nous -
obtiendrons les formules suivantes :



480 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

- (a-1) - (a+o) 4+ (a+m—1) = (ii%i:.—(”l’a

ab + (@-+1)b+1) -+ .+ (a+m—1)(b4+m—1)
(a+mp—(a)  (a+m)—(a),

) 2 +- 3 ’

©) | abe+(a+1) (b+1)(c+l)+...+((a+r7z~1) (b+m—1) (c-+m—1)
a-+m), —(ai,

)_miiﬁ,,_

=0 —a-+1

= b—a+1)(c—a+1

4+ (h + ¢ — 2a + 3) (a+m§3_’(”i£ - ({H‘”’j‘_@,

etc.

En développant les seconds membres, on trouvera, comme il était
aisé de le prévoir, que celui de la premieére formule est une fonction
linéaire de a, celui de la deuxiéme une fonction linéaire de chacune
des quantités a et b, celui de la troisiéme une fonction linéaire de cha-
cune des quantités a, b, ¢, et ainsi de suite. De plus, ces fonctions
sont symétriques par rapport a ces lettres.

Remplacons, dans les équations précédentes, a, b, ¢, etc., par ;—j,

b; ;, et multiplions-les, la premiére par %, la deuxi¢me par Ak, la

%
a + (a+h) -+ {a+a2k) +.. .+ [a+ (m—1) ] = a- ———-~’—5-~—" AR

troisieme par hkl, etc., il viendra
ab+(a+ )b+ +.+[a+(m—1)R]|[b+ (n—1)]k.

o) ) o)1)

3

— (bh — ak + ki) (
abc—+ (a-=h)y (b + k) (c + ) +...
(10) + [a =+ (m— )R] [+ (m — 1)k [ + (m —1) (]

a a
bl — ak + hi) (ch —al -+ hi Z—}—m . ?z)z
( ) ( Al) :

- 3 2

W) + lzk[-gZT)‘_ G

- (bhi--chk—aakl-+3kkl)~~—% :

3

etc.,

formules plus générales que les équations (g).
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3. lLes formules (g) se simplifient dans le cas particulier ou F'on a
h=a—1, ¢c=b—1, d=c—1, etc;
en effet, les équations (8) nous donnent, dans cette hypothese,
=0, o, =¢" g, =% e,

et, par conséquent,

fa+(a+ I)—l—(a—{—?.)+...+(n—}—m——ljzi‘»‘:{ﬁ_—'—"’i‘i_—wf]’f;
\a(a~l)+(a—+— a+ (a+2)(@a-+1)+..
/ __{a+-m),—(a);
Lt
ala—yla—2)+(@a+nala— )+ (@+2)@+1ja+...
(a +mi— an
+(a+m-—x)(a+m———z)(rl—i—m—?)): oy .

etc.,
formules que l'on changera en d’autres plus générales en y rempla-
a T (3 ;o ] 2

cant @ par - et multipliant la premiere par k, la deuxieme par 227, la
troisieme par A%, etc.

4&. Considérons maintenant un autre cas qui fait I’objet spécial de
cet article, savoir celui ou, dans les formules(g), on suppose

a=b=c=d= ..

les équations (8) deviennent alors

/CPi:cP,’ CPQ—::(P“’
¢, =9 +q' ¢, =¢, + 90
¥.=29"+¢" ¢y =29+ 9o
(ra) ¢ = 3p" + 9", 7y = 3¢, + ¥,
qo(ip)-_— pc,o""’—l— CP(PH)’ @(”: PSO(P—F‘CP('H\,-
\ etc. 5 etc.

A I'aide de ces équations, il est aise &’ exprimer ¢,, ¢u, 95, €tc., en ¢’
¢’ ¢”, etc.. et Yon voit que, r étant un nombre entier quelconque .
Pexpression de g, sera de la forme
q)r — (P/ —+ Ar(P” 4 Br<PW + CrCPw et L,()G“r:.
Tome XI. — Decemre 1846. 61
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Pour obtenir plus promptement les coefficients A,, B,, etc., remar-
quons que, si dans nne quelconque des équations (12, on vient & aug-
menter d’une unité les indices placés au bas dc la lettre ¢, ou retom-
bera sur une autre équation du méme groupe; il est donc permis de
faire ce changement dans toute équation déduite de celles-1a, et, en
particulier, dans I’équation

9 =¢ + A 9" + B.o" + Crg™+...,
ce qui donne
Prav = ¢+ A0 4+ B¢ -+ Cog ...,

ou bien, en remplagant ¢/, 715 @15 etc., par leurs valeurs,
Prao=¢ 1 " A "+ B | vt
+ 24, 0 + 3B, | +4C, |

On voit par la que, connaissant les coefficients 1, A,y B, etc., de ¢,

7"

", ", etc., dans I'expression de ¢ry Si1on écrit ces coefficients sur une
méme ligne horizontale, et au-dessous les mémes coefficients multi-
pliés respectivement par 1, 2, 3, etc., en ayant soin d’avancer chaque

terme d’un rang, de maniére 4 former le tableau suivant :
g

I, Ar7 Bra Cr!"')
Iy 2Ar5 3Br5 L/lCr7 5Dr7"';

si, enfin, on ajoute les termes contenus dans une méme ligne verti-
cale, les sommes ainsi obtenues seront les coefficients de o', 9", 9", etc.,
dans ¢, . En appliquant cette régle, on peut former le tableau suivant :

PIT= vt LI N
1

oo U e
1 2

Ps T i P ;_(fj+ 3q2l/+ lq)”,
I 6 3

Pl T e e e bt e 1’ + 79" + 69" —F—Igo‘v
1 14 18 4

A Iip'—i— I5<p”—i—25a‘a”"+ quJ‘V—l:};p;’,
1 3o 75 4o 5

PT= e e 19'+4- 319" + gog” - 659" 159" 4 1%,

etc,
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5. Cherchons maintenant I'expression générale de ¢,.; or, a cause
de A, = o et de 'équation

A, —2A, + 1,
nous aurons

A, =1,
A, = 2A, + 1,
A, —2A, +1,

A= 24,, + 1,

A, = a2A,_, +1.

Ajoutons ces équations, apres avoir multiplié la premiere par 2’72, la

deuxiéme par o’?, la troisieme par 2=, ..., 'avant-derniére par 2:
P ’ ’ t

nous trouverons

PIasiE

A, =14242 4+ . 2" 42 =

De méme, a cause de B, — o et de I'équation

B,., = 3B, A, = 3B, + 2™~ —1,

nous aurons

B, =2 — 1,
B, =3B, -+ 2% —1,
B, — 3B, 42 —1,

B, = 3B,_, +2 % —1

L]

)

B, =3B, +2%—1.
Ajoutons a ces equations, apres avoir multipli¢ la premiere par 37,
la deuxieme par 37*,..., Pavant-derniére par 3, il viendra

B,=2'3%4 023" 2" 0 — (1 3 - B -3

! 2 Nr—aT
= n"'*l £+ <%\ —s—@) L (§Y '-—(’r—x» 33 30T,

! 2
’ A

O1..
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ou bien

Nous déduirons de méme de Iéquation

Gy = 4G, + B,

la tormule

G, — 41 =—3.3— +3.2""-—-1’

1.2.3

puis, de I'équation
Dr—a—i - 5Dr_!" Cr)
cette autre formule
Br— _4.4r~1 - 6.3— — 4 ot g
D, = A0 2T
1.2.3.4
et ainsi de suite. On apercoit aisément la loi de ces expresssions, et
I'on en conclut qu’en posant

=04 A"+ B¢" +.. 4+ GopPY - H g
on aura

o P (=2 i \pmtlip—2) (p8)
I R v S o ¥ wll o

H = T 1.2.3...(p—1)

Pour s’assurer de 'exactitude de cette formule, il suffit de vérifier
y

que, si elle a lien pour une certaine valeur de r, elle aura lien aussi

pour la valeur r—+ 1; or cela est facile 4 I'aide de 'équation

HI'+1 - PI-II -+ (;7;
en effet, si 'on y remplace H, par la valeur précédente, et G, par

v . —2 ,, (p—2)(p—3 -
p—a)r —P—T——(p-—z)”‘ +Lp__%%J (p—3)—t—.. .21

v.2 3. (p—2)

on trouve
—1 (p—1)(p—2 — —2 —3) b
p,-_p (p—‘z)’+‘p I)\;"’ )(P_Z)r_(p I)(Ip_z_:g(l) )(p—3)’~§—...il

T

Hopy = 1.2.3...(p—1)

R I ] Ve PR Betune e I i

>
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ce qui est la valeur écrite plus haut de H, ou r est remplacé par r+1.
On a donc généralement

) —_", g v dl [ '.‘..2"“' l’ _'l |__j 3r—/|+3‘?r I___l W
=y ;e 1.2 ¥ 1.2.3 v
[ NI et V1Y o VR VST L) Vit R VN S
I 1.2 1.2.3 P ST
1.2.3... (p—1)
. N W S P S
prr T e I GtV i) PRI el M Y| Gt P SR
R 1.2 i 1.2.3 T

1.2.3. . (r—1)

6. Remmarque. On peut obtenir sous une autre forme la valeur de g, :
d’abord on voit aisément, par les équations (12) ou par la regle pra-
tique donnée plus haut, que le coefficient de ¢”, dans cette valeur.
est I'unité. Posons donc

g, =20" + M, g" " 4+ N, o' + P 4.,
de sorte qu'on ait aussi
Loy =" = M7 = Ny o™ P e
Nous conclurons, de la regle qui vient d’étre rappelée,
M., =M+r, N, ,=N+7r—1 M, P_=P+r—2N,, et
Or Yéquation

Mrﬁ'{: Mr A

nous donne, 4 cause de M, = o,

M, =1,
M, =M, +2,
M, =M, +3.

M, =M,_, +r—ri,

d’ou, en ajoutant,
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Tl en résulte

rlr—aie
- -

Nr+| - Nr -+

et par suite, a cause de N, —=o,

3.0°

b
2

N, =N, +

N® = N,, —+ 4;311

d’ou, en ajoutant,

N — 2. 043,24 4.3 ., .. (r—1) {r—2)
N, = == i - Vo

Le numérateur du second membre s’évaluera a I'aide de la troisicme
des formules (9), en y supposant

a = 2, b:(;:r, m=—=r=a,
et I'on trouvera

)A(r—')) (3r’~—5'

N, — r{r—=1)(r—2)(3r—-5'

24 ’
on obtiendra de méme la formule

Tr—1,(r—2)*(r—3)*

48 '

P, =

et ainsi de suite. Nous avons donc

. rir—1) .. r—1){r—2)(3r—5}
@, = 90(’/ - _Lz _.’_.So\'—‘/‘ -+ i ,,J_,(-_’ ?_._4 ),(ﬁr,._‘i) o %

i

r{r—1) (r—2t (r— 3):

—

r—3 ——

La comparaison de cette équation avec l’équation (13} conduit aux
relations snivantes -
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e 1, p— {(r—1){r—2, L \T — f g
Pt —— (r— e ) =T r—

. A3}
r— 1)7‘—1__ 4 I 2 (,._,_ 2),-‘4_}__ _"4?\712 51 (11__3)7-4 L

. rir—r)
FI=r2 L (r—2) X =

e el =3 —4) ‘
,,.____,‘\r~4_ _’__" T AT Y | \_r—,,,_l e i
) — r—3)" = (r—4)

, o r{r—1y (r—2)(3r—5
r=r1.2..0r—3)x " ")'(*;;,“A
: 2

L S, rir—1)(r—2) (r—3)*
e r— g L

R

etc..
qui ont lieu pour les valeurs entiéres et positives de r.

7. Si maintenant, dans les équations (4), nous introduisons I'hy-
pothese

a=>b=r¢=...

nous en conclurons, en ayant égard aux équations (13} et (7).

. N 4-m),— (a),
a4+ (@a+r1) ~a+a2+..+ (e+rm—1) = e (a

Tmm——
2
; . N la +miy— ami - al,
@@ (a2 +. o (am—a)2= SR s R
. ‘a—+m),— (a), , (= — ()
A (@+1 o4 (a+m—1)P = 5_*_);_.(_): + a4 m); — (a)y + —

etc.,
et, généralement,

A

/ . . § L {a ,':_" R 1l Cet e \J__,. ~,‘.
[ @ a1y 4 (at0) o (b m— 1= ) 2 ) )

2 i 3
Ir—'—2. 21 {a+m), —(a) 4= —3.3 4+ 3. 0 —1 (a4 m),—(a,,
_+_ . s S A _J_ . [ N
r oo 1.2.3 5
) pr — (p—1)""+ r=rlp—2) (p—2)t—. .2 ;
) LU W 1.9 R T (a4m)p—a P

r.2.3...ip—1) #Hi
(@ 4+ mjpy — (@),

L T+
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Cette derniere équation est comprise elle-méme dans une autre plus

fo , R a N
générale, qu’on obtiendra en remplacant a par -+ el multipliant les

deux membres par 27; on trouve ainsi

j@ F{a+ R (@ 2h) + .+ [a+ (m— 1) A]

S e e
= Ao hja 4 (2h)=t — A \A s A\, 4+

2 1 2
" (phy—— ] (,;/1_/[)'~'+(”_‘l)——(?1”;2)(ph—zlz)r-z_‘1"“>({’:23>(P“3)(ph—3/z)r—-l+...i/zr—'
— ' I . 2 .2,
T 1.2.3...(p—1)
'a Y ’a: ‘((l /a\
(7i+i)1i-,(z_)&t e B e m)r—1 _ (5) —
- P+I 1 e r+I

Telle est la formule qui fait connaitre la somme des puissances de
degré r des termes d’une progression arithmétique.

FIN DU ONZIEMY VOLUME.
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