JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

J. BOUQUET
Note sur les surfaces orthogonales

Journal de mathématiques pures et appliquées 1'° série, tome 11 (1846), p. 446-450.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1846_1_11__446_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1846_1_11__446_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

446 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

v T AVVAV LA 14 AUV U ARV 4y

AN MAMAVIAATIAVLVA A N BETAAAY

NOTE

SUR LES SURFACES ORTHOGONALES ;

Par M. J. BOUQUET,

Professeur 4 la Faculté des Scicnces de Lyvon,

Dans le xxve® cahier du Jowrnal de I Ecole Polytechnique, M. Chasles,
a énoncé le théoreme suivant :

« Si l'on considére la série des surfaces déterminée par I'équation
w=f(x,r 2 =ua,

» lorsqu’on fait varier le parameétre ¢, on peut toujours déterminer
» deux autres séries de surfaces coupant les premiéres & angle droit et
» suivant leurs lignes de courbure ; ou, en d’autres termes, il existe
» deux nouvelles séries, qui, avec la premiére, forment un systeme de
» surfaces orthogonales deux 4 deux. »

-

-~

Peut-étre ; M. Chasles n’a-t-il point accordé une attention suffisante
a ce théoréme qui, dauns son travail, nétait qu’un accessoire; car la
couclusion & laquelle il a été conduit par un premier apercu ne me pa-
rait point rigoureuse.

Les tangentes aux lignes de courbure des surfaces z — ¢ se partagent
en deux groupes, et par chaque point de I'espace on peut mener une
tangente de I'un et de I'autre groupe. Or, en considérant toutes les tan-
gentes d’un méme groupe, il existerait , si le théoréme était exact, une
série de surfaces normales aux droites qui correspondent a leurs di-
vers points. Donc, en appelant X, Y, Z, des quantités proportionnelles
aux cosinus des angles que les tangentes aux lignes de courbure de
'un des groupes font avec trois axes rectangulaires, on devrait avoir
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identiquement, quels que soient x, ), 2,
, [ dY dZ dZ X0 o (X dY"
W xE-g) @) reE o) =
Pour ne point compliquer les calculs, supposons que, dans I'équation
u=o,
les variables &, r, z soient séparées, c'est-a-dire gqu’elle ait la forme

o (X) 40, () + 92 (3 = .

On aura
du _ du d’u _
dxdy - dydz  dzdx
alors on peut prendre
du due du
; . di _ (l; v dz x
2) X=gm— Y=g L= )

(Q ¢tant I'une des racines de I’équation du second degré

("du') 2 (du)'2 (du,‘) 2
3 AL dr M=
5/ o2y T N - du Q = o
dx® ayr Q elz?
Les équations () donnent
dQ dQ
dX o dy dX X dz
dy — S dwm | d= T dwm 07
dzt dx? *
dQ dQ
; cdY dz aY _y
“4) \ Tdz T d*u Y Tdx T din
.___Q e — Q)
dy* oy
dQ dQ
Y/ ., dz dZ ., dr
—_— e g ——— T L _VA,,',« -
dx d2u dy d*u )
dzt dr

i*] Voyer Calewl différenticl, par M. I"abbé Moigno, page 365.



448 JOURNAIL DE I\’IATHEMATJQUES
ce qui réduit 'équation (nNa
dQ I 1 dQ I I
YZEE— dw du + ZX[F d*u T dw
. P &~
( ) XY(IQ 1 1 _
+ dz du T da = 0.
o~ e
Mais de V’équation (3) on tire
di du {/du 2 oy
Azig_zﬁzlx—ﬂ__ \dx) dz®
dr ~— dwu d*n 3’
e N b
ou
R e
de méme
, 40 - d'u re A
2 N R 2 —
A d)’ = 2Y d)"‘ Y dy‘"’ bl
dQ d*u duy
2 AR g e oo du
A dz QL o Z dzﬁ,

en faisant, pour abréger,
A? = X% 4 Y2 72,
Si Pon substitue les valeurs précédentes des dérivées partielles de Q

dans I'équation (5, XYZ sera factear commun; en le supprimant et ré-
duisant au méme dénominateur, elle devient

T dw [dtu \ du d'u”| /du i
2l = —Zos | (5 — 77
du [d*u 3 du d’u”) [dn du
T2 -Z*Q)——“‘ P2y
dy* \dy , dy dy? dz? dat
[ d’u [da ) de d*u™] [du diu o
e m - ~EF | (@ -5 =,
ol
[ /d ) 2 da du) [du d*u )
2 (o) —mar | (G = e
X F d2u \ 2 du d*u”] [du e
6) {4 [a (P)) e e
dy* ) dy dy® dz? dx?
1. dlu\? du d*u d’u o .
12 \E) —wa | @ —ae) = o
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Or le premier membre de cette équation n’est pas identiquement nul,
ainsi que cela devrait étre pour 'exactitude du théoréme en question.

Si Pon prend. par exemple, les ellipsoides semblables représentés
par équation

1 x? ].: 21
et ETs) =

du x du 1 din
_—T= =y = = — —— ==0
dx a? dz? a? dz? ?

on a

et I'équation (6) devient
X (_l_ 1 1 f1 1) 1 L
)l -2l ol n) =

(@ — b%)(3* — ) (¢* — a®) = o,

ou

qui est impossible, tant que les ellipsoides ne sont pas de révolution.

La condition (6) n’est pas non plus satisfaite quand on remplace u
par l'une des fonctions

e*+ e’ +e*, sinx -+ sin y 4+ sinz, COSX -+ COS ) -+ COS Z;
mais elle 1’est pour

w=1(x)+ I(y;+ l(2),
car, alors,

du 1 d’n 1 d*u 2

— —_— =y
rl.z“‘ x?

» d\? duediu o
dx* dedg — 7

On peut prendre plus généralement

—a — T ey

de =z dx* " x?

d’ou

u=I1(x—a)+ l{x—b)t+ [{x — c).
Les séries de surfaces déterminées par les ¢quations

L)+ {y)+1{(z)=12,
ou
llx—a)*+ I(x —b)f+l{x —c)r =1,
Tome XI. — DeceEmpre 1846. 57
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sont les mémes que celles-ci:
xyz =%, {x —a)*(y —b)fz—c)y =1,

dans lesquelles le premier membre est le produit de trois fonctions ou
les variables sont séparces.

On pourrait, au reste, de la condition (6) déduire celle analogue
qui se rapporte au cas de

=g (x)9,(y) 9, (2):
car I'équation

P(X) 9 ()9 (3) =2
donne

lo(x) +1lo(y)+ lo(z) = I},

et 'on rentre dans le premier cas.
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