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OEUVRES MATHEMATIQUES

v’ Evariste GALOIS.

AVERTISSEMENT.

Le géometre ingénieux et profond, dont nous donnonsici les mu'vres,
est mort ayant vingt ans & peine; et encore a-i-11 dépensé stérilement,
dans les agitations de la politique, au milien des clubs ou sous les ver-
rous de Sainte-Pélagie, la plus grande partie des deux dernieres an-
nées d’une vie si courte. Tl était né le 26 octobre 1811; et au mois de
mai 1832 un fatal duel, venu sans doute i la suite de quelque querelle
frivole, Penleva aux sciences mathématiques, qu'il aurait cultivées
avec tant d’éclat!

Le principal travail d’Evariste Galois a pour objet les conditions de
résolubilité des équations par radicaux. L'auteur y pose les bases d’une
théorie générale qu’il applique en détail aux équations dont le degre
est un nombre premier. Dés P'4ge de seize ans, et sur les bancs du col-
lége Louis-le-Grand, ot ses heureuses dispositions furent encourageées
par un excellent professeur, par un excellent homme, M. Richard [*],
Galois s’était occupé de ce sujet difficile. 11 présenta successivemenl a
"Académie plusieurs Mémoires contenant les résultats de ses médita-
tions ; mais, a part quelques fragments, quelques notes, il ne nous reste

T

{*] M. Le Verrier, M. Hermite, et d’autres savants distingués, ont suivi la classe de
M. Richard. T.es bons éléves font la gloire du maitre.



382 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

aujourd’hui que celui qu’il remit en dernier lieu, le 17 janvier 1831,
Les Commissaires [*], dans leur Rapport, reprochérent an jeune ana-
lyste une rédaction obscure, et ce reproche qu’on avait adressé déja
(Galois lui-méme nous Papprend) 4 ses précédentes commiunications,,
était fondé, il faut 'avouer. Un désir exagéré de concision fut la cause
de ce défaut que 'on doit surtout tacher d’éviter en traitant les ma-
ticres abstraites et mystérieuses de PAlgcbre pure. La clarté¢ est, en
effet, d’autant plus nécessaire, qu’on a dessein d’entrainer le lecteur
plus loin des voutes battues et dans des conirées plus arides. « Quand
» il s'agit de questions transcendantes, soyez, disait Descartes, trans-
» cendentalement clairs. » Galois a trop souvent négligé ce précepte;
et nous comprenons que d’illustres géometres aient jugé convenable
d’essayer de ramener au droit chemin, par la sévérité de leurs sages
conseils, un débutant plein de génie, mais inexpérimenté. L’auteur
(quils censuraient était devant eux, ardent, actif, ii pouvait profiter
de leurs avis.

Mais & présent rout est changé. Galois n’est plus! Gardons-rious bien
de fe poursuivre inutiles critiques; laissons I les défauts, voyons les
qualités,

Lorsque, cédant au veeu des amis d’Evariste, je me suis livré,
pour ainsi dire sous les yeux de son frére ("], & étude attentive de
foutes les piéces imprimées ou manuscrites qu’il a laissées, j'ai douc eru
devoir me proposer comme but unique de rechercher, de démeéler,
pour le faive cnsnite ressortir de mon mieux, ce quil v a de nenf

[*] MM. Lacroix et Poisson rapporteur. On peul voir quelles étaient les conclusions
fun peu séehes) da Rapport par la maniére dont M. Lacroix s'exprime dans la sixiéme
tdition de ses Compléments dey Fléments d'Algébre, page 345 : « En 1831, un jeune
» Francais, Evariste Galois » mort 'aande suivante , avait annoncé, dans un Meémoire
» presenté i UAcadémic des Sciences, que, pour qu’une équation irréductible de degre
v premier soit soluble par radicauz, il faut ot il suffit que dewx quelcongues des racines
» flunt connues, les autres s'en déduisent rationnellement ; mais ce Mémoire parut a
= peu pres inintelligible aux Commissaires chargés de I'examiner »

M1 M. Alfred Galois.

' Ter e ey [EEREE NN RN RTET " Gon
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dans ces productions. Yon zéle a ¢té bientot récompensé, et j'ai joui
d’un vif plaisir au moment olt, apreés avoir comblé de légeres lacunes,
yai reconnu Pexactitude entiere de la méthode par laquelle Galois
prouve, en particulier, ce beau théoréme: Powur qidune équation irre-
ductible de degré premier soit soluble par radicaur, il faut et il suffit
que toutes les racines soient des fonctions rationnelles de deux queed-
conques d’entre elles. Cette méthode, vraiment digne de Vattention
des géometres, suffirait seule pour assurer & notre compatriote un

rang <ans le petit nombre des savants qui ont mérité le titre d’inven-
teurs.

Nous reproduirons d’abord les divers articles publiés par Galois,
de 1828 & 1830, dans les #nnales de M. Gergonne et dans le Bulletin
des Sciences de M. Férussac. Puis viendront les piéces inédites, et enfin
un commentaire ou nous nous proposons de compléter certains pas-
sages et d'éclaircir quelques points délicats.

La veille de sa mort, et dans la prévision du sort funeste qui Pat-
tendait, Galois traca rapidement le résumé des grandes idées dont il
était occupé, et adressa, sous forme de lettre, 4 son meilleur ami,
M. Auguste Chevalier, ce dernier écrit, sorte de testament scientifique,
que nous placerons comme préface des ceuvres posthumes, et qu’on ne
lira pas sans émotion en songeant dans quelle circonstance il fut com-
pos¢. Cette Lettre a ¢té insérée, en 1832, dans la Revue encyclopé-
digue, numéro de septembre, page 568. Une Notice nécrologique sur
Galois, par M. Auguste Chevalier, a para dans le méme numéro.
page 744. Nous n’avons pas cru a propos de la faire entrer dans notre
collection. Llle renferme des détails intéressants, mais, pour la plupart,
étrangers & la science. Et certaines assertions, certains jugements trop
absolus concernant les personnes et les choses, appelleraient peut-étre
des contradicteurs. Il est vrai qu’aux yeux mémes de ceux qui s’éloi-
gneraient le plus de ses opinions, I'auteur de cette Notice a d’avance
trouvé son excuse dans la tendre amitié qui Punissait 4 Galois.
Quant & nous, qui n’avons ni connu, ni méme jamais vu ce mal-
heureux jeune homme, nous nous renfermerons dans notre role de
géometre, et les observations que nous pourrons nous permettre.
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en publiant ses ceuvres sous Vinspiration de sa famille, ne porteroni
que sur les mathématiques.

Toul, le 30 octobre 1846

I. LiouviLue.

Nota. Les exagences de nos publications ordinaires et I'étendue des ceuvres de
Gralois nous empéchant de réunir ces ceuvres en un seul faisceau, nous les donnerons
en deux fois, partie dans ce volume et partie dans le suivant.
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Articles publiés par Galots dans les Annales de Mathématiques
de M. Gergonne.

Démonstration d’un théoréme sur les fractions continues périodiques|*).

On sait que si, par la méthode de Lagrange, on développe en fraction
continue une des racines d'une équation du second degré, cette fraction
continue sera périodique, et qu’il en sera encore de méme de 'une des
racines d’'une équation de degré quelconque, si cette racine est racine
d’un facteur rationnel du second degré du premier membre de la pro-
posée, auquel cas cette équation aura, tout au moins, une autre racine
qui sera également périodique. Dans I'un et dans I'autre cas, la frac-
tion continue pourra d’ailleurs étre immédiatement périodique ou ne
Pétre pas immédiatement; mais, lorsque cette derniere circonstance
aura lieu, il y aura du moins une des transformées dont une des racines
sera immédiatement périodique. '

Or, lorsqu’une équation a deux racines périodiques, répondant a
un méme facteur rationnel du second degré, et que I'une d’elles est
immédiatement périodique, il existe entre ces deux racines une rela-
tion assez singuliére qui parait n’avoir pas encore été remarquée, et qui
peut étre exprimée par le théoreme suivant :

Tutorkme. Si une des racines d’une équation de degré quelconque
est une fraction continue immédiatement périodique, cette équation
aura nécessairement une autre racine également pcériodique que {’on
ohtiendra en divisant Uunité négative par cette méme fraction continue
peériodique, écrite dans un ordre inverse.

Démonstration. Pour fixer les idées, ne prenons que des périodes
de quatre termes; car la marche uniforme du calcul prouve qu’il en
serait de méme si nous en admettions un plus grand nombre. Soit une

[*] Tome XIX des 4nnales, page 204 (1828-182q'. Galois était alors éléve an Collége
Louis-le-Grand. (J. L.)

Tome XI. — Ocrosre 1846. 49
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des racines d’'une équation de degré quelconque exprimée comme il
suit :

I'équation du second degré, i laquelle appartiendra cette racine, et qui
contiendra conséquemment sa corrélative, sera

xXx=a-+ ————
I
b+ -
{.‘—f—————~———-‘;
d-+
r
or, on tire de la successivement
I 1 1
a—r—=— —- 3 :—(b.+____
1 a—x
2 E— € —
I I
P — et
1 £
d-+
x
I 1 I
b+ = — , =—(c+ -,
a—.nr I I I
¢~ b 4~ d
1 a—x @x
A ———
T
1 I 1
¢+ . = - = —(d + -
b+ d g €4
a—x x 1
bt
aQa— T
1 4 1
d4— = — = e = —u,
I x 1
¢+ — d+-
i ]
b+ [/ SR ——
a — x 1
bt ——
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o est-a-dire
1
xX = — p
o A4 ——————
1
-

b+

a — I
¢'est done toujours 1a 'équation du second degré qui donne les deux
racines dont il ’agit; mais, en mettant continuellement pour x, dans
son second membre, ce méme second membre qui en est, en effet. la

valeur, elle donne

c'est donc la Pautre valeur de a, donnée par cette équation, valeur
qui, comme 'on voit, est égale & — 1 divisé par la premiere.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé que la racine proposée était
plus grande que I'unité ; mais, si I'on avait

L=

i
a -+

S —

P S —
d 4. ..

. I
on en conclurait, pour une des valeurs de =

1 I
=T
r

b+
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1 1 . . P
Pautre valeur de - serait donc, par ce qui précede,

I 1
—_— T e ’
&£ 1
d + -
¢+ S
b+ S
a+ S
d 4 —- !
e —
I
b e
+ @~ ...
d’ott Pon conclurait, pour I'autre valeur de x,
1
X == — ((/ -+
P
b+ '
a—+ o
o -4 ,_._JM _
¢ o e
b
a4 .,
ou
1
Xm=— 1 — 3
I
[ S
¢ 4~ ._.*i_._.~
@ e
i
d 4 —
¢t
b+ -
a -,

ce qui rentre exactement dans notre théoreme.

Soit A une fraction continue immédiatement périodique quelconque,
et soit B la fraction continue qu’on en déduit en renversant la période ;
on voit que, si I'une des racines d’une équation est x = A, elle aura

’ . . 1 .
nécessairement une autre racine x — — 55 or, si A est un nombre po-
sitif plus grand que 'unité, — - sera néeatif et compris entre o et

— 1; et, a linverse, si A est un nombre négatif compris entre o et —1,
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— %3 sera un nombre positif plus grand que I'unité. Ainsi, lorsque 'une

des racines d’une équation du second degré est une fraction continue
immédiatement périodique, plus grande que I'unité, Pautre est néces-
sairement comprise entre o et — 1; et réciproquement, si Pune d'elles
est comprise entre o et — 1, Pautre sera nécessairement positive et plus
grande que Punité.

On peut prouver que, réciproquement, si I'une des deux racines
d’une équation du second degré est positive, et plus grande que I'unité,
et que I'autre soit comprise entre o et —1, ces racines seront exprima-
bles en fractions continues immédiatement périodiques. En effet, soit
toujours A une fraction continue immédiatement périodique quel-
conque, positive et plus grande que l'unité, et B la fraction continue
immédiatement périodique qu’on en déduit, en renversant la période .
laquelle sera aussi, comme elle, positive et plus grande que l'unité. La
premiére des racines de la proposée ne pourra étre de la forme

1
X = P —+ X’
car alors, en vertu de notre théoréme, la seconde devrait étre

1
x‘za—f——l—:(l——B;

B

or a — B ne saurait étre compris entre o et 1 qu'autant que la partie
entiere de B serait égale 4 p, auquel cas la premiére valeur serait immeé-
diatement périodique. On ne pourrait avoir davantage pour la premiere

I .
valenr de x, x == p + -——, , car alors 'autre serait
g+ A

1 I
JT:P—F;‘_—B ou x:p—~§-:;,

or, pour que cette valeur fiit comprise entre o et — 1, il faudrait d'a-
bord que ﬁi—g fat égal a p, plus une fraction. Il faudrait donc que

B — ¢ fat plus petit que I'unité, ce qui exigerait que B fut égal ag, plus
une fraction; d’ou Yon voit que g et p devraient étre respectivement
égaux aux deux premiers termes de la période qui répond a B. ou aux
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deux derniers de Ia période qui répond a A; de sorte que, contraire-

L . 1 . . ‘g
ment 4 'hypothese, la valeur x = P+ — serait immédiatement

7+3

periodique. On prouverait, par un raisonnement analogue, que les pé-
riodes ne sauraient étre précédées d’un plus grand nombre de termes
n'en faisant pas partie.

Lors donc que 'on traitera une équation numeérique par la méthode
de Lagrange, on sera sir quil n’y a point de racines périodiques i
espérer tant qu’on ne rencontrera pas une transformée ayant au moins
une racine positive plus grande que 'unité, et une autre comprise
entre o et — 135 et si, en effet, la racine que I'on poursuit doit étre pé-
riodique, ce sera tout au plus  cette transformée que les périodes
conunenceront.

Si 'une des racines d’une équationdu second degré estnon-senlement
immédiatement périodique,, mais encore symétrique, c'est-a-dire si les
termes de la période sont égaux a égale distance des extrémes, on aura

. l Yz .
B=A; de sorte que ces deux racines seront A et — 1 Féquation sera
done

Ax? — (A~ 1)ax — A =o.
Réciproguement, toute équation du second degré de la forme
ax® —bxr —a=o

aura ses racines a la fois immédiatement périodiques et symétriques.
En effet, en mettant tour a tour pour x I'infini et — 1, on obtient des
résultats positifs , tandis qu’en faisant x =1 et & = o, on obtient des
résultats négatifs ; d’ou 'on voit d’abord que cette équation a une ra-
cine positive plus grande que I'unité et une racine négative comprise
entre o et — 1, et qu’ainsi ces racines sont immédiatement périodiques :
. - - - b SR LN
de plus, cette équation ne change pas en y changeant x en 25 dot
. . I R .
il suit que, si A est une de ses racines, P'autre sera — 1 etquiainsi,

dans ce cas, B =A.
Appliquons ces généralités a I'équation du second degré

322 — 162 + 18 = o}

e O L L T R SRR E PR AR Crs T
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on lui trouve d’abord une racine positive comprise entre 3et . en
posant

on obtient la transformée
35— ay — 3= o,

dont la forme nous apprend que les valeurs de y sont  la fois imme-
diatement périodiques et symétriques; en effet, en posant tour & tour

1 I ¥
MT——-[—{—Z, /L——-¢'+'}"' I»——I—F;:
on obtient les transformées
22! — 4z —3 =0, M- fft—a2=0, - 2u-—3=o0.

I.’identité entre les équations en « et en y prouve que la valeur posttive
de y est

y=14

1

2 + RS
I
- -
| e —
1
) + ————
1T+
sa valeur négative sera donc
T
- T
[ p— d
2 —+ —e
1 .+_ ,_.w_l_,.. B
1
T A —
L
R
les deux valeurs de x seront donc
- 1 . 1
x = 34 ——— y =3 = .
1 1
14 ot I+ —
1
A AR
1 1
P i — - e
! [
e o+ -
2 2 - L
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dont la derniére, en vertu de la formule connue
1 ¥
p = ; =p—1—+ —‘—“*'——I t

I+ -
q—1
devient
H
X =1+ ———
e ___l,,v_
I
Y
i
1+ —
1
[ e
T
2 -+ 7
1 -
1
T —+ l
2+ L -+ .

Notes sur quelques points d Analyse [*].

§ L. — Démonstration d’un théorcme d’analyse.

TriorkME. « Soient F et fx deux fonctions quelconques données ;
¢ onaura, quels que soient x et

F(z 4 h) — Fz \
e == o k),

flzx+h)— fzr T

» o étant une fonction déterminée, et 4 une quantité intermédiaire

» entrexetx + b »

LDémanstration. Posons, en effet,

Eloi)—Fr _
flr-+h)—fr ?

nn en déduira
Fix + k) — Pf{ax+ h) = Fo — Pfx:

[*] Arnales, tome XXI, page 182 11830~1831}. C’est par suite d'une faute d'ini—
pression quon vy lit: Galais, éléve & I’Ecole rormale, au lieu de Galois, (J. 1.
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d’ou Pon voit que la fonction Far — Pfx ne change pas quand ony
change a en x + k; d’ou il suit qu’a moins qu'elle ne reste constante
entre ces limites, ce qui ne pourrait avoir lieu que dans des cas parti-
culiers, cette fonction aura , entre x et & - %, un on plusieurs maxima
et minima. Soit & la valeur de x répondant & 'un d’eux; on aura évi-
demment

k=4 (P),
Y étant une fonction déterminée; donc on doit avoir aussi
P =gk,

» étant une autre fonction également déterminée; ce qui démontre le
théoréme.

De 1a on pent conclure, comme corollaire,, que la quantité

. Flx+h)—Fz .
lim = = &)

pour /i = o, est nécessairement une fonction de x, ce qui démontre , a
priori, Uexistence des fonctions dérivées.

§ II. — Rayon de courbure des courbes dans Uespace.

Le rayon de courbure d’une courbe en 'un quelconque de ses
points M est la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'intersection
du glan normal au point M avec le plan normal consécutif. comme il
est aisé de s’en assurer par des considérations géométriques.

Cela posé, soit (x, y, z) un point de la courbe ; on sait que le plan
normal en ce point aura pour équation
N} X e YT g — % =o,

: . ds < ds ds ’

X, Y, Z étant les symboles des coordonnées courantes. Ltutersection
de ce plan normal avec le plan normal consécutif sera donnee par le
systeme de cette équation et de la suivante

- d. (%) d. <Z—j)

(Y —y) ——~ +(Z—2

l
)

d
(1) (X—x)

N VN —
ds . / ds oo 2 ds

T'ome X1, — Ocrosre 1846. 20
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attendu que
d.l‘) 2 d},) 2 6_if 2 —
ds + ZZT + ds) ~— '

Or il est aisé de voir que le plan (1) est perpendiculaire au plan (N),

car on a

dzx , [dz dy dy dz (dz> .

Ed. (;,:-) - E;(i-(;l;> -+ d_S[l. \;l.;‘ = 0y
donc la perpendiculaire abaissée du point (x z) sur l'intersection

perp p ' Js

des deux plans (N) et (T) n’est autre chose que la perpendiculaire abais-
sée du méme point sur le plan (I). Le rayon de courbure est donc la
perpendiculaire abaissée du point (xr, y, z) sur le plan (I). Cette consi-
dération donne, tres-simplement, les théorémes connus sur les rayons
de courbure des courbes dans I'espace.

- i) 4D P ———

) [ N N TN E R Pl ey, T Hn



PURES ET APPLIQUEES. 395

Articles publiés par Galois dans le Bulletin des Seciences
11’1athématiques de M. Férussac.

Analyse d'un Mémoire sur la résolution algébrique des dquations[*|.

On appelle équations non primitives les équations qui étant, par
exemple , du degré mn, se décomposent en m facteurs du degré n, au
moyen d’une seule équation du degré /m. Ce sont les équations de
M. Gauss. les equations primitives sont celles qui ne jouissent pas
d’une pareille simplification. Je suis, a I’égard des équations primitives,
parvenu aux résultats suivants :

1°. Pour qu’une équation de degré premier soit résoiuble par radi-
caux, il faut et il suffit que denx quelconques de ses racines étant con-
nues, les autres s’en déduisent rationnellement.

2°. Pour qu’une équation primitive du degré m soit résoluble par
radicaux , il faut que rm=p’, P étant un nombre premier.

3°. A part les cas mentionnés ci-dessous, pour quune équation pri-
mitive du degré p” soit résoluble par radicanx, il faut que deux quel-
conques de ses racines élant connues, les autres s’en déduisent ration-
nellement.

Ala regle précédente ¢échappent les cas tres-particuliers qui suivent
1. Lecasdem = p* = g, = 25;

2% Le casde m = p” = 4, et généralement celui oir, a# étant un di-

¥
. —1 . .
viseur de E—*T, on aurait a premuer, et
p—
< b

———v=p {(mod.a".

o . .

a”(p—1)

L)

Ces cas s écartent toutefois fort peu de la regle générale.

[*] Bulletin, tome XIII, page 271 (année 1830, cahier d’avril ). (J. L}
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Quand m = g, = 25, 'équation devra étre du genre de celles qui
déterminent la trisection et Ja quintisection des fonctions elliptiques.

Dans le second cas, il faudra toujours que deux des racines étant
connues, les autres s’en déduisent, du moins au moyen d’un nombre

‘ . .. f—
de radicaux, du degré p, égal au nombre des diviseurs a” de f}_ =
qui sont tels que

p— ” .
—-———v=p (mod.a”), apremier.
a*(p—1)

Toutes ces propositions ont été déduites de la théorie des permuta-
hons.

Voici d’autres résultats qui découlent de ma théorie.

1%, Soient 4 le module d’une fonction elliptique , p un nombre pre-
mier donné > 3; pour que U'équation du degré p + 1, qui donne les
divers modules des fonctions transformées relativement au nombre p,
soit résoluble par radicaux , if Jaut de deux choses V'une: ou bien
qu'une des racines soit rationnellement connue, ou bien que toutes
sotent des fonctions rationnelles les unes des autres. 11 ne s’agit ici,
bien entendu, que des valeurs particulieres du module 4. 11 est évident
que la chose n’a pas lieu en général. Cette regle n’a pas lieu pour
p=5. ’

2°. Il est remarquable que équation modulaire générale du sixieme
degré, correspondant au nombre 5, peut s’abaisser 4 une du cinquiéme
degré dont elle est la réduite. Au contraire, pour des degrés supérieurs,
les équations modulaires ne peuvent s’abaisser [*]-

[*] Cette assertion n’cst pas tout a fait exacte, comme Galois en avertit lui-méme
dans sa Lettre 4 M. Auguste Chevalier, qu’on trouve plus bas. 11 dit en général au sujet
de 'article que nous reproduisons ici : La condition que j'ai indiquée dans le Bulletin
de Férussac pour la solubilité par radicaux est trop restreinte; il y a peu d’exceptions ,
mais il y en a. Quant aux équations modulaires en particulier, il déclare 1'abaissement
du degré p 1 au degré p possible, non-seulement pour p = 5, mais encore pour
p =17 etp = 11; mais il en maintient Pimpossibilité pour p > 11. (J. L)
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Note sur la résolution des Cquations numériques [*).

A . 14 3 r . r
M. Legendre a le premier remarqué que, lorsqu’une équation algé.
brique était mise sous la forme

ox = ax,

ou gx est une fonction de x qui croit constamment en meme tetups
que ., il était facile de trouver la racine de cette équation immeédiate-
ment plus petite qu’un nombre donné a, si v < a,etla racine immé-
diatement plus grande que a, s pa > a.

Pour le démontrer, on construit la courbe Y ==o¢x etla droite y— «.
Soit prise une abscisse = «, et supposons. pour fixer les idées, ca > «,
je dis qu’il sera aisé d’obtenir la racine immédiatement supérieure a a.
En effet, les racines de I'équation gor = x ne sont que les abscisses des
points d’intersection de la droite et de la courbe, et il est clair que 'on
s’approchera du point le plus voisin d’intersection, en substituant
Pabscisse @ I'abscisse ga. On aura une valeur plus approchée encore
en prenant gga, puis ggoa, et ainsi de suite.

Soit Fx =0 une équation donnée du degré n, et Fe=X — Y.
X etY n’ayant que des termes positifs. Legendre met successivement
Péquation sous ces deux formes

X=X = ” ——;(' ) x:pr: 7 ——;i,
=) 7

les deux fonctions gx et pa sont toujours, comme on voit, I'une plus
grande, Pautre plus petite que x. Ainsi, i Paide de ces deux fonctions,
on pourraavoir les deux racines de I'équation les plus approchées 'un
nombre donné a, I'une en plus et 'autre en moins.

Mais cette méthode a I'inconvénient d’exiger, & chaque opération,
I'extraction d’une racine »*". Voici deux formes plus commaodes.
Cherchons un nombre % tel, que la fonction

Fa

Ry

*1 Bulletin, tome XIII, page 413 (année 1830, cahier de juin). (J. 1.
| page 4 J ] .



398 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
croisse avec x, quand x > 1. (11 suffit, en effet, de savoir trouver les
racines d’une équation qui sont plus grandes que 'unité.)

Nous aurons, pour la condition proposée,

. X —aX'  aY —zY’
{ + — >~ >0, oubien 1 — ul

e Che T T

> 0;

or on aidentiquement
nX —xX’' >0, nY—xY > o;

il suftit donc de poser

rX — X’

A’.Z‘""' 1

<1 pour x> 1,

et il suffit pour cela de prendre pour 4 la valeur de la fonction nX — X’
relative 4 a0 = 1. ]
On trouvera de méme un nombre £ tel, que la fonction

. Fx

b
croitra avec x quand x sera > 1, cen changeant Y en X.
Ainsi, Péquation donnée pourra se mettre sous 'une des formes

Fa Fa
X == X+ 5> X = K~ 55—
ha hxn

qui sont toutes deux rationnelles, et donnent pour la résolution une
wéthode facile.

Sur la théorie des nombres [*|.

Quand on convient de regarder comme nulles toutes les quantités
qui, dans les calculs algébriques, se trouvent muitipliées par un nom-

[*] Bulletin, tome XTI, page 428 (année 1830, cahier de juin). Avec la Note sui-
vante : Ce Mémoire fait partie des recherches de M. Galois sur la théorie des permuta-
tions et des équations algébriques. (J. L.

LLE [ [ O LA L REN AT Bedlie ity 1 n
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bre premier donné p, et qu'on cherche, dans cette convention , les so-
lutions d’une équnation algébrique Far == 0, ce que M. Gauss désigne
par la notation Fx == 0, on n’a coutume de considérer que les solutions
enticres de ces sortes de questions. Ayant été conduit par des recher-
ches particuliéres a considérer les solutions incommensurables, je suis
parvenu a quelques résultats que je crois nouveaus.

Soit une pareille équation ou congruence, Fx = o, et p le module.
Supposons d’abord, pour plus de simplicité, que la congruence en
question n’adinette aucun facteur commensurable, ¢’est-a-dire qu'on
ne puisse pas trouver trois fonctions zax, Ux, yx telles que

g Yo = Fa P7x

Dans ce cas, la congruence n’admettra donc aucune racine entiere , ni
méme aucune racine incommensurable de degré infériear. 11 faut donc
regarder les racines de cette congruence comme des especes de sym-
boles imaginaires, puisqu’elles ne satisfont pas aux questions des
nombres entiers, symboles dont Pemploi, dans le calcul, sera sou-
vent aussi utile que celui de I'imaginaire y'— 1 dans I'analyse ordinaire.

C’est la classification de ces imaginaires, et leur réduction au plus
petitnombre possible, qui va nous occuper.

Appelons i Pune des racines de la congruence Far = o, que nous sup-
poserons du degré v.

Considérons expression générale

A a—+al +ai*+.. . +a,_, i,

ou @,a,,dy,...,ay_, représentent des nombres entiers. En donnant i ces
nombres toutes les valeurs, I'expression(A) en acquiert P’ quijouissent,
ainsi que je vais le faire voir, des mémes propriétés que les nombres
naturels dans la thdorie des résidus des puissances.

Ne prenons des expressions (A) queles p'—1 valeursoua, a,,a,.....
a._, nesont pas toutes nulles : soit o I'une de ces expressicns.

Si'on éleve successivement o aux puissances 2°, 3°..., on aura une
suite de quantités de méme forme [ parce que toute fonction dei peu
se réduire au (v — 1) degré]. Donc on devra avoir 2 =1, 7 étant un
certain nombre; soit 7 le plus petit nombre qui soit tel que l'on ait

L J
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2" = 1. On auraun ensemble de 7 expressions toutes différentes entre
elles,

n—4

1, o, ¢, ¢*,...,
Multiplions ces 7 quantités par une autre expression § de la méme
forme. Nous obtiendrons encore un nouveau groupe de quantités tou-
tes différentes des premieres, et différentes entre elles. Si les quantités (A )
ne sont pas épuisées,, on multipliera encore les puissances de « par une
nouvelle expression 7, et ainsi de suite. On voit donc que le nombre
n divisera nécessairement le nombre total des quantités (A). Ce nom-

bre étant p”— 1, on voit que n divise p” — 1. De la suit encore que 'on
aura

] . 4
o ~'=1, oublen o = a.

Ensuite on prouvera, comme dans la théorie des nombres , qu’ily a
des racines primitives ¢, pour lesquelles on ait précisément p’—1 =,
et qui reproduisent par conséquent, par I’élévation aux puissances.
toute la suite des autres racines.

Et une quelconque de ces racines primitives ne dépendra que d’une
congruence du degré », congruence irréductible, sans quoi I’équation
en i ne le serait pas non plus, parce que les racines de la congruence
en z sont toutes des puissances de la racine primitive.

On voit ici cette conséquence remarquable, que toutes les quantités
algébriques qui penvent se présenter dans la théorie sont racines d’é-
quations de la forme

v

xf = x.

Cette proposition, énoncée algébriquement, est celle-ci : Etant donnés
une {onction Fx et un nombre premier p, on peut poser

Jx.Fx = x? — x + pyx,

Jx et gx étant des fonctions entiéres, toutes les fois que la congruence
Fa = o (mod. p) serairréductible.

SiPon veut avoir toutes les racines d’une pareille congruence au
moyen d’une seule, il suffit d’observer que 'on a généralement

(Fa)?" = F (a?")

e e ERRRRRREERREERT " G
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et que, par conséquent, I'une des racines étant x, les autres seront
] Y X
xP, xP, ..., x? "

1l s’agit maintenant de faire voir que, réciproquement a ce que
nous venons de dire, les racines de ’équation ou de la congruence
x?’ = x dépendront toutes d’une seule congruence du degré v.

Soit en effet i une racine d’une congruence irréductible, et telle que
toutes les racines de la congruence x?’ = 2 soient fonctions rationnelles
de i. (1} est clair qu'ici, comme dans les équations ordinaires, cette
propriété a lieu [**].

[} est d’abord évident que le degré p. de la congruence en ¢ ne saurait
étre plus petit cue v, sans quoi la congruence

(») xP’ ' —1=o0

[*] De ce que les racines de la congruence irréductible de degre v
Fr—o
sont exprimees par la suite

z, xf, zP

on aurait tort de conclure que ces racines soient toujours des quantites exprimables par
radicaux. Voici un exemple du contraire :
La congruence irréductible

X4 1=0 {mod. 2)
donne
= -+ \/——_3
= ————-————2 — 9
qui se réduit a
% (mod. 2)

(8]

formule qui n'apprend rien.

[**] La proposition générale dont il s’agit ici peut s’énoncer ainsi: Etant donnee une
equation algébrique, on pourra trouver une fonction rationnelle 6 de toutes ses racines,
de telle sorte que, réciproquement, chacune des racines s’exprime rationnellement en 6.
Ce théoréme était connu d'Abel, ainsi quon peut le voir par la premi¢re partie du Me-
moire que ce célébre géométre a laissé sur les fonctions elliptiques.

~
Tome XI. — Ocrosae 1846. 21
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aurait toutes ses racines communes avec la congruence
xP'~ _1=o,

ce qui est absurde, puisque la congruence (v) n’a pas de racines égales,
comme on le voit en prenant la dérivée du premier membre. Je dis
maintenani que . ne peut non p]us étre > .
En effet, §’il en était ainsi, toutes les racines de la congruence

xP" = X *

devraient dépendre rationnellement de celles de la congruence
v

xP = .

Mais il est aisé de voir que si I'on a

op Y .
=,

toute fonction rationnelle 2 = /i donnera encore
(SiP = f(?") = fi, doa h? =h.

Donc toutes les racines de la congruence x?” =z lui seraient com-

munes avec 'équation "= x. Ce qui est absurde.
Nous savons donc enfin que toutes les racines de Péquation ou

congruence x?’ =g dépendent nécessairement d’une seule congruence
irréductible de degré v.

Maintenant , pour avoir cette congruence irréductible d’ou dépen-

dent les racines de 1a congruence x?’= x, la méthode la plus géné-
rale sera de délivrer d’abord cette congruence de tous les facteurs
comnauns qu’elle pourrait avoir avec des congruences de degré infé-
rieur et de la forme

p*

Xt = 2.

On obtiendra ainsi une congruence qui devra se partager en con-
gruences irréductibles de degré v. Et, comme on sait exprimer toutes
les racines de chacune de ces congruences irréductibles au moyen
d’une seule, il sera aisé de les obtenir toutes par la méthode de
M. Gauss.
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Le plus souvent, cependant, il sera aisé de trouver par le titonne-
ment une congruence irréductible d’un degré donné v, et ’on doit en
déduire toutes les autres.

Soient, pour exemple, p = 7, v = 3. Cherchens les racines de la
congruence
(1) x"=2x (mod. 7).

Jobserve que la congruence

{21 i* = a2 (mod. 7

étant irréductible, et du degré 3, toutes les racines de 1a congruence (1,
dépendent rationnellement de celle de la congruence (2), en sorte que
toutes les racines de (1) sont de la forme

3

'35 a —+ a,i + a,i*, oubien a + a,v2 + a,\4-

1l faut maintenant trouver une racine primitive, c’est-a-dire une

forme de U'expression (3) qui, élevée & toutes les puissances, donne
toutes les racines de la congruence

3 . [, B
x' =1, savoir a?* " =1 (mod. 7),

et nous n'avons besoin pour cela que d’avoir une racine primitive de
chaque congruence

xP=1, =1 xP=1.

[La racine primitive de la premiéreest — 1; celles de x*" — 1 = o
sont données par les équations

3

xt =a, x°=4,

en sorte que { est une racine primitive de x*" = 1.

Il ne reste qu’a trouver une racine de x'* — 1 = o, ou plutot de

Y — x
— = 0
xr — 1 ’

et essayons pour cela si Fon ne peut pas satisfaire 4 la question en
posant simplement x = a + a,7, au lien de a + a,i 4- a,i*; nous de-

21,
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vrons avoir
(a -+ d,i)“’ =1,

ce qui, en développant par la formule de Newton, et réduisant les
puissances de @, de a, et de i, par les formules

a1 — I, a'I"(P—I): 1, ¥ — 2,
se réduit
3[a — a*a? + (a*a? + a*at)i?] =1,
d’ou, en séparant,
3a — 3a*ai =1, aa?+ a? a; =o.

Ces deux derniéres équations sont satisfaites en posant ¢ = — 1,
a, = 1. Donc

— 14+

est une racine primitive de 2'* = 1. Nous avons trouvé plus haut,
- . .. 2 -
pourracines primitives dex? = 1 et de x* = 1, les valeurs — 1 et i3
il ne reste plus qu’a multiplier entre elles les trois quantités
- — 1, I, —1I-+1
etle produit { — i? sera une racine primitive de la congruence

x’ = 1,

Donc ici Pexpression i — i* jouit de la propriété, qu'en ’élevant i
toutes les puissances, on obtiendra 7* — 1 expressions différentes et de
la forme ’

a + a,i+ a,i’.
Si nous voulons avoir la congruence de moindre degré d’ou dépend
notre racine primitive, il faut éliminer ¢ entre les deux équations
= 3, =i— {2
On obtient ainsi
0 — o+ 2= o.

Tl sera convenable de prendre pour base des imaginaires et de re-

[T I [ N KL AR [ RN RN RN RN [ (R
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présenter par / la racine de cette équation, en sorte que
(@) i*—i+92=—o0,
et on aura toutes les imaginaires de la forme
a -+ a,i + a,i®,

en élevant i A toutes les puissances, et réduisant par I'équation (7).

Le principal avantage de la nouvelle théorie que nous venons d’ex-
poser est de ramener les congruences a la propriété (si utile dans les
équations ordinaires) d’admettre précisément autant de racines qu’il y
a d’unités dans Uordre de leur degré.

La méthode pour avoir toutes ces racines sera tres-simple. Premiere-
ment on pourra toujours préparer la congruence donnée Fxr = o, de
maniére i ce qu’elle n’ait plus de racines égales, ou, en d’autres ter-
mes, & ce qu'elle n'ait plus de facteur commun avec Far = o, et le
moyen de le faire est évidemment le méme que pour les équations or-
dinaires.

Ensuite, pour avoir les solutions enticres, il suffira, ainsi que M. Libri
parait en avoir fait le premier la remarque, de chercher le plus grand
facteur commun aFx = o et a xP~' —= 1.

Si maintenant on veut avoir les solutions imaginaires du second
degré, on cherchera le plus grand facteur commun a Fr=o et a
a~' = 1, et, en général, les solutions de T'ordre v seront données
par le plus grand commun diviseur & Fxr =o et a xP = 1.

C’est surtout dans la théorie des permutations, ot 'on a sans cesse
besoin de varier 1a forme des indices, que la considératicn des racines
imaginaires des congruences parait indispensable. Elle donne un moyen
simple et facile de reconnaitre dans quel cas une équation primitive est
soluble par radicaux, comme je vais essayer d’en donner en deux mots
une idée.

Soit une équation algébrique fx = o de degré p’; supposons que
les p’ racines soient désignées par x;, en donnant a ndice 4 les pr
valeurs déterminées par la congruence A?” — k (mod. p}.

Prenons une fonction quelconque rationnelle V des p~ racines x;.
Transformons cette fonction en substituant partout a l'indice & I'in-
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dice :ak + b)Y, a, b, r étant des constantes arbitraires satisfaisant aux

conditions de a?’~* = 1, b?" = (mod. p) et de r entier.

En donnant aux constantes «, b, r toutes les valeurs dont elles sont
susceptibles, on obtiendra en tout p*(p’ — 1)v maniéres de permuter
les racines entre elles par des substitutions de la forme (ks Eigpan?]s
et Ia fonction V admettra en général par ces substitutions p*(pr — 1) v
formes différentes.

Admettons maintenant que I'équation proposée fx = o soit telle,
que toute fonction des racines invariable par les p*(p» — 1)v permuta-
tions que nous venons de coustruire, ait pour cela méme une valeur
numeérique rationnelle.

On remarque que, dans ces circonstances, 'équation for = o sera
soluble par radicaux, et, pour parvenir & cette conséquence, il suffit
d’observer que la valeur substituée & k&, dans chaque indice, peut se
mettre sous les trois formes

ak 4 b =lah + b ) =a'h? + 0 =a k+b)7.

iLes personnes habituées 4 la théorie des équations le verront sans
peine,

Cette remarque aurait peu d'importance si je n’étais parvenu a dé-
montrer qué, réciproquement, une équation primitive ne saurait
éire soluble par radicaux, 4 moins de satisfaire aux conditions que je
viens d’énoncer. (J'excepte les équations du neuviéme et du vingt-
cinquieme degré.)

Ainsi, pour chaque nombre de la forme p’, on pourra former un
groupe de perinutations tel, que toute fonction des racines inva-
riable par ces permutations devra admettre une valeur rationnelle
quand P'équation de degré p, sera primitive et soluble par radicaux.

Diailleurs, il n’y a que les équations d’un pareil degré p” qui soient
a la fois primitives et solubles par radicaux.

Le théoreme général que je viens d’énoncer precise et développe les
conditions que j’avais données dans le Bulletin du mois d’avril. 1 in-
dique le moyen de former une fonction des racines dont la valeur sera
rationnelle, toutes les fois que P’équation primitive de degré p sera so-
luble par radicaux . et méne, par conséquent , aux caracteres de réso-
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lubilité de ces équations, par des calculs sinon praticables, du moins
ui sont possibles en théorie.

Il est & remarcuer que, dans le cas ou v == 1, les diverses valeurs de &
ne sont autre chose que la suite des nombres entiers. Les substitutions
de la forme (xz, Xu4.5) seront au nombre dep{p — 1).

La fonction qui, dans le cas des équations solubles par radicaux,
doit avoir une valeur rationnelle, dépendra, en général, d'une équa-
tion de degré 1.2.3...(p — 2), alaquelle il faudra, par conséquent.
appliquer la méthode des racines rationnelles.
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Lettre de Galois a M. Auguste Chevalier [*]-
( Insérée en 1832 dans la Revue encyclopédique, numéro de septembre, page 568.;

Mon cher ami,

Tai fait en analyse plusieurs choses nouvelles.

Les unes concernent la théorie des équations; les autres, les fonc-
tions intégrales.

Dans la théorie des équations, j’ai recherché dans quels cas les
équations étaient résolubles par des radicaux, ce qui m’a donné oc-
casion d’approfondir cette théorie, et de décrire toutes les transforma-
tions possibles sur une équation, lors méme qu'elle n’est pas soluble
par radicaux.

On pourra faire avec tout cela trois Mémoires.

e premier est écrit, et, malgré ce qu'en a dit Poisson, je le main-
tiens, avec les corrections que 1y ai faites.

Le second contient des applications assez curieuses de la théorie des
equations. Voici le résumé des choses les plus importantes :

1°. D'apres les propositions 11 et III du premier Mémoire, on voit
une grande différence entre adjoindre a4 une équation une des racines
d’une équation auxiliaire ou les adjoindre toutes.

Dans les deux cas, le groupe de 'équation se partage par 'adjonction
en groupes tels, que I'on passe de 'un a Cautre par une méme substi-
tution; mais la condition que ces groupes aient les mémes substitutions
w'a lieu certainement que dans le second cas. Cela s'appelle la décom-
position propre.

En d’autres terines, quand un groupe G en contient un autre H, le
groupe G peut se partager en groupes, que I'on obtient chacun en
opérant sur les permutations de H une méme substitution; en sorte

[*] Eerite, on se le rappelle, la veille de la mort de Pauteur. (J. L.
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G =H - HS 4+ HY +....

Ft ausst 1l peut se décomposer en groupes qui ont tous les mémes
substitutions |, en sorte quie

=0 TH T+

Ces deux genres de décompositions ne coincident pas ordinaire-
ment. Quand ils coincident, la décomposition est dite propre.

11 est aisé de voir que, quand le groupe d'une équation n’est suscep-
tible d’aucune décomposition propre, on aura beau transforiner ceite
équation , les groupes des ¢quations transformées aurent toujours le
méme nombre de permutations.

Au contraire,, quand le groupe d’une équation est susceptible d une
décomposition propre, en sorte qu’il se partage en M groupes de N per-
mutations, on pourra résoudre I'équation donnée au moyen de deux
équalions : 'une aura un groupe de M permutations, autre un de N
permutations.

Lors done qu’on aura épuisé sur le groupe d’une équation tout ce
qu'il y a de décompositions propres possibles sur ce groupe, on arri-
vera & des groupes qu’on pouria transformer, mais dont les permuta-
tions seront toujours en méme nombre.

Si ces groupes ont chacun un nombre premier de permutations.
Péquation sera soluble par radicaux; sinon, non.

Le plus petit nombre de permutations que puisse avoir un groupe
indécomposable, quand ce nombre n’est pas premier, est 5.4.3.

2°. Les décompositions les plus simples sont celles qui ont lien par
la msthode de M. Gauss.

Comme ces décompositions sont évidentes, meme dans la forme ac-
tuelle du groupe de 'équation, il est inutile de s’arréter longtemps
sur cet objet.

Quelles décompositions sont praticables sur une équation qui ne se
simplifie pas par la méthode de M. Gauss?

Yai appelé primitives les équations qui ne peuvent se simplifier par
la méthode de M. Gauss; non que ces équations soient reellement in-
décomposables, puisqu’elles peuvent méme se résoudre par radicaux.

Tome XI. — Novensse 1836. ha
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Comme lemme & la théorie des équations primitives solubles par ra-
dicaux, j’ai mis en juin 1830, dans le Bulletin de Férussac, nne ana-
lyse sur les imaginaires de la théoric des nombres.

On trouvera ci-jointe [*] Ia démonstration des théorémes suivants :

1°. Pour qu’une équation primitive soit soluble par radicaux, elle
doit étre du degré p», p étant premier.

2°. Toutes les permutations d’une pareille équation sont de la forme

Xr, tym. .. "1,H1f+[11 temte oy kB it B @R, A

ks Ly mm,... étant vy indices, qui, prenant chacun p valeurs, indiquent
toutes les racines. Les indices sont pris suivant le module p; cest-d-dire
que la racine sera la méme quand on ajoutera & I'un des indices un
maltiple de p.

Le groupe qu’on obtient en opérant toutes les substitutions de cette
torme linéaire contient, en tout,

pp—=np —p.{p— P’ ') permutations.

1l s’en faut que dans cette généralité les equations qui lui répondent
soient solubles par radicaux.

La condition que jai indiquée dans le Bulletin de Férussac pour que
Péquation soit soluble par radicaux est trop restreinte; il y a peu d’ex-
ceptions, mais il y en a.

La derniere application de la théorie des équations est relative aux
équations modulaires des fonctions elliptiques.

On sait que le groupe de 'équation qui a pour racines les sinus de
Pamplitude des p* — 1 divisions d’une période est celui-ci :

Xr.g ‘ruk—r-bl 5 ek+dl )
»ar conséquent I'équation modulaire corres ondante aura pour groupe
I I grouj

Lro  Xopibls

13 cka-di

3 .
dans laquelle 7 peut avoir les p + 1 valeurs

@, 0, 1, 2,y p—1.

[*{ Galois parle des manuscrits, jusqu’ici inédits, que nous publions. (J. L)

[T ' : [ (KN N BT F RN R [EERIR RN RN YR [l i
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Ainsi, en convenant que 4 peut étre infini, on peut écrire simplement

Y AP ‘Tilk:b .
ck+d

En donnant a «, 5, ¢, d toutes les valeurs, on obtient

(p=+1)pl{p—1)permutations.
Or ce groupe se décompose proprement en deux groupes, dont les
substitutions sont

Xp s X kil s
Chtd

ad — be étant un résidu quadratique de p.
L.e groupe ainsi simplifi¢ est de

, —1 .
(p+1) /)-/—;—- permutations.

Mais il est ais¢ de voir qu’il n’est plus décomposable proprement, 2
moins que p = 2, ou p = 3.

Ainsi, de quelque maniére que I'on transforme I'équation, son
groupe aura foujours le méme nombre de permutations.

Mais il est curienx de savoir si le degré peut s’abaisser.

Ft d’abord il ne peut s'abaisser plus bas que p, puisqu’'une équation
de degré moindre que p ne peut avoir p pour facteur dans le nomhre
des permutations de son groupe.

Voyons donc si équation de degré p + 1, dont les racines x; s’in-
diquent en donnant a 4 toutes les valeurs, y compris l'infini, et dont
le groupe a pour substitutions

Xy, X kv s
ch+d

ad — be étant un carré, peut s'abaisser au degré p.
Or il faut pour cela que le groupe se décompose (improprement,

3 — § .
s'entend) en p groupes de (p + 1)%— permutations chacun.
Soient o et <« deux lettres conjointes dans l'un de ces groupes. Les

substitutions qui ne font pas changer o et « de place seront de Ia
forme
Xyy Yin? g

Aa..
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Donc si M est la lettre conjointe de 1, la lettre conjointe de m? sera
in* M. Quand M est un carré, on aura donc M?* = 1. Mais cette simpli-
fication nc peut avoir lieu que pour p =5,

o — 3l A )——I 3
Pour p =7 on trouve un groupe de (p + 1) [—?— permutations, ou

w1 2 4

ont respectivement pour lettres conjointes
o036 5.

Ce groupe a ses substitutions de la forme

'rko xa %?{‘ E)
b étant la lettre conjointe de ¢, et  une lettre qui est résidu ou non
résidu en méme temps que c.
Pour p = 11, les mémes substitutions auront lieu avec les mémes
notations,
® 134509

ayant respectivement pour conjointes
02638 101

Ainsi, pour les cas de p =5, 7, 11, I'équation modulaire s’ abaisse au
degré p.

En toute rigueur, cette réduction n’est pas possible dans les cas
plus élevés.

Le troisicme Mémoire concerne les intégrales.

On sait qu'une somme de terines d’une méme fonction elliptique se
réduit toujours i un seul terme, plus des quantités zlgébriques ou loga-

rithmiques.

1l n’y a pas d’autres fonctions pour lesquelles cette propriété ait lieu.

Mais des propriétés absolument semblables y suppléent dans toutes
ies intégrales de fonctions algébriques.

On traite a la fois toutes les intégrales dont la différentieile est unc
fonction de la variable et d’une méme fonction irrationnelle de la va-
riable, que cette irrationnelle soit ou ne soit pas un radical, qu'elle
s'exprime ou ne s'exprime pas par des radicaux.
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On trouve que le nombre des périodes distinctes de I'intégrale la
plus générale relative i une irrationnelle donnée est toujours un nombre
pair.

Soit 272 ce nombre, on aura le théoreme suivant :

Une somme quelconque de termes se réduit & 7z termes, plus des
quantités algébriques et logarithmiques.

Les fonctions de premiere espece sont celles pour lesquelles la partie
algébrique ct logarithmique est nulle.

Il y en an distinctes.

Les fonctions de seconde espece sont celles pour lesquelles la partie
complémentaire est purement algébrique.

1l y en a 2 distinctes.

On peut supposer que les différentielles des autres fonctions ne soient
jamais infinies qu’une fois pour x=a, et, de plus, que leur partie com-
plémentaire se réduise & un seul logarithme ; log P, P ¢tant une quan-
tité algébrique. En désignant par 1T (x, a) ccs fonctions, on aura fe
théoréme

1 (x, a) — I (@, x) = Xpayx,

] T

ca et pa étant des fonctions de premiere et de seconde espece.
On en déduit, en appelant TI (@) et & les périodes de I (i, @) et vx
relatives 3 une méme révolution de x,

H (a) = 2§ > g

Ainsi les périodes des fonctions de troisi¢cme espece s’expriment tou-
jours en fonctions de premiere et de seconde espece.

On peut en déduire aussi des théoremes analogues au théoreme de
Legendre

FI’ + EF — FF' = g

La réduction des fonctions de troisieme espece a des intégrales déti-
nies, qui est la plus belle découverte de M. Jacobi, nest pas prati-
cable, hors le cas des fonctions elliptiques.

La multiplication des fonctions intégrales par un nombre entier est
toujours possible, comme Paddition, an moyen d’une équation de
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degré 2 dont les racines sont les valeurs 4 substituer dans Pintégrale
pour avoir les termes réduits. .

Léquation qui donne la division des périodes en p parties égales est
du degré p** — 1. Son groupe a en tout

20—

(P> — 1) (p™ — p).. (p* — p*~') permutations.

L’équation qui donne la division d’'une somme de 7 termes en P
parties égales est du degré p2«. Elle est soluble par radicaux.

De la transformation. On peut d’abord, en snivant des raisonnements
analogues & ceux qu’Abel a consignés dans son dernier Mémoire, dé-
montrer ue si, dans une méme relation entre des intégrales, on a les
deux fonctions

SOz, X)dee, [V (y,Y)dy,

la derni¢re intégrale ayant an périodes, il sera permis de supposer
que y et Y s’expriment moyennant une seule équation de degré n en
fonction de x et de X,

D’apres cela on peut supposer que les transformations aient lien
constamment entre deux intégrales seulement, puisqu’on aura évidem-
ment, en prenant une fonction quelconque rationnelle de ¥ et de Y,

2[f(y, Y)dy = [F(x, X) dx + une quant. alg. et log.

11 y aurait sur cette équation des rédnctions évidentes dans le cas
ou les intégrales de 'un et de I'autre membre n’auraient pas toutes.
deux le méme nombre de périodes.

Ainsi nous n’avons & comparer que des intégrales qui aient toutes
deux le méme nombre de périodes.

On démontrera que le plus petit degré dirrationnalité de deux pa-
reilles intégrales ne peut étre plus grand pour 'une que pour Pautre.

On fera voir ensuite qu’on peut toujours transformer une intégrale
donnée en une antre dans laquelle une périnde de la premiére soit di-
visée par le nombre premier p, et les an — 1 autres restent les mémes.

11 ne restera donc & comparer que des intégrales ol les périodes
seront les mémes de part et d’autre, et telles par conséquent que n
termes de I'une s’expriment sans antre équation gu’une seule du
degré n, au moyen de ceux de Pautre, et réciproquement. Ici nous

ne savons rien.

[ LR N A K R R N vt i [ (1
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Tu sais, mon cher Auguste, que ces sujets ne sont pas les seuls que
jaie explorés. Mes principales mdditations, depuis quelque temps,
étaient dirigées sur 'application a I'analyse transcendante de la théorie
de Pambiguité. Ti s’agissait de voir & priori, dans une relation entre
des quantités ou fonctions transcendantes , quels échanges on pouvait
faire, quelles quantités on pouvait substituer aux quantités données,
sans que la relation pht cesser d’avoir lieu. Cela fait reconnaitre de
suite Pimpossibilité de beaucoup d'expressions que 'on pourrait cher-
cher. Mais je n’ai pas le temps, et mes idées ne sont pas encore bien
développées sur ce terrain, qui est immense.

Tu feras imprimer cette Lettre dans la Revice encyclopédique.

Je me suis souvent hasardé dans ma vie a avancer des propositions
dont je n’étais pas str; mais tout ce que j’ai écrit L est depnis bientot un
an dans ma téte, ct il est trop de mon intérét de ne pas me tromper
pour qu'on me soupgonne d’avoir énoncé des théoremes dont je n’au-
rais pas la démonstration complete.

Tu prieras publiquement Jacobi ou Gauss de donner leur avis, non
sur la vérité, mais sur Pimportance des théoremes.

Apres cela, il y aura, jespére, des gens qui trouveront leur profit
a déchiffrer tout ce gachis.

Je fembrasse avec effusion.

E. Gavrors.

Le 29 mai 1832.

Note de M. LiouviLLE.

En insérant dans leur Recueil la Lettre qu’on vient de lire|*], les
éditeurs de la Revue encyclopédique annoncaient qu’ils publieraient
prochainement les manuscrits laissés par Galois. Mais celte promesse

Nous avons déja dit qu'une Notice nécrologique sur Galois (par M Auguste Che-
valier’ a paru dans le méme numeéro { page 774).

"
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n'a pas été tenue, M. Auguste Chevalier avait cependant préparé le tra-
vail. 1l nous a remis et on trouvera dans les feuilles qui vont suivre :
i°. Un Mémoire entier sur les conditions de résolubilité des équa-
tions par radicanx, avec 'application aux équations de degré premier;
2. Un {ragment d’un second Mémoire o Galois traite de la
théorie générale des équations qu’il nomme primitives.

Nous avons conservé la plupart des notes que M. Auguste Chevalier
avait jointes aux Mémoires dont nous venons de parler. Ces notes
sont toutes marquées des initiales A. Ch. Les notes non signées sont
de Galois lul-méme.

Nous compléterons cette publication par quelques autres morceaux
extraits des papiers de Galois, et qui, sans avoir une grande impor-
tatice, pourront cependant encore étre lus avec intérét par les géo-
metres.

B s o= 1 2= —
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MEMOIRE

Swur les conditions de résolubilité des équations par radicanx.

Le Mémoire ci-joint [] est extrait d’un ouvrage que jai eu Phonneur
de présenter a ’Académie il y a un an. Cet ouvrage n’ayant pas été
compris, les propositions qu’il renferme ayant été révoquées en doute,
yai dit me contenter de donner, sous forme synthétique, les principes
généraux , ct une seule application de ma théorie. Je supplie mes juges
de lire du moins avec attention ce peu de pages.

On trouvera ici une condition générale i laquelle satisfait toute
équation soluble par radicawzx, et qui réciproquement assure leur réso-
lubilité. On en fait application seulement aux équations dont le degré
est un nombre premier. Voici le théoreme donné par notre analyse :

« Pour qu'une équation de degré premier, qui n’a pas de diviseurs
» commensurables, soit soluble par radicaux, il faut et il suffit que
» toutes les racines soient des fonctions rationnelles de deux quelcon-
» ques d’entre elles. »

Les autres applications de la théorie sont elles-mémes autant de
théories particuliéres. Elles nécessitent d’ailleurs Pemploi de la théorie
des nombres, et d’un algorithme particulier : nous les réservons pour
une autre occasion. Elles sont en partie relatives aux équations modu-
Jaires de la théorie des fonctions elliptiques, que nous démontrons ne
pouvoir se resoudre par radicaux.

Ce 16 janvier 1831.

E. Gavois.

[*] Fai jugé convenable de placer en téte de ce Mémoire la préface qu’on va lire, bien
que je Vaie trouvée biffée dans le manuscrit. A, Cn.

Tome XI. -~ Novemage 1346, 53
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PRINCIPES.

Je commencerai par établir quelques définitions et une suite de
lemmes qui sont tous connus.

Définitions. Une équation est dite réductible quand elle admet des
diviseurs rationnels; irréductible dans le cas contraire.

1 faut ici expliquer c¢¢ qu'on doit entendre par le mot rationnel,
car il se représentera souvent.

Quand P'équation a tous ses coefficients numériques et rationnels,
cela veut dire simplement que ’équation peut se décomposer en fac-
teurs qui aient leurs coefficients numeériques et rationnels.

Mais quand les cocflicients d’une équation ne seront pas tous numé-
riques et rationnels, alors il faudra entendre par diviseur rationnel
un diviseur dont les coefficients s’exprimeraient en fonction rationnelle
des coefficients de la proposée, en général par quantité rationnelle, une
quantité qui s’exprime en fonction rationnelle des coefficients de la
proposée.

1l y a plus: on pourra convenir de regarder comme rationnelle
toute fonction rationnelle d’'un certain nombre de quantités détermi-
nées , supposées connues i priori. Par exemple, on pourra choisir une
certaine racine d’un nombre entier, et regarder comme rationnelle
tonte fonction rationnelle de ce radical.

Lorsque nous conviendrons de regarder ainsi comme connues de
certaines quantités, nous dirons que nous les adjoignons i I'équation
qu’il s’agit de résoudre. Nous dirons que ces quantités sont adjointes
a I’équation.

Cela posé, nousappellerons rationnelle toute quantité quis’exprimera
en fonction rationneile des coefficients de Péquation et d’un certain
nombre de quantités adjointes a1'équation et convenues arbitrairement.

Quand nous nous servirons d’équations auxiliaires, elles seront ra-
tionnelles, si leurs coefflicients sont rationnels en notre sens.

On voit, au surplus, que les propriétés et les difficultés d’une équa-
tion peuvent étre tout & fait différentes suivant les quantités qui lui
sont adjointes. Par exemple, Padjonction d’une quantité peut rendre
réductible une équation irréductible.

) B R N S NI T K 1
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Ainsi, quand on adjoint a 'équation

Tt — 1 s .

— = 0, ou n est premier,
une racine d'une des équations auxiliaires de M. Gauss , cette équation
se décompose en facteurs, et devient par conséquent réductible.

Les substitutions sont le passage d'une permutation a Pautre.

La permutation d’ott on part pour indiquer les substitutions est
toute arbitraire, quand il s’agit de fonctions; car il n’y a aucune raiscu
pour que, dans une fonction de plusieurs lettres, une lettre occupe un
rang plutot qu’un autre.

Cependant, comme on ne peut guere se former I'idée d’une substi-
tution sans se former celle d’'une permutation , nous ferons dans le lan-
gage un emploi fréquent des permutations, et nous ne considérerons
les substitutions que comme le passage d’une permutation a une autre.

Quand nous voudrons grouper des substitutions, nous les ferons
tontes provenir d’une mérme permutation.

Comme il s’agit toujours de questions ou la disposition primitive
des lettres n’influe en rien dans les groupes que nous considérerons ,
on devra avoir les mémes substitutions , quelle que soit la permutation
d’ou I'on sera parti. Donc, si dans un pareil groape on a les substitu-
tions S et T, on est stir d’avoir la substitution ST.

Telles sont les définitions que nous avons cru devoir rappeler.

Lemwe I. « Une équation irréductible ne peut avoir aucune ra-
» cine commune avec une équation rationnelle, sans la diviser. »

Car le plus grand commun diviseur entre I'équation irréductible
et 'autre équation, sera encore rationnel; dong, etc.

Leane L. « Etant donnée une équation quelconque, qui n’a pas
» de racines ¢gales , dont les racines sont a, b, ¢,..., on peut tou-
» jours former une fonction V des racines , telle qu’aucune des valeurs

» que I'on obtient en permutant dans cette fonction les racines de
» toutes manieres, ne soient égales. »

Par exemple, on peut prendre

V=Aa+Bb+Cec—+ ...

-4

A, B, C étant des nombres entiers convenablement choisis.
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Lenwe III. « La fonction V étant choisie comme il est indigué
» dans larticle précédent, elle jouira de cette propriété, que toutes
» les racines de I’équation proposée s’exprimeront rationnellement en
fonction de V. »
£n effet, soit
V=ola, b, c,d,...),
ou bien
V—ol,b,c,d,...)=o.

Multiplions entre elles toutes les équations semblables, que I'on ob-
tient en permutant dans celles-ci toutes les lettres , la premiere seule-
ment restant fixe; il viendra une expression suivante :

V—ygia,bye,d,.. )} [V—o(a,c,b,d,. )\ [V—4la,b,d,c,...}... ,
' _ ) ¢ ‘A

symétrique en b, ¢, d,..., laquelle pourra par conséquent s’écrire en
fonction de a. Nous aurons donc une équation de la forme

F(V,a)=o.

Or je dis que de 1a on peut tirer la valeur de a. 11 suffit pour cela de
chercher la solution commune a cette équation et i la proposée. Cette
solution est la seule commune, car on ne peut avoir, par exemple,

F(V,b):o,

cetle équation ayant un facteur commun avec ’égquation semblable,
sans quoi I'une des fonctions ¢ (a, .. .) serait égale & I'une des fonc-
tions ¢ (b, ...); cequi est contre I'hypothése.

Il suit de la que a s’exprime en fonction rationnelle de V, et il en

est de méme des autres racines.
Cette proposition [ *] est citée sans démonstration par Abel, dans le

Mémoire posthume sur les fonctions elliptiques.

Lemmr IV. « Supposons que 'on ait formé Péquation en V, et

[] 1l est remarquable, que de cette proposition on peut conclure que toute équa-
tion dépend d’une équation auxiliaire telle, que toutes les racines de cetie nouvelle
] q ! » q
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» que 'on ait pris I'un de ses facteurs irréductibles, en sorte que V
» soil racine d’une équation irréductible. Soient V, V', V7, ... les ra-
» cines de cette équation irréductible, Si @ = f{V) est une des racines
» dela proposée, f( V') de méme sera une racine de la proposée. »

En effet, en multipliant entre eux tous les facteurs de la forme
V—og(a,b,c,...,d), oulon aura opéré sur les lettres toutes les
permutations possibles, on aura une équation rationnelle en V, la-
quelle se trouvera nécessairement divisible par P'équation en ques-
tion; done V' doit s’obtenir par I'échange des lettres dans la fonction V.
Soit T (V, a)= o Péquation qu’on obtient en permutant dans V toutes
les lettres, hors la premiére. On aura donc F(V', b)=o, b pou-
vant étre égal & @, mais étant certainement 'une des racines de }équa-
tion proposée; par conséquent, de méme que de la proposée et de
F(V,a)=o0 est résulté a = f(V), de mcme il résultera de la pro-
posée et de F (V', b) = o combinées, la suivante b = (V).

PROPOSITION 1.

TurorimME. « Soit une équation donnée, dont a, b, ¢, ... sont les
» m racines. 11 y aura toujours un groupe de permutations des lettres
» a, b, c,...quijouira de la propriété suivante : | _

» 1° Que toute fonction des racines, invariable [*] par les substi-
» tutions de ce groupe , soit rationnellement connue ;

» 2° Réciproquement, que toute fonction des racines, déterminable
» rationnellement, soit invariable par les substitutions. »

¢quation soient des fonctions rationnelles les unes des autres; car 'équation auxiliaire
en V est dans ce cas.

Au surplus, cette remarque est purement curieuse. En effet, une cquation qui a
cetie propricte n’est pas , en géneral, plus facile a résoudre qu'une auntre.

[*] Nous appelons ici invariable non-seulement une fonction dont la forme ust
invariable par les substitutions des racines entre elles, mais encore celle dont la valew
numérigue ne varierait pas par ces substitutions. Par exemple, st Fz =0 est une cqua-
tion , Fir est unc fonetion des racines qui ne varie par ancnne permutation.

Quand noas disons qu'une fonction est rationnellement connue, nouws voulons dire
(ue sa valeur numerique est exprimable en fonction rationnelle des coefficients de I'v-
¢pration ct des quantités adjointes.
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(Dans le cas des équations algébriques, ce groupe n’est autre chose
que Yensemble des 1.2.3.... m permutations possibles sur les m
lettres, puisque, dans ce cas, les fonctions symétriques sont seules

déterminables rationnellement.)
x’l ———

(’ Dans le cas de I'équation

1 .13
=o0, stl’on =r, b=rs
— . suppose @ , ,

¢c=r¢,..., gétant une racine primitive, le groupe de permutations
sera simplement celui-ci :

abed . . . .. . .k
bed. . ... .. ka
cd. . ... .. . kab
kabe . . . . . . L0

dans ce cas particulier, le nombre des permutations est égal au degré
de 'équation, et la méme chose anrait lieu dans les équations dont
toutes les racines seraient des fonctions rationnelles les unes des
autres. )

Demonstrarion. Quelle que soit I'équation donmée, on pourra
trouver une fonction rationnelle V des racines, telle que toutes les
racines soient fonctions rationnelles de V. Cela posé, considérons I'équa-
tion irréductible dont V est racine (lemmes I1I et IV). Soient V, V'
V7, ..., V® Y les racines de cette équation.

Soient ¢V, ¢,V, ¢,V,..., ¢,_,V les racines de la proposée.

Ecrivons les n permutations suivantes des racines

(V) SD-V’ ?1V7 902V7' e C,Dm—iva
(V’) (onl? ?4V/9 992V’7 e (?lrz—{V,y
(V”) CPV”7 ?IV”7 %V”a s ‘Pm—iV”a

<V(n—1‘,> l QDV{’t_‘), cin"”‘”,

N S . B

902Vm_”’ rees @ 4‘7‘(’!'-'4);

je dis que ce groupe de permutations jouit de la propriété énoncée.
En effet, 1° toute fonction F des racines, invariable par les substi-
tutions de ce groupe, pourra étre écrite ainsi: F = 4V, et 'on aura

YV = ¢V = ¢V = ... = Ve,

La valeur de F pourra donc se déterminer rationnellement.

[ L R I NIRRT (RN R RN RN ENETR
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2. Réciproquement. Si une fonction F est déterminable rationnel-
Jement, et que 'on pose F = ¢V, on devra avoir

GV = GV = V" = . .= Ve,

puisque I'équation en V n’a pas de diviseur commensurable et que V
satisfait a I'équation F = ¢V, T étant une quantité rationnelle. Donc
la fonction F sera nécessairement invariable par les substitutions du
groupe écrit ci-dessus.

Ainsi, ce groupe jouit de la double propriéte dont il s'agit dans le
théoréme proposé. Le théoréme est donc démontre.

Nous appellerens groupe de I’équation le groupe en question.

Scolie 1. 1l est évident que dans le groupe de permutations dont il
¢'agil ici, la disposition des lettres n’est point a considérer, mais seule-
ment les substitutions de lettres par lesquelles on passe d’'une permu-
tation a I'autre.

Ainsi Pon peut se donner arbitrairement une premiere permutation,
pourvu que les autres permutations s'en déduisent toujours par les
mémes substitutions de lettres. Le nouveau groupe ainsi formé jouira
évidemment des mémes propriétés que le premier, puisque dans le
théoréme précédent, il ne s'agit que des substitutions que Pon peut
faire dans les fonctions.

Scolie 2. Les substitutions sont indépendantes méme du nombre
des racines.

PROPOSITION 11,

Tuiorime [*]. « Silon adjoint & une ¢quation donnée la racine r

{*] Dans I'énoned du theoréme, aprés ces mots: « la racine 7 d'une équation auxi-
liaire trréductible, » Galois avait mis d’abord ceux-ci: « de degre p promicr, » gu'il
a effacés plus tard. De méme, dans la démonstration, au leu de « 7, r/y 27,00 etant
dautres vateurs de 7, » la rédaction primitive portait: « r, 77, r” ... otant les diverses
valenrs de 7. » Enfin on tronve 2 la marge du manuscrit la note suivante de Pauteur :

« Tlv a quelgue chosc i completer dans cette démonstration. Je n’ai pas le temps. »

Cetle ligne a €t jetée avec une grande rapidité sur le papier; circonstance qui, jointe
aux mots: « Je n’al pas le temps » , me fuit penser gue Galois a reln son Mémoire pour

le corriger avant d’aller sur le terrain. A.CH,
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» d’une équation auxiliaire irréductible, 1° il arrivera de deux choses
» l'une : ou bien le groupe de I'équation ne sera pas changé, ou bien
» il se partagera en P groupes appartenant chacun a I'équation pro-
» posee respectivement quand on lui adjoint chacune des racines de
» Péquation auxiliaire; 2° ces groupes jouiront de la propriété re-
» marquable, que I'on passera de:I'una 'autreen opérant dans toutes
» les permutations du premier une méme substitution de lettres. »
1°. Si, apres 'adjonction de r, Péquation en V, dont il est question
plus haut, reste irréductible, il est clair que le groupe de I'équation
ne sera pas changé. Si, au conlraire, elle se réduit, alors I’équation en
V se décomposera en p facteurs, tous de méme degré et de la forme

J(Vor) < f(V,r) XSV, )y =< ..,

r, v, r’, ... étant d’autres valeurs de r. Ainsi le groupe de I’équation
proposée se décomposera aussi en groupes chacun d’un méme nombre
de permutations, puisqu’a chaque valeur de V correspond une permu-
tation. Ces groupes seront respectivement ceux de Péquation proposée,
quand on lui adjoindra successivement ry 'y r', ...

2°. Nous avons vu plus haut que toutes les valeurs de V étajent des
fonctions rationnelles les unes des autres. D’aprés cela,, supposons que
V étant une racine de f(V, ) = o, F(V) en soit une autre; il est clair
que de méme si V' est une racine de SV, 7)) =0, F(V') en sera une
autre; car I'on aura

J [F(V), r] = une fonction divisible par f(V, ).
Donc (lemine 1)
JSIF(V'), r'] = une fonction divisible par f(V/, r).
Cela posé, je dis que I'on obtient le groupe relatif r’ en opérant

partout dans le groupe relatif & r une méme substitution de lettres.
En effet, si 'on a, par exemple,

7ol (V) = ¢.(V),
on aura encore (lemme 1)

PuF (V) = @.(V).
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Donc, pour passer de la permutation [F{V)]4a la permutation [F(V)]s
il faut faire la méme substitution que pour passer de la permutation (V]
a la permutation (V).

Le théoreme est donc démontré.

PROPOSITION 111.

TuroriME. « Sil’on adjoint a une équation foutes les racines d’une
» équation auxiliaire, les groupes dont il est question dans le théo-
» reme 11 jouiront de plus de cette propri¢té, que les substitutions sont
» les mémes dans chaque groupe. »

On trouvera la démonstration [*].

PROPOSITION 1V.

Tnrorime. « Si Pon adjoint 4 une équation la valeur numérique
» d'une certaine fonction de ses racines, le groupe de I'équation
» gabaissera de manieére A n’avoir plus d’autres permutations que
» celles par lesquelles cette fonction est invariable. »

En effet, d’aprés la proposition 1, toute fonction connue doit étre
invariable par les permutations du groupe de I'équation.

[*] Dans le manuscrit, I’énoncé du théoréme qu’on vient de lire se trouve en marge
et en remplace un autre que Galois avait écrit avec sa démonstration sous le méme titre :
Proposition I11. Voicl le texte primitif : Tukorkme. « Si 'équation en 7 est de la forme
s rP = A, et que les racines pm* de 'unité se treuventau nombre des quantités préce-
. demment adjointes , les p groupes dont il est question dans le théoréme II jouiront
» de plus de cette propricté, que les substitutions de lettres par lesquelles on passe
» d’une permutation a une autre dans chaque groupe soient les mémes pour tous les

groupes. » En effet, dans ce cas, il revient au méme d’adjoindre & Péquation telle ou
telle valeur de 7. Par conséquent , ses propriétés doivent ctre les mémes aprés Yadjonc-
tion de telle ou telle valeur. Ainsi son groupe doit étre le méme quant aux substitutions
{PropositionT, scolie). Donc, etc.

Tout cela est effacé avec soin; le nouvel énoncé porte la date 1832, et montre, par la
mamere dont il est écrit, que Pauteur était extrémement presse, ce qui confirme 'as-
sertion que j'ai avancée dans la note précédente. A. Ca.

. /
Tome XI, — MNovemsee 13856. 54
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PROPOSITION V.

ProprimE. « Dans quels cas une équation est-elle soluble par de
» simples radicaux? »

Y observerai d’abord que, pour résoudre une équation, il faut suc-
cessivement abaisser son groupe jusqi’a ne contenir plus qu’une seule
permutation. Car, quand une équation est résolue , une fonction quel-
conque de ses racines est connue, méme quand elle n’est invariable par
aucune permutation.

Cela posé, cherchons 2 quelle condition doit satisfaire le groupe
d’une équation, pour qu'il puisse s’abaisser ainsi par adjonction de
(uantités radicales.

Suivons la marche des opérations possibles dans cette solution, en
considérant comme opérations distinctes V’extraction de chaque racine
ce degré premier.

Adjoignons & 1'équation le premier radical extrait dans la solution.
Il pourra arriver deux cas : ou bien, par 'adjonction de ce radical , le
groupe des permutations de Véquation sera diminué; ou bien , celte
extraction de racine n’étant qu’une simple préparation, le groupe res-
tera le méme.

Toujours sera-t-il qu'apreés un certain nombre fini d’extractions de
racines, le groupe devra se trouver diminué, sans quoi Péquation ne
scrait pas soluble.

Si, arrivé a ce point, il y avait plusieurs maniéres de diminuer le
groupe de Véquation proposée par une simple extraction de racine, il
taudrait, pour ce que nous allons dire, considérer seulement un ra-
dical du degré le moins haut possible parmi tous les simples radicaux,
qui sont tels que la connaissance de chacun d’eux diminue le groupe
de Iéquation.

Soit donc p le nombre premier qui représente ce degré minimum , en
sorte que par une extraction de racine de degré p, on diminue le
groupe de équation.

Nous peuvons toujours supposer, du moins pour ce qui est relatif
au groupe de I'équation, que parmi les quantités adjointes précédem-
ment a I'équation se trouve une racine p¢ de 'unité, «. Car, comme
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cette expression s’obtient par des extractions de racines de degré in-
férieur a p, sa connaissance h’altérera en rien le groupe de I’équation.

Par conséquent, d’apres les théoremes TTet 111, le groupe de Péqua-
tion devra se décomposer en p groupes jouissant les uns par rapport aux
autres de cette double propriété : 1 Que 'on passe de 'un & Pautre
par une seule et méme substitution; 2° que tous contiennent les meémes
substitutions.

Je dis réciproquement, que st le groupe de I'équation peut se par-
tager en p groupes qui jouissent de cette double propriété , on pourra,
par une simple extraction de racine p“™, et par Vadjonction de cette
racine pm¢, réduire le groupe de 'équation a Pun de ces groupes
partiels.

Prenons, en effet, une fonction des racines qui soit invariable pour
toutes les substitutions de Pun des groupes partiels, et varie pour
tonte autre substitution. /11 suffit, pour cela, de choisir une fonction
symétrique des diverses valenrs que prend, par toutes les permuta-
tions de I'un des groupes partiels, une fonction qui n’est invariable
pour aucune substitution.)

Soit 0 cette fonction des racines.

Opérons sur la fonction 9 une des substitutions du groupe total qui
ne lui sont pas communes avec les groupes partiels. Soit g, le résultat.
Opérons sur la fonction 6, la méme substitution, et soit 5, le résultat,
et ainsi de suite.

Comme p est un nombre premier, cette suite ne pourra sarreter
qu’au terme §,_,, cnsuite Pon aura 8,=9,, 0,,,=9,, et ainsi de suite.

Cela posé, il est clair que la fouction '

(6 + al, + 220, 4 oo+ af G, )7

sera invariable par toutes les permutations du groupe total, et, par
conséquent , sera actuellement connue.
Si Pon extrait la racine p® de cette fonction,, et qu’on I'adjoigne
a I'équation, alors, par la proposition LV, le groupe de équation ne
contiendra plus d’autres substitutions que celles des groupes partiels.
Ainsi, pour que le groupe d’une équation puisse s’abaisser par une

simple extraction de racine, la condition ci-dessus est nécessaire et
suffisante.

55..
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7

Adjoignons 4 I’équation le radical en question; nous pourrons rai-
sonner maintenant sur le neuveau groupe comme sur le précédent, et
il faudra qu’il se décompose lui-méme de la maniére indiquée, et ainsi
de suite, jusqu’a un certain groupe quine contiendra plus qu’une seule
permutation.

Scolie. 1l estaisé d’observer cette marche dans la résolution connue
des équations générales du quatriéme degré. En effet, ces équations
se résolvent au moyen d’une équation du troisiéme degré, qui exige
elle-méme P'extraction d’une racine carrée. Dans la suite naturelle des
idées, c’est donc par cette racine carrée qu’il faut commencer. Or,en ad-
joignant i I'équation du quatriéme degré cette racine carrée, le groupe
de Péquation, qui contenait en tout vingt-quatre substitutions, se dé-
compose en deux qui n’en contiennent que douze. En désignant par
a, b, ¢, d les racines , voici 'un de ces groupes :

abed , acdb , adbc ,
bude cabd dach ,
cdab , dbac , bead,
dcha, bdca , cbda.

Maintenant ce groupe se partage lui-méme en trois groupes, comme
il est indiqué aux théorémes II et I11. Ainsi, par Pextraction d’un seul
radical du troisiéme degré, il reste simplement le groupe

abed
badc ,
cdab,
deba;

ce groupe se partage de nouveau en deux gl‘OUpES :

abed, cdab,
badc, deba.

Ains1, apres une simple extraction de racine carrée, il restera

abed,
badc ;

oy ' [ N FE N SN R e gy l [l
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ce qui se résoudra enfin par une simple extraction de racine carrée.
On obtient ainsi, soit la solution de Descartes, soit celle d’Euler;
car, bien quapres la résolution de 'équation auxiliaire du troisieme
degré, ce dernier extraye trois racines carrées, on sait qu’il suffit de
deux, puisque la troisicme s'en déduit rationnellement.
Nous allons maintenant appliquer cette condition aux équations ir-
réductibles dont le degré est premier.

Application aux dquations irréductibles de degré premier.

PROPOSITION VI

Levme. « Une équation irréductible de degré premier ne peut de-
» venir réductible parPadjonction d’un radical dontV'indice seraitautre
» que le degré méme de I'équation. »

Carsi r, ', t”,... sont les diverses valeurs du radical, et Fx = o
Péquation proposée, il fandrait que Fa se partageat en facteurs

Slae, Yy fla, r')=< ...,

tous de méme degré, ce qui ne se peut, a moins que f{ax, r) ne soit
du premier degré en x.

Ainsi une équation irréductible de degr¢ premier ne peut devenir
réductible, & moins que son groupe ne se réduise & une seule per-
mutation.

PROPOSITION VII.

Proprime. « Quel est le groupe d’une équation irréductible d’un
» degré premier n, soluble par radicaux? »

D’apres la proposition précédente, le plus petit groupe possible
avant celui qui n’a quune seule permutation, contiendra n permuta-
tions. Or un groupe de permutations d’'un nombre premier 7 de lettres
ne peut se réduire & n permutations, 4 moins que I'une de ces permu-
tations ne se déduise de 'autre par une substitution circulaire de I'or-
dre n. (Voir ie Mémoire de M. Cauchy, Journal de UEcole Polytech-
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nigue, Xvi® cahier.} Ainsi Pavant-dernier groupe sera

Lo, Tys gy XLgyeinn Lpye Xy g, I S

/
s Xy Ly XLy Lyyery Xp_g, Lpye Ao,

|

Vs Los Ligevininy Lpyy Lp_ys Kyas

PR
x;

Lo Tgpeervi i liiy Xpoyy Xy 1,

. .

Xy, Xyy Loy..., X,_, Ctant les racines.

Maintenant, le groupe qui précédera immédiatement celui-ci dans
Pordre des décompositions devra se composer d’un certain nombre de
groupes ayant tous les mémes substitutions que celui-ci. Or j observe
que ces substitutions peuvent s’exprimer ainsi : (Faisons en général
Ly = Xgy Xy.y = 24y..., il est clair que chacune des substitutions
du groupe (G)s’obtient en mettant partout a la place de x;, a,, .,
¢ étant une constante.)

Considérons 'un quelconque des groupes semblables au groupe (G).
D’apres le théoreme II, il devra s’obtenir en opérant partout dans ce
groupe une méme substitution; par exemple, en mettant partout dans
le groupe (G), & la place de x;, a J étant une certaine fonction.

Les substitutions de ces nouveaux groupes devant étre les mémes
que celles du groupe (G}, on devra avoir

S k4o =f(k+cC,

C étant indépendant de 4.
Donc

Sk~ 20) =f (k) + 2C,

Sk 4+ me) = f(k) + mC.
Si ¢=1, k= o0, on trouvera
fim)=am + b,

ou bien

fk)=ak + b,

a et b étant des constantes.
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Donc le groupe qui précede immédiatement le groupe (G ne devra

contenir que des substitutions telles que
Ly Xaksbs

et ne contiendra pas, par conséquent, d’autre substitution circulaire
que celle du groupe (G ).

On raisonnera sur ce groupe comme sur le précédent, et il s’en-
suivra que le premier groupe dans Vordre des décompositions, cest-
a-dire le groupe actuel de I'équation , ne peut contenir que des substi-
tutions de la forme

Lyy  Lakvd
Donc, « st une équation irréductible de degré premier est soluble

par radicaux, le groupe de cette ¢quation ne saurait contenir que des
substitutions de la forme

Lry  Hyprbs
a et b étant des constantes. »

Réciproquement , si cette condition a lieu, je dis que 'équation
sera soluble par radicaux. Considérons, en effet, les fonctions

(g oy, + 2Ry e TE o, V= Xy,
('1.0 o, O":z"r'zu I o’ ‘x n—l‘,a;)“ = Xu ’
Y\LU -+ OX -+ 0.2.1'2(1: + e e = -f/*”—"l‘u’/z—ﬂd”)“ _ Xl-"’-,

2 étant une racine "¢ de Vunité, ¢ une racine primitive de n.
I est clair que toute fonction invariable par les substitutions circu-

laires des quantités X,, X,, X2y ... sera, dans ce cas, immédia-
tement connue. Donc on powrra frouver X,, X,, Xz, ..., par la

méthode de M. Gauss pour les équations bindmes. Donc, etc.

Ainsi, pour qu'une équation irréductible de degré premier soit so-
luble par radicaux, il faut et il suffit que toute fonction invariable par
les substitutions

soit rationnellement connue.
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Ainsi la fonction
(X, —X) (X, — X) X0 — X7...

devra, quel que soit X, étre connue.

I faut donc et il suffit que Péquation qui donne cette fonction des
racines admette , quel que soit X, une valeur rationnelle.

Si I'équation proposée a tous ses coefficients rationnels, I’équation
auxiliaire qui donne cette fonction les aura tous aussi, et il suffira de
reconnaitre si cette équation auxiliaire du degré 1.2.3...(n — 2)aou
non une racine rationnelle, ce que ’on sait faire.

Cest la le moyen qu’il fandrait employer dans la pratique. Mais
nous allons présenter le théoreme sous une autre forme.

PROPOSITION VIII.

TutoriME. « Pour quune équation irréductible de degré premier
» s0it soluble par radicaux, il faut et il suffit que deux quelconques
» des racines étant connues, les autres s'en déduisent rationnelle-
» ment., »

Premierement, il le faut, car la substitution
Kk y Kok

ne laissant jamais deux lettres 4 Ja méme place, il est clair qu’en adjoi-
gnant deux racines a I’équation, par la proposition IV, son groupe
devra se réduire & une senle permutation.

En second lieu, cela suffit; car, dans ce cas, aucune substitution du
groupe ne laissera deux lettres aux mémes places. Par conséquent, le
groupe contiendra tout au plus n(n — I ) permutations. Donc il ne
contiendra qu’une seule substitution circulaire (sans quoi il y aurait
au moins n* permutations). Donc toute substitution du groupe, Xy, Ly,
devra satisfaire a la condition

Sk +c)=fk+ C,
Donc, etc.
Le théoreme est donc démontré.

! R AN E R (R EINE O X o
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Exemple du théoreme VII.
Soit n = 5; le groupe sera le suivant :

abede
bedea
cdeab
dealc

eabcd

acebd
cebda
ebdac
hdace
daceb

aedch
edcba
debae
cbaed

haede

adbec
dbeca
hecad
ccadb
cadbe.

Fome XI. — Novemere 1836,

da
[



43, JOURNAL DE MATHEMATIQUES

SN LLRMARAS LA AR AW wu

Fragment d’un second Mémoire.

Des equations primitives qui sont solubles par radicaux.

Cherchons, en général, dans quel cas une équation primitive est
soluble par radicaux. Or nous pouvons de suite établir un caractére
général fondé sur le degré méme de ces équations, Ce caractére est
celui-ci : pour qu’une équation primitive soit résoluble par radicaux,
il faut que son degré soit de la forme p*, p étant premier. Et de la
suivra immeédiatement que, lorsqu’on aura 4 résoudre par radicaux une
équation irréductible dont le degré admettrait des facteurs premiers
inégaux, on ne pourra le faire que par la méthode de décomposition
due 4 M. Gauss; sinon I’équation sera insoluble.

Pour établir la propriété générale que nous venons d’énoncer rela-
tivement aux équations primitives qu’on peut résoudre par radicaux,
nous pouvons supposer que 'équation que I'on veut résoudre soit
primitive, mais cesse de I'étre par I'adjonction d’un simple radical.
En d’autres termes, nous pouvons supposer que, n étant premier, le
groupe de 'équation se partage en n groupes irréductibles conjugues,
mais non primitifs. Car, 4 moins que le degré de 'équation soit pre-
mier, un pareil groupe se présentera toujours dans la suite des décom-
positions.

Soit N le degré de I'équation, et supposons qu’aprés une extraction
de racine de degré premier n, elle devienne non primitive et se partage
en Q équations primitives de degré P, au moyen d’une seule équation
de degré Q.

Si nous appelons G le groupe de I'équation, ce groupe devra se
partager en n groupes conjugués non primitifs, dans lesquels les
lettres se rangeront en systémes composés de P lettres conjointes cha-
cun. Voyons de combien de maniéres cela pourra se faire.

[ R AR T REN R [ER RN NERRNOYET! s (X
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Soit H I'un des groupes conjugués non primitifs. I} est aisé de voir
que , dans ce groupe, deux lettres quelconques prises a volonté feront
partie d’un certain systeme de P lettres conjointes, et ne feront partie
que d’un seul.

Car, en premier lieu, s'il y avait deux lettres qui ne pussent faire
partie d’'un méme systeme de P lettres conjointes, le groupe G, qui
est tel que 'une quelconque de ses substitutions transforme les unes
dans les autres toutes les substitutions du groupe H, serait non pri-
mitif : ce qui est contre hypothese.

En second lieu, si deux lettres faisaient partie de plusieurs systemes
différents, il s'ensuivrait que les groupes qui répondent aux divers
systemes de P lettres conjointes ne seraient pas primitifs : ce qui est
encore contre Ihypothese.

Cela posé, soient
Oos Ay Agyeeey  Qp_y-
b

0? bn b21-~-7 bP—n

Cos Cyrs Cogerny Ly

les N lettres : supposons que chaque ligne horizontale représente un
systéme de lettres conjointes. Soient

Aye Aoyy Qoasoon ypye

P lettres conjointes toutes situées dans la premiere colonne verticale.
(11 est clair que nous pouvons faire qu’il en soit ainsi, en intervertis-
sant I'ordre des lignes horizontales.)

Soient, de méme,

Ay Ayys gy Oy dypoy,

P lettres conjointes toutes située~ dans la seconde colonne verticale.
en sorte que

Wyos Ayyy (g Gy geey  Qypy
appartiennent respectivement aux mémes lignes horizontales que

ooy Qoo Booas fogyer Agpaid

55..
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soient, de méme, les systémes de lettres conjointes
Az.09 Qzys Qagy  fygyey dyp_,,

ﬂ3-0’ (13_,, a3-27 a3.37“'7 a3.P—‘I’

nous obtiendronsainsi, en tout, P lettres. Si le nombre total des lettres
n’est pas épuisé, on prendra un troisiéme indice, en sorte que

(‘m.n-m al’l-f)~i’ a"l-n-‘l’ aln-n-37'--7 aﬂl‘ll.P—l

soit, en général, un systeme de lettres conjointes; et Fon parviendra

ainsi a cette conclusion, que N = P*, 1 étant un certain nombre égal
a celui des indices différents dont on aura besoin. La forme générale
des lettres sera
Dekk ke
123

k. hy k..., k étant des indices qui peuvent prendre chacun les P valeurs
] 2 3 o
o.1,2,3,.,P—1.

On voit aussi, par la maniére dont nous avons procédé, que dans le
groupe H, toutes les substitutions seront de la forme

Dbtk Bty sty e e iy |9
123 o i 3

puisque chaque indice correspond a un systeme de lettres conjointes.

St P n'est pas un nombre premier, on raisonnera sur le groupe de
permutations de 'un quelconque des systemes de lettres conjointes,
comme sur le groupe G, en remplacant chaque indice par un certain
nombre de nouveaux indices, et I'on trouvera P =R* el ainsi de

suite; d’ou enfin N = P’ p étant un nombre premier.
Des équations primitives de degré p*.

Arrétons-nous un moment pour traiter de suite les équations primi-
tives d'un degré p*, p étant premier impair. (Le cas de p = 2 a été
examiné.) §i une équation du degré p? est soluble par radicaux, suppo-
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sons-la d’abord telle, qu’elle devienne non primitive par une extraction
de radical.

Soit donc G un groupe primitif de p* letlres qui se partage en n
groupes non primitifs conjugués a H.

Les lettres devront nécessairement, dans le groupe H, se ranger
ainsi,

Qs Ay s o .2y Ap.35-9 Qop—is
4.4y Ay .2y Ay.syees Ay p—y>
A3 o5 Ay .9, o355 Aapyy

Ap g0y Ap_ygy Ay yoy  Qpyayey pypis

chaque ligne horizontale et chaque ligne verticale étant un systeme de
lettres conjointes.

Si I’on permute entre elles les lignes horizontales, le groupe que I"on
obtiendra, étant primitif et de degré premier, ne devra contenir que des
substitutions de la forme

N

(a' N3 am/\‘ -+ n.k)"
N 4

i\

-

1 2

les indices étant pris relativement au module p.
1l en sera de méme pour les lignes verticales qui ne pourront donner
que des substitutions de la forme

(ak.l\? “/f.,,z\_a-r\'
12 1 2 /

Donc enfin toutes les substitutions du groupe H seront de la forme

(”’k,k’ am/hﬁ—n,mk»rn )
V2 111 22 2

A

Si un groupe G se partage en n groupes conjugues a celui que nous
venons de décrire , toutes les substitutions du groupe G devront trans-
former les unes dans les autres les substitutions circulaires du groupe H,
qui sont toutes écrites comme il suit:

fa (Frkrr Chga kot
: ¢ i1 2 1 12 2
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Supposons donc que I'une des substitutions du groupe G se forme en
remplacant respectivement

k 5k,
' (%)

2 ?2 (’f. A2\)

8i, dans les fonctions o,, 92, on substitue pour & et k les valeurs
1 2

-

k <o, k + o, il devra venir des résultats de la forme
1 1 2 2

Y gn Qo 1 621

et de la il est ais¢ de conclure immédiatement que les substitutions du
groupe G doivent étre toutes comprises dans la formule
(A} ({l/f‘l, anz/f+n/r—+-«.nlk—o—lzk+m>'

t 2 114 12 4 21 24 2
Or nous savons, par le n° [*], que les substitutions du groupe G
ne peuvent embrasser que p* — 1 ou p® — p lettres. Ce n’est point
p* — p, puisque, dans ce cas, le groupe G serait non primitif. Si donc
dansle groupe G on ne considére que les permutations ou la lettre a, ,,,
par exemple, conserve toujours la méme place, on n’aura que des sub-
stitutions de I'ordre p? — 1 entre les p* — 1 autres lettres.

Mais rappelons-nous ici que ¢’est simplement pour la démonstration,
que nous avons supposé¢ que le groupe primitif G se partageat en
groupes conjugués non primitifs. Comme cette condition n’est nulle-
ment nécessaire, les groupes seront souvent beaucoup plus composés.

1l s’agit donc de reconnaitre dans quel cas ces groupes pourront
admettre des substitutions ot p* — p letires seulement varieraient, et
cette recherche va nous retenir quelque temps.

Soit donc G un groupe qui contienne quelque substitution de
Pordre p* — p; je dis d’abord que toutes les substitutions de ce groupe
seront linéaires, c’est-i-dire de la forme (A).

[*] Ce Mémoire faisant suite 2 un travail de Galois que je ne posséde pas, il mest
impossible d'indiquer le Mémoire cite ici et plus bas. A. Cu.
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i.a chose est reconnue vraie pour les substitutions de I'ordre p* — 13
il suffit donc de la démontrer pour celles de 'ordre p* — p. Ne consi-
dérons donc qu’un groupe ou les substitutions seraient toutes m de
Fordre p? ou de I'ordre p* — p. (FoyezVendroit cité.)

Alors les p lettres qui, dans une substitution de Vordre p* — p, e
varieront pas, devront étre des lettres conjointes.

Supposons que ces lettres conjointes soient

Ay Qoas  Ogayees gy

Nous pouvons déduire toutes les substitutions ot ces p lettres ne

changent pas de place , nous pouvons les déduire de substitutions de la
forme

(‘H.L—* (l,,,_g).
\ o1 12

el de substitutions de Pordre p* —p, dout la période serait de p termes.
( Foyez encore I'endroit cité.)

Les premiers doivent nécessairement, pour que le groupe jouisse de
la propriété voulue, se réduire 2 la forme

”’L.»’.’ ”’.(.mk)’
i 2 1 2

d’apres ce qu'on a vu pour les équations de degré p.

Quant aux substitutions dont la période serait de p termes, comnic
¢lles sont conjuguées aux précédentes, nous pouvons supposer un
groupe qui les contienne sans contenir celles-ci: donc elles devront
transformer les substitutions cirenlaires (@) les unes dans les autres ;
donc elles seront aussi linéaires.

Nous sommes donc arrivés a cette conclusion, que le groupe primitif
de permutations de p? lettres doit ne contenir que des substitutions de
la forme (A).

Maintenant, prenons le groupe total que I'on obtient en opérant
sur 'expression

H’/f_l.

12

toutes les substitutions linéaires possibles, et cherchons quels sont les



440 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

diviseurs de ce groupe qui peuvent jouir de la propriété voulue pour
la résolubilité des équations.

Quel est d’abord le nombre total des substitutions linéaires? Pre-
mierement, il est clair que toute transformation de la forme

kk, mk -+ nk 4 g.mk + nk + o

12 11 12 1 21 22 2

ne sera pas pour cela une substitution ; car il faut, dans une substitu-
tion, qua chaque lettre de la premicre permutation il ne réponde
qu'une seule lettre de la seconde, et réciproquement.

Sidonc on prend une lettre quelconque @, , de la seconde permuta-
12

tion, et que I'on remonte 2 la lettre correspondante dans la premiere,

on devra trouver une lettre a, , ou les indices .k seront parfaitement
12 1 2

déterminés. 11 faut donc que, quels que soient /, et /,, on ait par les
deux équations

mk, + nk+ o, =1, mk4nk+ o, =1,
12 21 22

des valeurs de % et £ finies et déterminées. Ainsi la condition pour
1 2

qu’une pareille transformation soit réellement une substitution , est que

mn — mn ne soit ni nul ni divisible par le module P> ce qui est la
12 21 .

méme chose.

Je dis maintenant que, bien que ce groupe 2 substitutions linéaires
n’appartienne pas toujours, comme on le verra, a des équations so-
lubles par radicaux, il jouira toutefois de cette propriété, que si
dans une quelconque de ses substitutions il y a nlettres de fixes, » di-
visera le nombre des lettres. Et, en effet, quel que soit le nombre des
lettres qui restent fixes, on pourra exprimer cette circonstance par des
€quations linéaires qui donneront tous les indices de I'une des lettres
fixes, au moyen d’un certain nombre d’entre eux. Donnant 4 chacun
de ces indices, restés arbitraires, p valeurs, on aura pP" systemes de
valeurs, m étant un certain nombre. Dans le cas qui nous occupe, m
est nécessairement < 2, et se trouve par conséquent étre o ou 1. Done
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le nombre des substitutions ne saurait étre plus grand que
PP =0 (" —ph

Ne considérons maintenant que les substitutions lincaires ou la
lettre a,., ne varie pas; si, dans ce cas, nois trouvons le nombre total
des permutations du groupe qui contient toutes les substitutions hi-
néaires possibles, il nous suffira de multiplier ce nombre par p*.

Or, premiérement, en substituant p a Iindice k,, toutes les substi-
tutions de la forme

(ak.k ) amkl«)
1 2 112

donneront en tout p — 1 substitutions. On en aura p* — p en ajoutant
au terme k&, le terme mk, ainsi quil suit :
2

_— L.k, mk.mk+k
Y i ’ . T -
i (1 2 11 2 2

D’un autre cOté, il est aisé de trouver un groupe linéaire de p? — 1
permutations, tel que, dans chacune de ses substitutions, toutes les
lettres, A Vexception de a,,, varient. Car, en remplacant le double
indice A4 par Vindice simple &, + ik,, 7 étant une racine primitive de

12
Pty — / ]
x 1=o0 (mod. p),

il est clair que toute substitution de la forme

i kv Py —+-mit) (k4 ki)
1 2 2 1 2 .

sera une substitution linéaire; mais, dans ces substitutions, aucune
lettre ne reste & la méme place, et elles sont au nombre de p* — 1.

Nous avens donc un systeme de p* — 1 permutations tel que, dans
chacune de ses substitutions, toutes les lettres varient, a Vexception
de a,.,. Combinant ces substitutions avec les p* — p dont il est parlé
plus haut, nous aurons

(p* — 1) (p* — p) substitutions.

Or, nous avons vu i priori que le nombre des substitutions ou a,,,
Tome XI.— Novemsre 1846. 56
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reste fixe ne pouvait étre plus grand que (p? — 1) (p* — p). Donc il
est precisement égal 4 (p®—1) (p*— p), et le groupe linéaire total aura
en tout

pPripr—1)(p? — p) permutations.

1l reste & chercher les diviseurs de ce groupe, qui peuvent jouir de
la propriété d’étre solubles par radicaux. Pour cela, nous allons faire
une transformation qui a pour but d’abaisser autant que possible les
équations générales de degré p? dont le groupe serait linéaire.

Premiérement, comme les substitutions circulaires d’un pareil
groupe sont telles, que toute autre substitution du groupe les trans-
forme les unes dans les autres, on pourra abaisser 'équation d’un
degré, et considérer une équation de degré p* — 1 dont le groupe n’au-
rait que des substitutions de la forme

)

k koA bmk+1nk mk+n k\
11 1221 22

\

les p* — 1 lettres étant

bo-n [’0.27 bo 370409
'1)1-07 bl-i) 64.27 b{.:}’-'-y

be-o’ 1)2-47 /72.2, b2.37---7

J'observe maintenant que ce groupe est non primitif, en sorte que
toutes les lettres ot le rapport des deux indices est le méme sont des
lettres conjointes. Si 'on remplace par une seule lettre chaque systéeme
de lettres conjointes, on aura un groupe dont toutes les substitutions
seront de la forme

il

b ' b b'__"}fl -+ "xkg ?
Yy mak, + ngk,
|

ko, T
- €tant les nouveaux indices. En remplacant ce rapport par un seul
2

indice 4, on voit que les p + 1 lettres seront
by, by, by, byyeory /’p--n by,

o
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et les substitutions seront de la forme

(./" "_j‘;:cz).

Cherchons combien de lettres, dans chacune de ces substitutions,
vestent 4 la méme place; il faut pour cela résoudre I'équation

(rk + s)k —m{mk + nr) = o,

qui aura deux, ou une, ou aucune racine, suivant que (m — s)* + 4nr
sera résidu quadratique, nul ou non résidu quadratique. Suivant ces
trois cas, la substitution sera de I'ordie p — 1, oup, oup -+ 1.
On peut prendre pour type des deux premiers cas les substitutions
de la forme
(k, mk—+n),

on la seule lettre 5, ne varie pas, et de la on voit que le nombre total
0l
des substitutions du groupe réduit est

(p+1jp(p—1)

C'est apres avoir ainsi réduit ce groupe, que nous allons le traiter
généralement. Nous chercherons d’abord dans quel cas un diviseur de
ce groupe, qui contiendrait des substitutions de 'ordre p, pourrait
appartenir & une équation soluble par radicaux.

Dans ce cas, U'équation serait primitive et elle ne pourrait étre so-
luble par radicaux, & moins que l'on n’elit p -+ (=12, n étant un cer-
tain nombre.

Nous pouvons supposer que le groupe ne contienne que des substi-
tutions de lordre p et de I'ordre p + 1. Toutes les substitutions de
I'ordre p + 1 seront par conséquent semblables , et leur période sera

de deux termes.
Prenons donc I'expression

ke )

et voyons dans quel cas cette substitution peut avoir une période de
deux termes. 1l faut pour cela que la substitution inverse se confonde

56..
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avec elle. La substitution inverse est

(A‘, —sk—{—n)e

rh—m
Donc on doit avoir m = — s, et toutes les substitutions en question
seront
k~+n
L, DFE77
( ? F—m)’
ou encore
N
L 2
. m -+ p o

N étant un certain nombre qui est le méme pour toutes les substitu-
tions, puisque ces substitutions doivent étre transformées les unes dans
les autres par toutes les substitutions de Pordre Py k, k + m); or ces
substitations doivent, de plus, étre conjuguées les unes des autres. Si

donc
N / N
(k, m 4+ - m>, <A, n—l—»lr—w—;)

\

sont deux pareilles substitutions, il faut que I'on ait

N . n N
71+~N———-- = m - N———’
“-m-—n —+rn—m
k—un k—n

savoir,
(m — n® = aN.

Donc la différence entre deux valeurs de m ne peut acquérir que
deux valeurs différentes; donc m ne peut avoir plus de trois valeurs;
donc enfin p = 3. Ainsi, c’est seulement dans ce cas que le groupe
réduit pourra contenir des substitutions de 'ordre p.

Et, en effet, la réduite sera alors du quatrieme degré, et par con-
séquent soluble par radicaux.

Nous savons par 1a quen général, parmi les substitutions de notre
groupe réduit, il ne devra pas se trouver de substitutions de 'ordre p-
Peut-il y en avoir de Pordre p — 1? Clest ce que je vais rechercher [*].

(*] Jai cherché inutilement dans les papiers de Galois la continuation de ce qu’on

vient de lire. A. Cn,
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