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REMARQUES SUR L’EQUATION

"

1 m 14
e —l—;‘}" + ny =o;

Par M. V-A. LEBESGUE.

1. Si y = v satisfait & Péquation
(1) ¥+ ;ﬁ]”-f—n_}‘:o,
¥y = x™.¢’ satisfera a 'équation
(=) Y =%y +nr=o.
Plus généralement, si Jy = v satisfait a I'équation
' +Py’' +ny =o,
¥y = v'.e/Pd gatistera i I'équation
Y =Py’ 4 ny=o.
La substitution donne, en effet,
V' =Py’ + ny — eSPdr @+ Po' + o) = o.

Par ce théoreme, intégration de Péquation (2) est ramenée a celle
de I'équation (1), ot m est supposé positif.

. NI , A 1 s . , .
2. Si y = v satisfait & Péquation (1), r = 5 v/ satisfera 4 I'équation

. 2 '
(3) 7+ m:— J'+ny=o,
On trouve, en effet,
wo, M2 _1 » mo \, -
¥ == ‘]’+7{)’_~$<v —;—;vﬁtnvl)_o.

Ce théoréme rameéne le cas général de m positif & celui de m < o,
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3. Si dans I'équation (1) on pose y = x'~".z. on aura
2 —m

) W i+ ne = o.

On ramene aiasi le cas de m compris entre 1 et 2 a celul de im com-
pris entre o et 1.

Le cas de m entier pair est ramen¢ a celui m = o, et celui de m en-
tier impair & celui de m = 1.

4. Si v satisfait & Péquation (1), on satisfera aux équations

6) ‘}«'” . (%i;:L”i) j/+ ny = 0,

ot on suppose i entier positif, par les formules

7 =3
8 =G )

.~

|

!

fa premiére renfermant i dérivations, et la seconde i -+ 1.
Cest la conséquence immeédiate des n* 1 et 2.

3. Sidans les formules (7) et (8) on fait

v == csina I - ¢, cosx v pour n positif,
v= eV et pour n négatif,
on aura, sous forme finie, les intégrales completes des équations (1]
et {2) pour le cas de m = ai entier positif pair.
VYest le cas de m = o dans les équations (5) et (6). Alors I'équation
¢” 4 ny = o est satisfaite par les valeurs de v données plus haut.

Les formules (7) et (8) pourront, quand m n'est pas un entier pair,
servir a faciliter Yemploi de la formule qui donne » au moyen d'inté-
grales définies, cette formule étant en défaut quand m n’est pas com-
pris entre o et 2.

Dans un Mémoire intitulé : Nouvelles remarques sur Ucquation de
Riccati (tome V1 de ce Jouwrnal, page 13), M. Liouville s’exprime

43..
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ainsi : « Pour que I'équation

7= (a3

A /

» ou la constante A est supposée essentiellement différente de zéro,
» puisse étre satisfaite en prenant pour y une fonction de x expri-
» mable par un nombre limité de signes algébriques, exponentiels et
» logarithmiques, et de signes J indiquant des intégrales indéfinies re-
» latives a la variable x, il est nécessaire et suffisant que B soit de
» forme (1), £ étant un entier nul ou positif. Cette condition
» étant remplie, on pourra exprimer, 4 aide des signes indiqués et
» méme 4 aide des seuls signes algébriques et exponentiels, I'inté-
» grale compléte de I’équation

" B
_)/' :Jf (A —+ ;’) »
-z
Or, silon fait y = & 2 z, I'équation
y”—!—'ﬁy’J.— ny = o
x

se réduit i

m*— am
no___ 4
2 =2\ —Hn+ - />
z
s m*t— om . ;o
ct s1 'on pose — G(3 + 1), 1l en résulte

(m— 1) = (2 + 1)%;
d’ou, pour m positif
me=a(f+ 1),
el, pour m négatif,
— i == af3.

On ne peut donc intégrer I'équation
y o, W, Ly =0
Yo7 Yy =0,

sous forme finie, que pour i pair positif ou négatif.
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