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Sur les surfaces dont les rayons de courbure sont éganx, mais
dirigés en sens Opposés ;

Par M. Micraes ROBERTS.

C’est un géométre francais, Uillustre Monge, qui le premier a donné
Fintégrale de I'équation aux différences partielles appartenant aux sur-
faces dont les rayons de conrbure sont égaux, et de signes contraires.
Monge a trouvé que ce genre de surface peut étre représenté par le
systeme des équations

[ X= 1+ v,
(1) ';J’:‘P(u)“*‘q‘(")’
( z = \/:T[f\/r + (') du + f\/l + (¢ o) dv],

ol ¢ (), ¢(v) sont des fonctions arbitraires des quantités indépen-
dantes x et ¢. En adoptant les notations habituelles des coefficients
a différentielles partielles, et n’écrivant que les caractéristiques des
fonctions arbitraires, nous aurons, en désignant par R la quantité
Y = V) (U Y,

P= WV 9 — T gR),
1= SELWTEE — T ),
= Mo (g ey )

r= W'—o') Vitgh - Viye
—_ By=1 (& — _?L)
V=P \Vit g Vit+yn
= BV—1 (s-; _ L)
V= \vixy T Vi)’
2 _ 2Rgy = B4 2 _
TSy ME gy 1+ W—9):
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Si 'on substitue les valeurs précédentes dans ’équation des lignes
de courbure, savoir,

dy?

=1+ ¢%) s — pgt] + x[(l + ¢ ) r— (1 +p*)t]
— [(v + p*) s — pgr] = o,

on obtiendra, en négligeant les facteurs communs,

d2 " 14 d r M I‘Il
T.L(/? 4 + ﬁ!, /2)—22‘};(¢? !z+ ?¥’2>
Vi Vi3 Vit Vity

_\!}/2?.'/ lz ‘{‘!I
Vite® s/r+ 2

" dr 2 " y .
8 (i_ N Y (Y — ) =o.
\/1_4_‘?/2 dzx \/1“*“{”2 dx

Mais on a, par le systéme des équations (1),

—+

ol

dy o du—+'de
dr = du—+do
Donc

L dut+ - Y dyt=o.
Vidy” e

Ainsi les équations des lignes de courbure se trouveront déterminées
par le systeme des équations (1) et par I’équation suivante:
A

(2) duxy—1 \/\liﬁ dv = ¢.
f“l—i—cp” ‘= ‘/ \/I+"V' e

Si 'on voulait calculer le rayon de courbure d’une section normale
de la surface, il faudrait se rappeler l'expression

—— dy dy*
Vip 4-g | 14-p 4 2pg o+ (199

P: 2d td]"
e sd+ e

[*] Voyerz Analyse appliquée a la géométrie de trois dimensions, par C.-F.-A. Lerov,
page 265.
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et par la substitution des valeurs de P> ¢ ry s, t déja données, il

viendrait
dy AN [dy ,
_ R (G —v) (F—+
—_— Iz 7 27
§ _L_Q_y{_gi_ﬂ_'
Vit g \dz Vi \dz ?
ou
du
. 2R£
AD - ‘?” dut q//

Ve & iy
Nous nommerons génératrices de la surface les courbes telles que les
rayons de courbure des sections normales qui passent par leurs tan-
gentes aient une valeur infinie. D’aprés cette définition, on voit avec

facilité que leurs équations seront données par le systéme (1) et par
I'équation

(3) -———!{ézz——— du = -——51%2?—»—» dyv = ¢.
\‘/I_{_?n {/H-\V’

Si deux courbes situédes sur la surface passent par le méme point,
cherchons I'angle qu’elles forment entre elles. Pour cela, supposons
que les courbes sont déterminées respectivement par les équations dif-
férentielles

du = Pdy, du=Pdy,

et solent a, f3, v, o/, &,y les angles que les tangentes menées aux
courbes par le point de leur intersection forment avec les axes coor-
donnés. On aura donc

_dx__ 1+P
COS ¢ — E— TZ_R—._P:
dy __ P+
O P=T= Ve
d. — r2 /2
cosVZZj: Vor(RYEEs 4 ik )a

\/2RP

' TR s o [EERRR RN RN RN RN [
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et, pareillement,
PI t ! 7
cos o' = f__i___, cos {j’—w

V=1 i Vi
V2RP " V2RV

\/2RP

» COS ”/' =

et si 'on désigne par ) 'angle cherché, on a

cos ). = cos o cosa ~+ cos f3 cos B’ + cosycosy’,

d’on
P+ P
COS A —= ——
VPP’
ou
— P—P

Tl suit de 14 que les génératrices qui passent par un point se coupent a
angle droit, et forment avec les lignes de courbure qui passent par le
méme point un angle égal & 45 degrés, ce qui s'accorde bien avec la
théorie qui a été donnée par M. Dupin dans ses Développements de
Géométrie. En effet, les génératrices sont telles, qu’en chacun de leurs
points elles ont pour tangente I'asymptote de Yhyperbole indicatrice,
qui, dans le cas que nous considérons, est équilatere partout [*]- En
général , l'équation du systeme des courbes qui coupent, sous un angle
donné (1), toutes les courbes auxquelles appartient I'équation diffé-
rentielle
du = Pdy,

sera

du = (cos 2k = y— 1 sin 2)) Pdv.

On parvient a Pexpression de l'aire de la surface en fonction de «
et v en remplagant, dans la formule

S = [\ PP+ ¢ dedy,

[*] 1l est bon d’observer que les courbes que nous avons nommées les génératrices
sont appelées par M. Dupin les lignes asymptotiques. (Voyez les Dévcloppements dr
Géométrie, page 189.)
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VI p*+g° par i{fx_/:—_i,, et dxdy par ({— ¢') dudy; on aura done
(4) S = V=1 ff Rdudy,
ou bien, en se rappelant la valeur de R,

S = :(fdufdv+fgo’dufup’dv~f\/l + ¢ dufyi+ Y2 dy).

Le systeme des équations (1) fait connaitre une propriété de la surface
qui a ét¢ remarquée par Lagrange, savoir, que, dans ce systéme, la
pdy — qdx
forme cette fonction en fonction de « et ¢, on trouve

fonction est une différentielle exacte. En effet, si I'on trans-

pdy — gdx  ———
ce qui démontre la propriété énoncée.

1l s’agit de particulariser les fonctions g et ¢, d’aprés la condition que
la surface est réglée ou engendrée par une droite. Les équations de
cette droite seront

y=axr+f, z=vx+4,

2 étant un parametre variable, et (3, ¥, ¢ représentant des fonctions de
ce parametre. Je vais montrer que le paramétre « peut s’exprimer
avec simplicité en fonction des quantités u et o,
Puisque
y —ax = f(o),

on a

d(y —ax) do d(y— az) dz

due  dv de du

ce qui donne

-0 =~ %

mais, en considérant sur la droite deux points infiniment voisins, on a

du

I___ f
_dy__?clu++‘
C=aE T du *

I—}—%
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(1 d 24 .
en déduisant la valeur de F:f de I’équation (3), et en posant

b T g W

y —_— T
{/I-—}—CP“ \‘/1__‘*_‘!‘/;

4

ce qui donne

de  Q
do P’
on a donc
Q' + Py
9! %= "5rq
par suite, il viendra
du dat
d 9 s 3 i
Si 'on déduit les valeurs de —> — ~ de Péquation (5), et que I'on substi-

tue dans I'équation (6), on aura

dP

¢ere+Q+Zw—g|+ely e+ Q- Fw—o|=o

on
PrQ@y Py = — o) (PR -G

Mais cette derniere, en se rappelant les valeurs des quantités P, Q, peut
s écrire sous la forme

(P‘f‘Q)( Qa'?i 4 24"’ > — (\/I -+ ,_Pln . \/I -+ Cpm) (P2 Z‘TQ . Q2 {IP)

Vi Vi @)’

ou
dy dy
Q 3; -+ P % = 0,

en vertu de ’équation

_ A T QY PV

== P+ Q
#l s'ensuit donc que les équations (5), (6) expriment que £, 7, ¢ son
fonctions du paramétre «, et par I'équation (6) on a

< a=F(fPdu— [Qdv)

Tome XI. — Aour 1846.

39
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En verta des équations (5), (7), nous aurons

Q'+ Py _
o =F(/Pdu — [Qdy),

et, en éliminant la fonction F, on déduit

(B4 Q)9 + 70 (§ —y)

P2
P+Qy— Ty —yy @
ou
dP
P+Q+d—?,(¢’—-?’) oy
P—I—Q*;li\pg(ﬂ/—sv') Vite®
d’ou

dP Vidg? + x/f—w’z) 4Q Yi+{"
AR A ==

Cette derniere, étant intégrée par rapport 4 P et ¢/, donne

’ ’ d [N 2y ( 72 ! /)
8 PrQow-g) 22 [+ ¢<n+2(¢,2+¢ Jlre+riv),

en mettant la quantité introduite par intégration sous la forme f(y/).
En intégrant ensuite par rapport 4 Q et ¢/, on a aussi

9 PrQr— ¢y = LA ARt

En différentiant les équations (8), (9) respectivement par rapport a o’
et ', on trouve

3 4P dQ _ Q-+/(}) (xp's/ri?—zp'vwﬂw)
(e’ &y T iy Vo ’
(11) b | 4Q _ P +A(Y) <=p’\/l+¢’*—¢' \/x-h?'z),

dy Ay T Tigy” Vity:
d’ou

QYY) _ _ P+AWY)

ity Vitg
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Mais, 4 cause de 'indépendance de u et v, cette égalité ne peut subsis-
ler qu’antant que chaque membre se réduira & une méme constante.

Représentons-la done par Cy/— 1, et nous aurons ainsi, en différen-
tiant les équations (10), (1 1) respectivement par rapport a ¢’ et {/,

P Cy—1 Q. Gy

T e W e
d’ott
1) P=A + By —Cy—1.y1+¢7,
(13 Q=A+BY+ Cy— r.y1+¢2
En substituant les valeurs de ?I—;, i%z, , déduites de ces dernieres, dans
'une ou Pautre des équations (10), (11), on obtient

B+ B = o,

et paveillement, en vertu des équations (8), (9), on a
A+ A =o

On voit donc que les équations (12), (13) peuvent étre écrites sous la
torme

P=A+ By — Cy— 1.V1-+¢",
Q=Cy—1.Vi+{¢*— A —By,

d’ou
Q4 P_ gy — Vi
Y Q vy —g— Y
en posant

A B

c=% ="

11 est facile de démontrer que la droite qui engendre la surface de-

Y

meure toujours parallele & un plan donné. En effet, Péquation de
toutes les sections de la surface paralléles au plan dont I'équation est

z=gx + hy
sera
de _ ATV — g — Y

d T g by’ — 11
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Mais, 4 cause de la formule (14), cette équation est identique avec celle
des génératrices (3).

Nous regarderons le plan directeur comme étant le plan des x, ¥, ce
qui donne

g=o0, h=o;
on trouve donc
N y —_—
Ve’ 1+ _ Vitg?
———mmm T o
VA1 V1Y
o1l
?II . \l}” )
3= I
(I+?’2) 2 (l+\!’/2) 2

L4 4
Il faudra donc que les quantités — 3 ¢ aient la méme va-
(9" (1477
leur constante. Posons-la égale & ¢y — 1, ce qui donne

Jes

_ V=1 7,2 — V=t 2,2
¢=-"— i+t g=I—\i+e

Nous n’ajouterons pas les constantes introduites par ces derniéres
intégrations, parce qu'on peut toujours les anéantir en déplacant les
axes parallélement a eux-mémes. En vertu des valeurs que nous avons
trouvées pour ¢ et , le systéme des équations (1) deviendra (en posant
¢ =1, ce qui ne diminuera pas la généralité du résultat)

X=1u-+v,
(15) r=y—1 1+u + 1+ ),
2 =y — 1 [log (x4 V1 + @) +log (v + 1+ ¢*)].

4

Pour arriver a équation de la surface en x, y, z, en éliminant les
quantités u et v entre les trois derniéres équations (15), nous poserons

u=y—1sink, v=1+—1sin 3
nous aurons donc
2 = \/— 1 (sin X + sin ),
(16) 7 =V —1(cos} + cosp),
z2=— (A +p),

v ' ' (R A Y PR TR Eorn i 0 (Rl
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d’o11 I'on tire enfin
z )
- — — arc <tang —)~
2 x

Cette derniere équation appartient & un hélicoide & plan directeur.
GCette propriété de I'hélicoide a été démontrée pour la premiere fois par
M. E. Catalan dans le tome VII de ce Journal, page 2 11.

Je vais appliquer la formule (2) 4 la détermination des lignes de cour-
bure de I'hélicoide. En vertu des valeurs de ¢ et ¢ déja trouvées , I'équa-
tion (2) devient

du U do

T = I.—/—“—-—«
yi4ut VI ot

en intégrant et employant les quantités 3, p, on aura donc

dEV—I1p=A=xy{y—1B,
ou
17 bt p—A+B==xy—1[A-B—(—w)
Posons
X =rsinw, ¥ =7rcosuw,
d’ou, par les équations (16),

D » — X 3
18) ro== 2\/—100575, = t".

Si nous combinons ces derniéres avec I'équation (17), en posant
A+B=20, A—B=nm,
pour faire disparaitre les imaginaires, nous trouverons

+ l':E("”_”’) . E—(m——oc}

pour I'équation des lignes de courbure. Cette équation a été donnée
aussi par M. Catalan, dans le xxi1x® cahier du Journa! de U'Fcole Po-
lytechnique, page 143.

1l s’agit de déterminer I'aire de I'hélicoide. Pour cela, la formule (4
donne, en faisant usage des quantités 2, p.,

S=y—1ff[t— cos (% — )] drdp.
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Si I'on voulait évaluer Ia portion de Iaire engendrée par une longueur
constante de la génératrice terminée i 'axe des z, il faudra poser

A+p =&, A—p=mn,

ce qui changera la derniére intégrale dans la suivante :

. o A
§ = ‘%lﬂ /(: (1 — cosy)dEdy,

ce qui donnera

19 5= i‘/;——l@ — sin f).

silon désigne par @ la longueur constante de la génératrice, et par 9
Pangle entre ses positions extrémes, on aura, par les équations (18),

a=a2y—1 cos?, 6 =1,
2 2
d’ou
e e [AVE A — 2 —a? — . . aVi+ra
y— 1.fi=log (——2———) »oov—asinf =

\

et par ces valeurs, ’équation (19) se trouvera transformée en

§—9 [log (." \/m“,tf) _ ‘LﬁEJ
2 -

Si le systeme des équations (1) représente une surface de révolution,
cherchous les formes des fonctions ¢ et ¢. Pour cela, prenons pour
Paxe de révolution l'axe des z, et, attendu que les sections de la sur-
face paralléles au plan des 2, y sont les lignes de courbure, I’équation

dz = o

équivaut a I'équation (2), en adoptant I'un des signes ambigus; d’ou
Pon déduit

l+'kl)/2 . "'P” V/‘I—i—fy/‘l
—— T —
[_{__(?’2 ?N \/I_,—".'J,?
ou ’
L S, S
. El 3
(14977 (v+47)

' ) : [ R LN R Edles i '
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Et, par une analyse semblable a celle que nous avons déja emplovee
on trouvera que, pour une surface de révolution, le systeme des
équations (1) deviendra
X= U+ ¢V,
(20) y=yr—u — y1— e
lz=—y—1 [arc (cos u) + arc (cos v}i.
Pour éliminer les quantités u et ¢ entre ces dernieres, nous poserons
= cosh, ¥=COSU,

d’ou nous aurons

X == cos A + cos .,
f91) y =sin) — sinp,
z = —y— 1 (k4 p),

d’on 'on tire

[23) :

= — log <\/x Rt +2Vx + :4)

Cette surface est produite par une chainette tournant autour de s
directrice [*].

Pour trouver I'équation des génératrices de la surface, nous renver-
rons 4 I'équation (3), qui, en ayant égard aux équations 120}, devient

du do

—
\/l—u2 \/1-——0"

:0,

d’ou, en introduisant les quantités 2, u et intégrant ensuite. nous
conclurons

b= A= y— B,

ou
h—u—(A—B)=xy—1[A+B—0+p)

[*] Cet exemple a été donné par M. de Morgan dans son ouvrage intitulé Differei~
tial and integral caleulus with elementary illustrationes.
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Posons donc
X =Trcosw, ¥ =rsinw;

on a, par les équations (21),

. S s — . A —
(23) \/1‘2-—4:2\/—151n—_£i, =1t
et, en prenant

A+B=o0, A—B=2au,
on déduit, pour I'équation cherchée,

-+ \,,/rz . 4 —glo—ea) g——(m—o:):

ou

reglo—dpg—{o—a

Pour terminer ces applications, nous allons chercher Pexpression
de P'aire de la surface représentée par I'équation (22). Pour une zone
de la surface terminée par le plan des x, y et un plan parallele, la for-
mule (4) donne, en employant les quantités )., u.,

S =4 \J:A;fifa:_) [1 + cos (k -+ )] d) dp,
d'ou o
(24) S =oany— 1 {a -+ sin o).
Mais, & cause des formules (23), on a

o ~a je—— 4
r=12c08-» \rl—/4=oay—1sin=,
2 2
d’on
— e — — rVri—
N7 ——\/—-—4), \/—rsma:u,
2 2
et, par ces valeurs, la formule (24) deviendra
B r 4 \ri— rlrr—
S — 2ﬁ[2 log (—_\{_J) —}- J__i],
2 2
ce qui coincide avec le résultat des formules ordinaires.

e S S A ——e

[ I N K TR N R Frii ey



