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PURES ET APPLIQUÉES. 261 

LETTRES 
SUR DIVERSES QUESTIONS 

D'ANALYSE ET DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 

CONCERNANT L'ELLIPSOÏDE, 

ADRESSÉES A M. P.-H. BLANCHET, 

PAR J. LIOUVILLE 

DEUXIÈME LETTRE. 

Monsieur, 
Je dois commencer par remplir une lacune (plus apparente pour-

tant que réelle) dans ma première Lettre, à l'endroit où de l'équa-
tion 1 je conclus l'équation (III). En rappelant la démonstration du 
théorème de Green d'après lequel la fonction 

U = JJ— —ΊΓ> 

qu'on savait d'abord être nulle pour ρ = ρ' et ρ — oo, l'est également 
pour toutes les valeurs de ρ comprises entre p' et 00, j'ai soin de dire 
que dans l'espace extérieur à l'ellipsoïde (p'), u et les dérivées partielles 
de u satisfont constamment à la condition d'être fonctions continues 
de x, y, ζ ou ρ, μ, ν; mais je n'ajoute aucune preuve de ce fait : or, 
on pourrait craindre qu'il n'eût pas lieu, si la fonction R s'évanouis-
sait pour des valeurs de ρ > ρ' ; les doutes tiendraient à la présence 
du facteur R2 placé en dénominateur sous le signe intégral dans l'ex-
pression de S, savoir, 

S = ('2/1 -t- i)R /** —w + Jp R! Y (p' b7) (ρ'— c5) 

Si donc l'équation R = ο avait une ou plusieurs racines réelles ρ entre 
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les limites c et oc, et si p0 désignait la plus grande de ces racines, on 
pourrait croire que notre analyse ne s'applique avec sûreté qu'aux 
valeurs de ρ' > p

0
. Au fond la difficulté n'est pas sérieuse. Cependant, 

pour dissiper tout nuage, je vais prouver que l'équation R — ο ne peut 
offrir aucune racine > c. 

Mais avant de le faire, j'observe que, même dans l'hypothèse op-
posée , nos formules subsistant en prenant ρ' > ρ

0
, on arriverait en-

core à l'équation 

/// ΜΝΜ,Ν,ώ = ο, 

que nous avons obtenue, et sur laquelle, du reste, l'étendue plus ou 
moins grande des valeurs de ρ n'a aucune influence, puisque ρ n'entre 
ni dans le produit Ida, ni dans les fonctions M, N, M,, N

t
, ni dans les 

limites de l'intégrale qui se rapporte à p. et ν seulement. Il suit de cette 
équation que les racines Β sont réelles; nous n'aurons donc point à 
nous occuper de valeurs imaginaires de B. 

Considérons l'équation 

d dt _px 

t étant une variable qui croît à partir de zéro, et ρ une fonction de t, 
positive et finie quand t l'est elle-même. L'intégrale de cette équation 
s'exprimera par les séries convergentes connues, 

ν — A 11 -+- ̂  dt J* pdt ) -+- A' -f- ̂  dt ̂  tpdt —r... j ; 

A et A' sont les valeurs initiales de ν et de sa dérivée, et si l'une d'elles 
est nulle, il est clair que le signe de l'autre déterminera généralement 

le signe des quantités v, dont les valeurs absolues seront d'ailleurs 

des fonctions croissantes de t. Nous ne parlons pas du cas où l'on aurait 
à la fois A = o, A' = o; la fonction ν serait alors identiquement nulle. 
Mais quand une seule des quantités A, A' est nulle, il est impossible que 

l on ait soit ν = ο, soit — = ο, pour t > o. 

Cela étant, je prends la fonction M qui est composée en μ comme R 
l'est en ρ, sauf le changement qu'on a pu faire de y:p2 — c2 en yc2 — p.2; 
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M vérifiera l'équation différentielle 

(μ2 - b2) (μ2 - c2) ̂  + [ap3 - (b2
 + c2)p] ̂  = [«(«+ ι)μ

2
 — R] M. 

La variable ρ restant comprise entre b et c, je pose 

«= f ", * 

et cette équation devient 

^ = [B -u(n+i)p2]M. 

Pour £ = o, c'est-à-dire pour μ = έ, on a 

M = ο 

si yp2 — ^2 est facteur de M, et 

M rit d M µ- b 

si ce facteur n'existe pas, En admettant pour toutes les valeurs de u 
l'inégalité 

Β > η (η + ι) μ2, ou B — τι (η + ι) μ2 > ο. 

on tomberait donc dans les conditions du lemme précédent, et il fau-
drait en conclure que, pour t > o, on ne peut avoir ni M = o, ni 

= o. Or il est clair que l'une de ces équations a nécessairement lieu 

pour la valeur de t qui répond à p=c, savoir, la première si \c2 — ΰ2 

est facteur de M, et la seconde s'il ne l'est pas. 11 faut donc que l'on ait 

Β < η (η -h ι ) μ2, 

au moins pour une partie des valeurs de p.; et de là résulte, à fortiori, 

B<fl(n + i)c2<n(ffl+i)ps [*]. 

[*] F.n se servant de la fonction N, on trouverait rie même B > o. Voilà donc deux 
limites pour les valeurs des racines B. Ces limites η (η -f-i)c2 et o peuvent être atteintes 
dans les cas extrêmes de b — c et de b = o. 
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Ainsi, dans l'équation 

^ = [«(« + ι} ρ
3
 — B] R, 

le coefficient de R est essentiellement positif. On a 

E_ f dP 

et l'on peut prendre c pour limite inférieure de l'intégrale. Alors p=c 
donnera ε — ο. Donc R s'évanouira pour ζ — ο si \>ρ2 — c2 est facteur 
de R, et, si R n'a pas ce facteur, l'équation 

7¿R ih r/R 'I c2) 

nous montre que l'on aura ~ — ο pour ε — ο. Nous voilà encore dans 

les conditions du lemme ci-dessus ; et l'impossibilité de l'équation 
R — ο pour ρ > c, impossibilité que nous avions surtout en vue, se 
trouve démontrée. On peut ajouter que R étant à très-peu près égale 
à p", et partant positive, pour les valeurs de ρ très-grandes, doit être, 
d'après notre analyse, une fonction de ρ sans cesse croissante et tou-

jours positive depuis ρ = c jusqu'à ρ = ce. La dérivée ~ jouit évidem-

ment de la même propriété. Toutefois, une de ces deux fonctions R, 

—» est nulle pour ρ = c. 

C'est la condition d'une valeur nulle pour ρ = co, qui fait qu'on 
doit prendre S et non pas R dans la formule (III) à laquelle on arrive 
par des intégrations effectuées dans l'espace infini extérieur à (ρ'). C'est 
une condition de continuité nécessaire dans nos calculs pour la valeur 
particulière p = c, qui fait qu'on doit avoir R et non pas S dans la for-
mule (II) obtenue en intégrant dans tout l'espace intérieur à (ρ'). Les 
produits RMN. SMN jouissent, au reste, l'un et l'autre de la propriété, 
tout à fait essentielle ici, d'avoir en chaque point {oc, y, z) de l'espace 
une valeur unique qui se retrouve toujours la même lorsque, après des 
variations quelconques, oc,y, ζ redeviennent les mêmes. 

Les remarques précédentes sur la démonstration que je vous ai donnée 
des formules (A), (B), (C) découlent de la nature même des choses, 
et l'on doit les retrouver explicitement ou implicitement dans chacune 
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des démonstrations qu'on pourra imaginer pour les formules dont 
nous parlons. Il en est ainsi, en effet, pour toutes celles que j'ai obte-
nues. Ces démonstrations pourtant peuvent être présentées sous des 
formes très-diverses. En voici une qui me paraît digne de quelque at-
tention; elle a l'avantage de ne pas supposer qu'on ait démontré, à 
priori, l'existence d'une fonction λ' satisfaisant à l'équation 

J*J*
 = Pour P = p'· 

Dans cette démonstration nouvelle, on considère les polynômes 
RMN, R'M'N', relatifs à deux points {oc,j, z), (oc',y', z') dont le pre-
mier est quelconque, mais dont le second, situé à la distance Δ du 
premier, doit prendre successivement toutes les positions possibles seu-
lement dans l'intérieur d'un certain ellipsoïde déterminé par une valeur 
particulière de p', et dont il s'agira toujours ici quand nous parlerons 
de l'ellipsoïde (ρ'). Il y aura deux manières d'effectuer sur l'intégrale 
triple 

II/ è/P.'M'y ''A M.R'M'V yp.'M'y d ± \ 

étendue à tout cet espace intérieur, une intégration par parties. On a, 
par exemple, 

, , , , frf.R'M'N' ''λ , . dr'dz' rf.R'M'N' , , , , f Λε'cl2.R'M'N' 

La valeur de 

C f Ç d. R' M'N' rdx xy xz 

sera donc composée de deux termes séparés. L'un d'eux est l'intégrale 
triple, prise négativement, 

~J J J 5 ^ 5 

pour former l'autre, il faut observer que, dans l'intégrale définie rela-
tive à oc', les limites se rapportent à la surface de l'ellipsoïde (ρ'); 

Tome xi. — J UILLET lVj6. 34 
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en exprimant dj'ch' au moyen de l'élément ί/ω' de cette surface, et de 
l'angle a' que la normale à du', menée extérieurement, fait avec Taxe 
des x, on trouve facilement (je n'insisterai pas sur une méthode si 
connue) l'expression finale suivante: 

r r cos α' </»' rf.R'M'V 

La valeur complète de l'intégrale (a) est donc 

J J Τ \ dp
 COS α

 ^ dy' '
COS

 ̂  ^ dP
 COS

 Ί ) 

Γ Ç Γ dx'dy'dz' /d2.R'M'N' c/!.R'M'N' rf2.R'M'N'\ 

Mais cette valeur peut être simplifiée beaucoup. D'abord la seconde 
ligne disparaît d'elle-même, puisque l'on a identiquement 

Î^.R'M'N' ( d'1.R'M'N' , rf'.R'M'N' 

Quant à la première, j'observe que, dans la quantité entre parenthèses 
qui multipliedrd, on doit, après avoir effectué les différentiations indi-
quées, mettre pour x', y', z' les valeurs qui conviennent à cet élé-
ment du'. D'un point de cet élément faisons partir une normale ds' 
extérieure à l'ellipsoïde (p'); le long de ds', p' seule variera, et nous 
avons vu que 

rh' — — dp' -

la variation correspondante de R'M'N'sera, en conséquence, 

ds'-^j^- = ds' v>'
2 - b2

 Vp'
2
 - c\V ~ M'N'. 

Mais ds' fait avec les axes des coordonnées x,y, z, les angles a!, β', y'. 
En passant d'une des extrémités de ds' à l'autre, les coordonnées χ', 
y', z' augmenteront donc de 

ds' cos oc', ds' cos β', ds' cos γ' ; 

la variation de R'M'N' peut donc encore s'exprimer par 

M \—d~ COS α' + —cos β' + —cos y j-
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De cette double expression d'une même quantité, nous concluons 
qu'on peut, sous le signe /, au lieu de 

- - COS α + cos β + ■—
/P

— cos y , 

écrire 

VA'2 - b- VA'2 - c\l' ~r WW. 

En mettant en dehors les facteurs constants, la valeur définitive de 
l'intégrale (a) se trouve donc être 

( ' VA 2 — b2 VA ~c ^ J J—4— 

Mais l'intégration par parties aurait pu être dirigée d'une autre ma-
nière , pour ainsi dire inverse, en prenant pour point de départ la 

formule 

J ax d.r: ('x J f'x & "x {'x' J * 

De là on aurait conclu pour l'intégrale (à) cette valeur 

//R'M'Ν'cos α' + ~ cos β' + ~ cosy' ) du' 

12 fd' t d - Ur,-+- - -)/// R'M'N'— 

A l'aide du procédé même dont on vient à l'instant de faire usage, la 
première ligne peut s'exprimer ainsi, 

//R'M'N'^rfo/. 

Quant à la seconde, elle est nulle si le point (x, y, z) est extérieur à 
l'ellipsoïde (/'), c'est-à-dire si ρ surpasse ρ'. Mais elle est différente de 
zéro et égale à 4^RMIV si l'on a ρ < ρ'. Voilà donc une nouvelle va-

34-
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leur de l'intégrale (a); c'est 

R'//M'N'^ du', pour ρ > ρ', 

et 

R'//M'N'^, du' + /i^RMN, pour ρ < ρ'. 

Comparant avec la valeur [b), il s'ensuit pour les deux cas respectifs 
de ρ > ρ' et de ρ < ρles deux formules 

y/p^TT*
 s

/p^=-?.
d
^ f f -= IV fjM'N'

 d
£, du', 

et 

V>" - b* V>'
2
 - ff= R'//M'N'^ du' -+- 4π RMN. 

En conservant au point {oc,y, z) la même position, mais prenant 
[x', y', z') au dehors de l'ellipsoïde (p'), et considérant, au lieu de 
l'intégrale (a), l'intégrale analogue 

III (d.S'WKdA d. S'M'N'rfA t/.S'M'N' 

dans laquelle la sommation s'étend à tout l'espace infini extérieur à [ρ'). 
on trouve de même 

y/
2 - b2 \/ρ'2- c2· J J f = S'J/M'N' ~ du' - 4*SMN, 

pour ρ > ιο', et 

\'p'2 ~ b* vV2- f= SfffWW ~ du', 

pour ρ < ρ'. 
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Les deux formules relatives au cas de ρ > ρ', savoir, 

V -h’ vp" - f r~'~= 

et 

S sjp'
2
 ~ c

2
 · y_

 s
,jy

M
,
N

, _^^
ω

/ _ 4„
SMN; 

étant multipliées, la première par S', la seconde par R', et retranchées, 
donnent 

Vp - h~ vp'2 -c ψ ψ - R
V) J J

 = 4πΚ SMN' 

laquelle, en se rappelant que 

d?' '¥ ~ v'fp"— b*)(p"— <*)' 

devient enfin la formule 

Ν J j r— = i^TT' p°
ur

 p > p > 

dont on a de la sorte une seconde démonstration. En combinant les 
deux équations qui supposent ρ < ρ', on arriverait de même à la for-
mule (R). 

Mais notre analyse conduit en même temps aux formules (D), (E 
que j'ai indiquées à la fin de ma première Lettre. Pour obtenir, par 
exemple, la formule (D), rappelez-vous que l'on a, pour ρ > ρ', 

VP'
2

 - & VP'
2
 -

 c2
·^/= R'//M'N'^ d¥. 

Or 

ds ' Δ2 ds ' 

~ exprime évidemment au signe près le cosinus de l'angle u' compris 
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entre ia normale à αω', menée extérieurement à l'ellipsoïde \p' et la 
droite qui va de </ω' au point (a-,y, ζ) ; on a donc 

ds1 Δ2 

De là résulte 

R
 J J s = V>" - ** vV - y J J —i 

Il suffit maintenant de remplacer dans le second membre l'intégrale 
qui s'y trouve par sa valeur que fournit l'équation (C), puis de diviser 
par R'. Le résultat sera précisément la formule (D). 

Quelque facile que soit la méthode que je viens d'employer pour 
démontrer les formules (D), (Ε), il y en a une plus facile et plus rapide 
encore. Je dis, en effet, que la formule (D) résulte de la formule 

Γ ri'M'Nda,' ίπ R'SMN 

par une simple différentiation relative au paramètre ρ'. Il semble 
d'abord qu'une telle différentiation doive être compliquée au moins 
pour le premier membre. Mais rappelez-vous que Ι'ώΡ ne contient 
pas p', mais seulement yj et v', quantités qui varient entre des limites 
fixes, et auxquelles se rapporte l'intégration ; M' et N' sont aussi indé-

pendants de ρ', il suffit donc de différentier f ; et comme 

do' h' ds' — ./' v'/yT_é2)ip'2—(f\ ' 

vous avez 

J J é2)(p'2— C=) 2Π-Λ-1 dp' 

d'où résulte 

JJ J =
 at[+

y riÎ7 SMN, pour ρ > ρ·, 
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c'est-à-dire la formule (D). En différentiant la formule (B), on arrive-
rait de même à la formule (E). 

Il n'est donc pas indispensable, pour démontrer les formules (D). 
(E), de combiner deux équations de la forme 

d-u d2u d2a d'v d't> d2v 

et l'on peut suivre une route plus courte que celle dont je vous parlais 
dans ma première Lettre. Les combinaisons de cette espèce n'en ont 
pas moins beaucoup d'utilité. Permettez-moi de vous montrer ici com-
ment on en déduit la formule 

//ΖΜΝΜ,ΈΜω = ο. 

On multiplie par dccdjrdz, et l'on intègre l'équation 

d2u d2v d2u d2v d2u d2v 
vdF~udï2 + K'd^~udï2+vdF~udï2 = 0· 

Étendons l'intégration à tous les points compris dans l'intérieur d'une 
surface fermée quelconque, en admettant que, dans cet espace, les 
fonctions M, v et leurs dérivées n'éprouvent aucune discontinuité. Les 
deux premiers termes s'intègrent d'abord par rapport à cc, les deux 
suivants par rapport à jr, les deux derniers enfin par rapport à z. In-
troduisons l'élément (Ιω de la surface par laquelle les intégrations sont 
limitées, et désignons par ds la longueur d'une normale infiniment pe-
tite , de sorte qu'en passant de l'élément à l'extrémité de la normale. 
u et ν éprouvent les variations 

(lu | dv 7 

nous trouverons, en définitive, 

r r du j r c dv , vT,dw= u*da-

,1e ne m'arrête pas aux détails du calcul ; ils sont très-familiers aux géo-
mètres, et d'ailleurs nous venons déjà d'effectuer une transformation 
du même genre. 

Je prends maintenant pour surface fermée l'ellipsoïde (p), et, en 
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conséquence, je remplace ds par sa valeur 

h ι sjlf— b2) (p2 — c2) 

les dérivées où entrait ds seront alors rapportées à ρ seule, et, en sup-
primant le diviseur commun 

sjp2 — b2 \Ιρ* — c2, 
on aura 

ic) /flv^dv^fflu^d». 

Soient donc 
u — RMN, c = R(M,N,, 

les fonctions R, R
f
 répondant soit à deux valeurs de η différentes , soit 

à une même valeur de n, mais à deux valeurs de Β distinctes. Ces ex-
pressions de u et c satisfont évidemment aux conditions imposées 
plus haut. En les adoptant, l'équation (c) devient 

r
4
 ̂  //ΖΜΝΜ,ΓΜω = R^//ZMNM,TMco, 

d'où 

(R< f - RÇ) //'MNBM.ifc = °-

En laissant ρ quelconque, on ne peut pas avoir 

R< ^ -Rdf = °'> 

il en résulterait, en effet, 
R, = CR, 

C étant une constante. Or le rapport de chaque polynôme R à la puis-
sance ρ" est l'unité pour ρ = oo. L'équation que nous venons d'écrire 
est donc absurde si η n'est pas le même pour R et R, ; η étant le même 
de part et d'autre, elle est impossible encore parce qu'elle entraînerait 
l'identité de R et de R,, contrairement à notre hypothèse. On a donc 
pécessairement 

//ΖΜΝΜ,Ν,ί/ω = ο; 
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c'est la formule que nous nous proposions de démontrer. Si l'on 
prend en particulier M, = i, N, = i, on en conclut généralement 

Jf lMNάω = o; 

le cas de M = ι, Ν = i, fait seul exception. 

Dans l'équation 

///MNM,N
(
rfu = o, 

comme dans les équations (A), (B), (C), et en général dans toute la 
marche de notre analyse, vous devez reconnaître une analogie frap-
pante avec les fonctions Y„ de la Mécanique céleste, ou plutôt avec les 
différents termes dont les fonctions Y„ sont composées. Les pro-
duits MN jouissent des mêmes propriétés que les termes dont nous 
parlons, et vous allez voir qu'ils s'y réduisent identiquement lors-
qu'il s'agit d'ellipsoïdes de révolution allongés ou aplatis, c'est-à-dire 
lorsqu'on fait b = c ou b =■ o. 

Cette réduction s'offre d'elle-même; on ne rencontre aucune diffi-
culté en l'effectuant. Toutefois, comme elle est très-curieuse, je vous 
demande la permission de m'y arrêter un peu. Mais, avant tout, je 
vous rappellerai que chaque fonction M, N, peut être sans inconvénient 
multipliée par une constante arbitraire; l'introduction d'une telle 
constante n'empêchera pas les équations différentielles linéaires dont M 
et Ν dépendent d'être satisfaites, et ne changera rien, ni à la formule 

ff ΖΜΝΜ,Ν,ί/ω = o, 

ni aux formules (A), (B), (C), qui sont homogènes en M et N. Ainsi peu 
nous importera d'introduire ou de supprimer dans l'expression de M 
ou de Ν un facteur constant. 

En laissant d'abord b et c quelconques, substituons aux variables p. 
et ν les angles φ et ψ de M. Jacobi, d'après les formules 

p. = y'c2 cos2 φ "-+■ b'1 sin2 ψ, ν = b cos ψ. 

L'équation 

(μ>-δη {μ2 - cηÇÏ + [τυ.* - (b3+-C*) μ]ψ =[n{n-hi) μ2- Ε] Μ, 

Tome XI.— JCILI.IT 1846. 
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que M vérifie, et qui peut s'écrire 

vO-2 - ^2) (cs - μ2) ^ — + [» (η +1) μ2 — Bj M = O, 

deviendra 

(c2 cos2 φ + b2 sin2 ψ) — (c2 — b2) sin φ cos © ̂  

4- [« (« 4- ι) (c2 cos2 çp 4- b2 sin2 φ) — Β] M = ο ; 

il faut y satisfaire, en général, par une fonction entière de sin φ, cos y, 
sjc2 cos2 φ -h b2 sin2 φ, et, dans le cas particulier de b — c ou de b — o. 
par une fonction entière de sin φ et cos ψ seulement. 

De même, l'équation en N, qui est d'abord 

v'^2 - V2) (c2 - v2) — = [η (η 4- ι ) ν2 - Β] Ν, 

devient 

(c2— b2 cos2 ψ) ̂  4- b2 sin ψ cos ψ ̂  = \η {η 4- ι) b2
 cos

2
 ψ — Β] Ν; 

et il s'agit d'y satisfaire par une fonction entière de sin ψ ι cos ψ, 
\jc2 — b2 cos2 ψ, dans le cas général, et par une fonction entière de 
sin ψ, cos ψ seulement, lorsqu'on prend b = c ou b — o. 

En faisant b — c, nous avons pour M et Ν les équations suivantes : 

dm + [n(„ + 1)c> — Β] M _ 0 

et 

II - cos2 ψ) — 4- sin ψ cos ψ — = | η {η 4- ι) cos
2
 ψ - - J Ν. 

La première ne peut être vérifiée par une fonction entière de sin y, cos φ. 

qu'en prenant pour valeur de — ~*~
1
^ le carré d'un nombre en-

tier i; dans toute autre hypothèse la fonction M ne redeviendrait pas 
la même en augmentant φ de an, ce qui doit avoir lieu quand elle est 
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rationnelle en sin 9, cosy. Ainsi 

Β = [η (n -+- 1 ) — i2] c2. 

L'équation en N, si l'on pose cos ψ = q, prend ensuite la forme 

+ [„(„ + χ ) - _] Ν = ο. 

C'est précisément, l'équation que l'on trouve en discutant les fonc-
tions Y„ et cherchant la loi de composition de leurs différents termes. 
En consultant une thèse de M. Olinde Rodrigues, imprimée dans la 
Correspondance sur l'Ecole Polytechnique (tome III, page 'àqb), 
vous verrez que l'on doit prendre i au plus égal à n pour avoir des 
valeurs de N fonctions entières de q, \/i — ç2; les valeurs de i sont 
donc o, r, 2et pour ces valeurs on trouve, en effet, une ex-
pression de N convenable, 

N = (i-f/2)2 —ildZJÙl. 

Quant à la valeur de M, elle est double pour chaque entier i différent 
de zéro ; on peut faire 

M = cos /φ, et M = sin /φ ; 

mais pour i — 0, on n'a qu'une seule valeur M = r. 
Les produits MN, lorsque b = c, sont ainsi les mêmes que pour la 

sphère , et en effet ils ne changeraient pas en posant c = o. Us s'expri-
ment par les formules 

' - Τ ) 7^
J± cos

 (' - Ί
 sin

 '?· 

Leur nombre est in + 1, et ce sont eux qui, multipliés par des con-
stantes arbitraires, forment les o.n -+-1 termes de la fonction générale Λ 

il nous reste à examiner les fonctions R. Dans le cas de b — c, on a, 
rions l'avons dit plus haut, 

R — [n ( n + 1 ) — /21 c2 : 

35.. 
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l'équation dont R dépend est donc alors 

(P+ C
2

P
3
-

2C
»^ = [n{n + i)(p2 - c2) + Pc2] R. 

En la mettant sous la forme 

ÂF-1- + [N(N+I)~ —]R = O, 

et la comparant à l'équation en Ν , dont on a donné l'intégrale, on 
trou ve 

in[in—— i + i) άρί+η ' 

le diviseur numérique a été introduit pour rendre le rapport de R à p" 
égal à l'unité lorsque p = ce. Pour chaque entier n, le nombre des va-
leurs de R est n -+- ι ; mais les valeurs de R pour lesquelles i diffère de 
zéro entrent dans deux des produits RMN; pour ces deux produits, Ν 
reste aussi le même, mais M est cos if pour l'un, sin if pour l'autre ; 
de là an + 1 produits distincts RMN. 

En appliquant les formules (A), (B), (C) aux deux combinaisons R, 
S, M, Ν qui ne diffèrent que par la valeur de M, ou qui répondent au 
même couple (n, i), vous vous assurerez facilement que ces formules 
ont lieu non-seulement pour chaque produit MN isolé, mais encore 
pour la somme des deux produits conjugués MN multipliés chacun par 
une constante arbitraire. Ainsi, par exemple, l'équation 

fS dw' _m 

dont je vous ai parlé dans ma première Lettre, sera vérifiée par 

ζ = (G cos ΐφ + H sin if) Ν, 

quelles que soient les constantes G, II. 
Notons enfin les formules 

x — p cos ψ, y = Vf
2
 ~ c

2
 si

11
 ψ

 c
°s f, z — \/ρ3 — c'2 sin ψ sin φ, 

Id'ύ — sin ψ df dé, 
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qui sont beaucoup plus simples que celles relatives au cas de b et c 

quelconques. 
Maintenant passons de l'ellipsoïde de révolution pour lequel b~ c, à 

la sphère où l'on a de plus c = ο ; les valeurs de χ, γ, ζ exprimées par 
les angles φ, ψ, et par le demi-axe ρ qui deviendra un rayon de sphère, 
se réduiront aux formules connues des coordonnées polaires 

χ = ρ cos ψ, γ — ρ sin ψ cos ψ, ζ = ρ sin ψ sin ψ ; 

l'équation en R prendra la forme 

= *(» + OR, 

et donnera 

R = s = ̂ , 

quelle que soit la valeur de i. En remplaçant Vd(ù' par sa valeur 
sin ty'df'dty', les formules (A), (B), (C) nous donneront donc 

JJ i = î^TÔ?' P°ur P = P* 

J J Δ (2rt-t-l)p'BH·'' l 1 Ρ 5 

JJ À = ρΓ+Ί)τΖ' P°ur Ρ>Ρ· 

D'après leur forme même, on peut dans ces dernières équations rem-
placer MN et M'N' par les fonctions générales Y„, Y'„ qui se compo-
sent linéairement avec ces produits. Nous avons ainsi 

JJ rL~ = (ïîTï)?' «P°ur P = P> 

JJ i = P°ur f<P· 

JJ—I = (.. + P°
m

' <■><" 

et nous retombons, par une route nouvelle et plus générale, sur les 
résultats que les géomètres avaient obtenus relativement aux fonc-
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rions Y„; Nous voyons aussi comment il arrive que, dans le cas de 
la sphère, on puisse grouper m -+- ι fonctions simples MN et en for-
mer la fonction complexe Y„ qui jouit encore des propriétés principales 
de ces fonctions simples. Gela tient à ce que R, devenant indépendant 
de i, se conserve le même pour les différents produits MN qui répon-
dent à chaque entier déterminé n. Pour l'ellipsoïde quelconque, la 
for mu le 

jj — = <· 

où nous avons 

v 

présente des valeurs de m généralement différentes entre elles; ces 
valeurs deviennent en partie égales deux à deux pour l'ellipsoïde de 
révolution; enfin pour la sphère, on peut les assembler par groupes 

de o.n -+-1 valeurs égales rapportés aux entiers successifs ο, i, 2 
Ceci méritait d'être remarqué. 

Après les longs détails dans lesquels je suis entré relativement au 
cas de b — c ou de l'ellipsoïde allongé, je dois me garder d'insister sur 
celui de b = ο ou de l'ellipsoïde aplati. Je me bornerai à vous dire 
que l'on alors R = i2c2, i désignant encore successivement les entiers 
ο, 1, 2et que l'équation en R à laquelle on est conduit se ra-
mené à la forme de celle discutée tout à l'heure, en posant p = \jc2 -1- À2 

et prenant k pour variable au lieu de p. 

Revenons au cas général d'un ellipsoïde à trois axes inégaux; et 
l'analogie des produits MN avec les fonctions Y„ va se présenter à nous 
sous un nouvel aspect. 

Considéré comme fonction de μ et v, ou, si l'on veut, de μ, ν, 
sjTiF^b2, y'c2 — μ2, \Jb2 — ν2, \jc2 — υ2, sans s'inquiéter de ρ qu'on 
laissera constante, le produit MN ne diffère pas essentiellement du pro-
duit RMN ; la présence d'un facteur constant R est, en effet, nous 
l'avons vu, indifférente. Mais RMN s'exprime par un polynôme du 
degré η en x, y, z. Donc sur chaque ellipsoïde déterminé (ρ), Je pro-
duit MN s'exprimera aussi par un polynôme en x, y, ζ de degré n. 

Rappelez-vous à présent la sphère auxiliaire de rayon r, concen-
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trique à l'ellipsoïde, et dont les points (χ, Y, Z) correspondent à {oc, y, z). 
Vous savez qu'on a 

χ = px, j — y/p2 — lr .Y, z = y'p2 — C2.z. 

Donc chaque produit MN pourra être transformé en une fonction de 
degré η en χ, Y, Z. 

Introduisons enfin des coordonnées polaires Q, v> auxquelles nous 
rapporterons les points de la sphère, et faisons 

χ = cos 9, Y sin Q cos sr, z=sin0sin®; 

MN deviendra une fonction entière de cos θ, sin 0 cos vs, sin θ sin sr, et 
je dis que cette fonction, considérée par rapport aux variables θ et τα, 
rentre dans les fonctions Y„ de Laplace. 

D'abord en p. et ν, et en posant 

J V( pi5— b7) (c7— fi2) J v (^ —v!) (c1 —v') 

on a les équations 

= [Β — n(n + χ) μ2] M. ^ = [n{n + i)v2 - Β] N. 

Faisons MN — Φ, et nous en conclurons aisément 

! \ f ■? 9\ 

dr? + ,// + n(n + ^ ̂  - v ) Φ = °· 

Introduisons θ et τχ au lieu de μ et v. En comparant les valeurs de x, 
y, z en p., v à celles de χ, Y, Z en 0, ®r, il vient 

Τ- = COS 9, r T—__—■ = sin 0 cos w, -—— = sin 0 sm zs, 

équations dont la troisième n'est qu'une conséquence des deux autres. 
L'élimination de μ et v donnera, tout calcul fait, 

sin 9 - - h -h η (η -+- 11 sin2 θ.Φ = ο. 

Mais cette équation est celle des fonctions Y„. On sait que la fonction 
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entière en cos 0, sin θ cossr, sin Q sin is, la plus générale qui puisse y 
satisfaire, est Φ = Y„, Y„ présentant ιη-\- ι constantes arbitraires. Donc 
le produit MN exprimé en 0 et © est, par rapport à ces variables, un cas 
particulier de Y„. Réciproquement Y„ exprimée en μ, ν, \!μ2 — b2, etc., 
n'est autre chose qu'une somme des divers produits MN relatifs au 
nombre n, multipliés chacun par une constante arbitraire. En effet, 
cette somme doit être égale à une fonction de forme Y„, et comme elle 
renferme ιn+ ι constantes arbitraires, elle offre la valeur générale 
même de Y„. 

On parcourt la surface de l'ellipsoïde (p) et le cercle entier des va-
leurs de μ, ν, \lp2— b2, etc., dans les questions qui nous occupent, 
en parcourant la surface entière de la sphère concentrique de rayon i, 
c'est-à-dire en faisant varier 6 dans l'étendue d'une demi-circonférence 
et v> dans l'étendue d'une circonférence entière. Cela posé, le dévelop-
pement d'une fonction de μ, ν, \1μ2— b2, etc., que Ton regardera 
comme successivement relative à tous les points de la surface de l'ellip-
soïde , ne différera nullement du développement sphérique en série de 
la forme ΣΎ

η
. On pourra représenter ce développement par ΣΑΜΝ; 

mais si l'on veut pouvoir y appliquer immédiatement les résultats dé-
montrés pour la série 2Y„, il faudra considérer comme ne formant qu'un 
seul terme, analogue ou pour mieux dire égal à Y„, l'ensemble des 
termes AMN qui répondent au même entier η, mais à des valeurs de R 
différentes. 

Pour exprimer une fonction rationnelle et entière quelconque de 
cos θ , sin θ coszs, sin θ sin sr, ou, si l'on veut, de χ, τ, ζ, il suffit, 
comme on sait, d'un nombre limité de fonctions Y. Il suffira donc 
aussi, dans ce cas, d'un nombre limité de produits MN. Cela arrivera, 
par conséquent, pour toute fonction de p. et ν composée d'un ou de 
plusieurs termes exprimables chacun par une fonction entière et symé-
trique de μ2, ν2, ou par le produit d'une telle fonction et de facteurs de 
la forme μν , \jp2 — b2 \jb2 — v2, \jc2 — p.2 \jc2 — υ2. En effet, ces fac-
teurs sont des fonctions entières de χ, γ, ζ ; par suite, il en est de même 
pour μ2 ν2, p.2+v% puis pour une fonction entière, symétrique en p.2, v2, 
et enfin pour la fonction proposée. Le cas particulier que nous venons 
^d'indiquer, et où l'on peut exprimer une fonction donnée par un nombre 
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limité de termes AMN, méritait d'être mentionné. Il peut être traité à 
part directement et serait très-digne de nous arrêter si l'objet même de 
cette Lettre ne nous interdisait de tels détails. Mais, en général, l'expres-
sion d'une fonction exige l'emploi de tous les produits MN en nombre 
infini; et de là un genre de développement qui, du reste, n'est au fond 
que le développement ΣΥ

η
 de Laplace, les groupes de produits MA' 

étant équivalents aux groupes Y„, et devenant même identiques avec 
eux pour b — cet pour b = o. 

Les fonctions Y„, relatives à la sphère, s'exprimant en μ, v, 

V μ2 — b2, etc., par une somme de produits AMN , on peut se demander 
ce que sont pour la sphère ces quantités μ, v. Or les coordonnées χ , 
ν, ζ d'un point de la sphère sont données par les formules 

JJL'J yV2——V2 ^ \!c2—U- y'c·-—■ v-

De là on tire 

x7 \2 y.-

et 
·/ B~ — -J' C- — V' 

En regardant μ et ν comme des constantes, et χ, y, ζ comme des coor-
données courantes, ces équations représentent deux cônes qui ont leur 
sommet commun au centre de la sphère et qui se coupent entre eux 
orthogonalement. Ces cônes jouent ici, par rappor t à la sphere, le même 
rôle que les hyperboloïdes à une et à deux nappes jouent par rapport 
à l'ellipsoïde (js);M. Lamé, dans ses recherches, les a pris pour point 
de départ, et a ainsi obtenu d'abord pour la sphère même les fonc-
tions M et Ν qui se sont ensuite appliquées sans aucun changement à 
l'ellipsoïde. 

Les surfaces hyperboliques homofocales coupent l'ellipsoïde (a) sui-
vant ses deux systèmes de lignes de courbure, respectivement repré-
sentés par les équations 

μ — constante, ν = constante. 

Ces mêmes équations appliquées à la sphère y déterminent les lignes 
Tome XI. — JÇILLRT 1846. 36 
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correspondantes aux lignes de courbure; on voit que les lignes corres-
pondantes dont nous parlons sont des coniques sphériques orthogo-
nales entre elles. Un point est déterminé sur la sphère par la rencontre 
de deux coniques sphériques, comme il l'est sur l'ellipsoïde par l'in-
tersection de deux lignes de courbure. 

Dans le développement d'une fonction Q sous la forme 

Q = IAMN, 

on peut déterminer A en multipliant les deux membres par /ΜΝώ, 
puis intégrant, conformément à la méthode ordinaire. Il vient ainsi 

A Sf±QMN'/w 

En adoptant cette valeur de À et regardant, nous le répétons, comme 
ne formant qu'un seul terme l'ensemble des produits AMN qui répon-
dent à chaque entier n, la fonction Q se trouvera représentée par 2AMN 
comme elle Test par une série 2 Y„. Si pour chaque système de valeurs 
de μ, ν, ν'μ2 — b2, etc., la fonction Q a une valeur unique et déter-
minée, fonction continue de p., y, il en sera de même de la série. 

Quand une fonction Q de cette espèce satisfait à l'équation 

ff QMN da = ο 

pour tous les produits MN répondant à des couples quelconques η, B), 
on en conclut évidemment 

ff Q da 2 AMN " ff Q-' da = o, d'où Q — o. 

11 en serait de même si Ton avait 

ff ZQMN da - o. 
ou plus généralement 

//PQMNÎÉJ o, 

Ρ étant une fonction qui ne change jamais de signe. 
Il est évident aussi que l'équation 

2 AMN = 2 A'MN 
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entraîne celle-ci 
A = A', 

que l'on en déduit en multipliant les deux membres par/ΛΙΝΑ), puis 
intégrant. 

Mais c'est m'arrêter bien longtemps sur des propriétés que vous 
devinez d'avance, puisque la série ΔΑΜΝ les partage avec les séries con-
nues de sinus et cosinus. Revenons à nos formules (A) , (B), (C) et com-
binons-les avec notre nouveau développement pour résoudre le pro-
blème de M. Gauss relativement k la distribution sur un ellipsoïde 
d'une matière attractive ou répulsive d'après la loi de Newton, de 
telle sorte que le potentiel ait en chaque point de la surface une va-
leur donnée. 

Soient Q cette valeur, fonction déterminée de μ, ν, y p.* — h'1, etc.. 
ρ' le paramètre de l'ellipsoïde, et λ'Α/ la masse répartie sur l'élément 
r/ω'; Δ étant la distance de da' k l'élément quelconque A> qui répond 
au point (p., v), il faut qu'on ait 

jj"^- = Q = ΣΑΜΝ. 

Gomme λ' est une fonction des coordonnées μ', ·/ qui répondent a 
l'élément, άω', je pose 

j, = Σ A! WW, 

et par la formule (A) j'en conclus 

R NW _ Γ / 4TT R/ S' MIS * 

.Je mets R'S' an lieu de RS parce que ρ' est le paramétré de notre, el-
lipsoïde. Ainsi 

2

(A<.&^)=ÏAMN, 

d OU 

A, (2/;-|-I)A V V Γ (2Λ + Ι) AM'IV 

Cette valeur de λ' s'accorde bien avec celle que j'ai donnée sans dé-
36. . 
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monstration dans le tome X du Journal de Mathématiques. Mais on 
fera mieux comprendre le vrai caractère général de la solution en se 
servant de la formule 

JJ — =m*> 
où ζ représente le produit MN, et m la quantité 

47rR'S' 

qui est constante sur toute la surface (ρ'). 
Soient, en effet, 

Q = ΣΑζ, λ' = 1'Σ A'ζ'·, 
il viendra 

Jj ÉÉÉ
 =

 ΣΜηιζ - ΣΑζ, 

d'où 

A' = -, 

résultat, bien simple et qui s'applique de lui-même à toute surface pour 
laquelle les fonctions ζ sont connues. 

Puisqu'on a 

Λ — fa 2* R'S' ' 

et 

[f l QMN da 

le premier terme du développement de λ', qui répond à 

n = o, R'=i. M'=i, N'=i, S'= Γ dp' 

sera 
V JJlQda 
fa s'.yy ida 

S' représentant spécialement l'intégrale définie que je viens d'écrire. 
C'est de ce terme seid que dépend, comme vous le verrez sans peine , 
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i intégrale 
ffl'd'W, 

qui exprime la masse totale distribuée sur l'ellipsoïde. On a 

ffXM =·ΰ0ί· 

En ajoutant à Q une constante arbitraire C, c'est-à-dire en supposant 
la fonction λ' telle que 

//^ = Q
 +

 c. 

la même intégrale deviendrait. 

C J'fi Qrf" 
S' 4πβ' ' 

et l'on pourrait alors disposer de C de manière que la masse de la dis-
tribution eût une valeur donnée. A peine ai-je besoin d'ajouter que le 

premier ternie du développement de serait augmenté de 7-77-; les 

autres n'éprouveraient aucun changement [*]. 
Soit maintenant Δ la distance de l'élément da' à un point quel 

conque (ρ, μ, ν) de l'espace. Après avoir pris λ' de telle sorte que 

ff^T~= Q' Pollr ·6 =p, 
posons 

U=JJ r r Vd,„' 

on aura 
u — Q pour ρ = ρ', u — ο pour ρ — cc, 

et généralement 

U=JJ r r Vd,„' d.x- dy ' dz1 

[*] On voit facilement aussi que la posiLion du centre de gravité de la masse distribuée 
depend des trois termes du développement de λ' qui répondent à η = ι ; la considéra-
tion de ceux qui répondent à η = a détermine ensuite les axes principaux et les mo-
ments d'inertie. 
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Ta formule 

U=JJ — 
représente donc la loi de l'équilibre des températures, i° dans l'inté-
rieur de l'ellipsoïde (p'), la température pour les points de la surface 
étant définie parla fonction Q; dans l'espace infini extérieur à (/a'), 
avec la même fonction à la surface, et de plus la condition d'une tem-
pérature nulle pour ρ = oo. 

D'intégrale 

u=r r ν (W 

représente en outre le potentiel de la distribution dont nous nous 
sommes occupés tout à l'heure, et peut servir à calculer l'action exer-
cée sur le point (ρ, μ, ν). Il est donc intéressant de la développer en 
série. 

Pour cela , développons d'abord -· Or, si l'on pose 

1= 2C'M'N', 

on trouve de suite 

Off Z'M'aN'3 dw' = f j'1--?—. 

On peut supprimer les accents dans l'intégrale placée au premier 
membre. En appliquant ensuite les formules (B) et (C), on obtient 

pour p<p', 
Îît 

C////M2NVo)=t^H, pour [J>[A 
De là 

!va·' À — /l7rZi f2«T7)7/7¥UN2Ao' Poul' P<P-

et 

Α = 4π2(2«+.)///Μ^' p°ur P>P-

Ces deux formules (α), (β) sont bien remarquables, et l'on en dé-
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(luit beaucoup de résultats curieux. On ne peut douter de la conver-

gence des séries et de leur égalité avec le premier membre tant que p 

et ρ' ont des valeurs différentes; car la fonction — est alors essentielle-

ment finie et continue. Il n'en serait plus de même si l'on posait 

P = p'· 
En substituant la valeur de Δ dans celle de u, on a 

u _ Λπ y ffk'W N'd'j, pour ,0 < ρ'. jt—d (2Λ ! ) J f /M2 N2 rfw Jj ' 11 

Mais nous avons trouvé ci-dessus 

λ' = ΓΣΑ'Μ'»<, A=J77iÏÏM.' 

Substituant et ayant égard à la formule 

ffl'M'N'M; N', (/'■)' = o, 

on obtient donc 
u = ΣΙΙΜΝ/77 QMN A,) , , 

Cette formule revient à celle que M. Lamé a donnée pour l'équilibre 

des températures dans l'intérieur de l'ellipsoïde (p1). Seulement elle 

est écrite sous une forme plus concise. En général, l'introduction de 

la quantité Idtù simplifie et éclaircit beaucoup les formules; M. Lamé, 

qui n'en a pas fait usage, devait tomber par cela même dans des cal-

culs plus compliqués que les nôtres. On peut remarquer que les pro-

duits RMN donnent des polynômes de degré n. La valeur de a se 

compose donc d'une somme de polynômes de degrés ο, i, a,..., η 
successivement, dont chacun satisfait séparément à l'équation 

(Cii d'il 
dx1 df- dz3 ' 

et il est aisé de voir en outre que chacun de ces polynômes se réduit, 

à la surface (p'), au terme Y,„ correspondant, du développement 2Y„ 

de la fonction Q. De cette manière on constate l'identité de la formule 
actuelle avec celle qui résulterait de la méthode beaucoup plus simple 

que j'ai donnée pour le problème de l'équilibre des températures dans 
l'ellipsoïde, au tome X du Journal de Mathématiques. 
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En supposant ρ > ρ', des calculs semblables à ceux qui précèdent 
fournissent 

-WJJÏWWIT' Pour Ρ>Ρ· 

Enfin le cas intermédiaire de ρ — ρ' est compris à volonté dans cette 
formule et dans la précédente qui s'accordent à donner alors 

5/-VOTIM,--n Z- yjvm*N2^* 

Vous voyez, monsieur, comment les formules (A), (B), (C) fournis-
sent, pour l'ellipsoïde, la solution du problème de M. Gauss et des pro-
blèmes qui s'y rattachent dans la théorie de l'attraction ou dans celle 
de la chaleur. Il y aurait plus d'une remarque importante à faire sur 
divers points relatifs aux questions qui viennent de nous occuper. Et 
quoique les démonstrations que vous avez déjà des formules (A), (B), (C) 
soient très-satisfaisantes, ce n'est pas sans regrets que je renonce à pré-
senter encore ici un procédé nouveau pour y arriver. Ce procédé sup-
pose connu le développement des fonctions en séries 2AMN, ce que 
les précédents ne demandaient pas ; mais il offre des avantages parti-
culiers [*]. 

J'ai eu soin de vous faire observer que, dans un cas très-étendu et 
parfaitement défini, ces séries ΣΑΜΝ n'ont qu'un nombre limité de 
termes. On peut tirer de là quelques conséquences dont il est bon de 
dire un mot, tout en donnant un moyen nouveau et indépendant des 
formules (a), (β) de développer la valeur du potentiel, en un point 
( js, μ, ν) de l'espace, pour une couche infiniment mince comprise entre 
l'ellipsoïde (p') et une autre surface à volonté, ou mieux pour une 
masse attractive ou répulsive distribuée sur l'ellipsoïde. Soit Ik la den-
sité de la distribution. En conservant les notations ci-dessus, le poten-
tiel cherché sera exprimé par 

ff~·' 

[*] A la rigueur môme, on peut, en s'aidant de lemmes préliminaires convenables, 
suppléer à l'usage des séries infinies, 
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et, en posant 
k = ΣΑΜΝ, 

il deviendra 

2A ff M'N' dw' 

c est-à-dire, en vertu des formules (B) et (C), 

. v ARS'MN . , 

et 

4πΣ
 2/ί+

 , ' Pour Ρ>Ρ· 

Donc si k s'exprime par un nombre limité de produits MN, il en sera 
de même du potentiel. Or cela arrivera évidemment si k est une fonc-
tion rationnelle et entière des coordonnées x,jr, ζ de la surface, ou du 
moins peut le devenir en ayant égard à l'équation de l'ellipsoïde. Cela 
suppose la densité de la distribution proportionnelle à la fois à cette 
fonction et à la quantité l, c'est-à-dire à la perpendiculaire abaissée du 
centre de l'ellipsoïde sur le plan tangent mené au point dont on s'oc-
cupe. 

Ces réductions d intégrales doubles s'étendent, dans les cas analogues, 
aux intégrales de la forme 

j j h· cos y 

Au surplus, la méthode précédente serait bien mal appréciée si l'on 
n'y voyait qu'un moyen plus ou moins simple , plus ou moins élégant, 
comme on en a déjà, de ramener dans certains cas des intégrales 
doubles à des quadratures ou même à des quantités finies. Elle offre 
surtout l'immense avantage de conserver, au milieu de tous ces change-
ments, dans le résultat final, une trace de chacun des produits MN qui 
a figuré dans ce que je nommerai les données primitives. Cette pro-
priété, qui subsiste même quand la série se prolonge à l'infini, consti-
tue le vrai caractère de nos formules, et facilite singulièrement la solu-
tion des problèmes; c'est de là aussi, vous vous le rappelez, que 
l'analyse de Laplace pour l'attraction des sphéroïdes très-peu différents 
de la sphère tire toute sa supériorité sur celle de d'Alembert. Je devrais 
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peut-être appliquer encore ces formules au problème de l'attraction des 
ellipsoïdes de densité variable d'un point à l'autre ; mais ce qu'elles ajou-
tent aux résultats des travaux de nos grands géomètres sur ce sujet 
s'offrira facilement à votre pénétration. D'ailleurs, en accumulant ainsi 
les questions l'une sur l'autre, je crains d'être à la fois long et obscur. 
Excusez les négligences qui ont dû m'échapper dans une rédaction 
laite à la bâte; et en général lisez cette Lettre avec indulgence. Je n'ai 
ici personne qui puisse m'aider de ses conseils, et j'écris en grande 
partie de mémoire, ou du moins sur des notes fort incomplètes et 
déjà anciennes. C'est dans les quatre derniers mois de l'année 1842 
que j'ai commencé et terminé tontes ces recherches dont je n'ai es-
sayé de vous présenter, du reste, qu'un faible extrait, car elles compo-
seraient facilement un volume de quelque étendue en les générali-
sant comme elles peuvent l'être et en réunissant les applications de 
nature diverse dont elles sont susceptibles. Je venais de lire le Mémoire 
de M. Gauss : Théorèmes généraux sur les forces attractives, etc. ; et 
grâce à ce puissant secours, qui a levé pour moi les premières dif-
ficultés, mon travail a pu marcher rapidement; mais depuis cette 
époque je n'y ai rien ajouté d'essentiel, ou pour mieux dire je ne m'en 
suis plus occupé. Heureusement l'analyse que j'ai suivie étant fort 
simple, j'ai pu en retrouver presque tous les détails avec facilité. Les 
formules (A), (B), (C), par leur liaison intime avec le radical Δ, domi-
nent, vous le voyez, cette théorie. Il était nécessaire de les rapprocher 
des formules connues. Mais puissiez-vous, monsieur, trouver que, 
dans la comparaison des fonctions Y„ et MN, je n'ai pas obscurci par 
d'inutiles développements ce que j'avais à cœur de rendre bien clair! 

Veuillez agréer, monsieur, l'expression de mes sentiments d'estime et 
d'amitié. 

J. LiouvirxE. 

Toul, 3o juin 18^, 


