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.A/)/)licati(m. des transcendantes elliptiques aux polygones
sphériques, qui sont inscrits a un petit cercle de lu sphere,

et circonscrits @ un autre petit cercle, simultanément,

Pan M. RICHELOT [*].

‘Exlrait du Journal de M. Crelle, t. V, p. 250. — Tradaction de M. Trrouew.}

I

Dans le premier cahier du tome III du Journal de M. Crelle [**}, M. le professeur
Jacobi a ramené aux transcendantes elliptiques le probléme : « Trouver la relation
» entre la distance des centres et les rayons de deux cercles dont l'un est circonscrit a
» un polygone irrégulicr et lautre inscrit au méme polygone. » Servons-nous de nota-
tions semblables A celles du Mémoire cité; soient done R/, 7’ les rayons des deux cercles
pour le polvgone de 2z cotés et o’ la distance de leuys centres, et soient R, 7, a les ]ignes‘
analogues pour le polygone de 2 cdtés; désignons, de plus, le premier angle au centre ¢
du polygone 2z par 24, et celui du polygone » par 2, ; les deux polygones sont dail-
leurs construits & compter du point P ou la droite des centres rencontre le cercle cir-
conscrit; la relation pour le polygone 27 est exprimee par

K
ol

am (K) =

<'est-ii-dire qu’on a

T2 dy . i dy ,
——:;:I\, ==,
o \/I—c’sm’cp o \/I——rﬁsm’q:

« ctant la censtante arbitraire représentée par = dans le Mémoire cite.

T/ expression analogue pour le polygone n est :
2K
— =1,
n

i*. Le texte allemand porte : Richelot, étudiant & Konigsberg. Le Mémoire de 3. Richelot a é6té
publié en 1829.

i**; Nous avons donné un extrait du Mémoire de M. Jacobi dans le tome X du présent Reeueil.
woir page 435.

Towme XL — Jaxviza 1846. 4
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am (t} = 2,

= I
f \/x—c’smcp

2t — ¢,

et

I} s’ensuit

On peut donc appliquer les formules pour la duplication des transcendantes elliptiques
que Legendre a données dans ses Excrcices, page 25. En y remplacant v par « et g,
par x,, on obtient

. 1 !
i) tang — «, — tang « A (),
) P )
.1
SN — «,
‘ . 2
2) sino =—=-———. " .
I 1
— —- — Aax,
2 2
On deduit de Péquation (2)
-, T LT
28In% — z, 28in* - a.
-, 2 . CoSaty - A w, 2
st ==~ ——— | cosigm= = T T, tang? & — :
T4 Az, I+ Aa, cOoS ., —I—A

ces valeurs, substitu¢es dans équation (1), donnent

€Oos «y Aa:,_
cosay 41

(3; (Aap =

mais, d’aprés le Mémoire cité¢ ci-dessus, on a

——— R—ua r
{4 Awy, = — e?’sin?q, — o4 Y T e - 4
{4 wr == /1 — ¢’sin a, RTa’ @8« Ra’
i5) I-— ¢ 1 — #2— (R_a)z—_"?

(R iy a)e TS

Les mémes formules existent anssi pour =, R', @’ et »'; donc

(6 A N eema— M r
)} AU = I — 8IN? oy = s COS 2%, == —
\ 2 1% 2 R,—‘r— o' * P\/-{—(Z'

TRV e e (RN R TRV T . e
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En posant

R+« R—u«

P =1
R +d , R —a ,
) Y =pr, Y =4q,

les substitutions des équations (4) et (6) dans I’équation (3! donnent

g+1_q"
p+1_ p¥
d'ou
1E3 !

p—1  qplt—1’
des deux derniéres equations, on tire

(][112 _p(lr;- o (I,I: ___Plz’ {l(]ry (plz —_ I) '_ppl'j_(q/g Y :p/-_.
et par suite

8 g= LFapt ="
\ 4" =g p" +p"
‘9 17:1)’2_"7/7’,2'“7“.

72

pr—qpt+q’’

en mettant ces valeurs de ¢ et de p, dans la relation pour le polygone de 2 cotés, on
obtient celle pour 27 cdtés.

La relation eulérienne pour le triangle est

L3

BR+a—r)R—a—r)=r
et pour quatre cotés,

R+a—rR—a—nr{R+a+r)R—a+r=r.
En introduisant les lettres p et ¢, ces expressions prennent les formes
(p—1)lg—0 =1, (pP—1)igg—11=1.

Pour le pentagone, on trouve cette formule simple, que I'on peut changer dans les
équations plus longues de MM. Fuss et Steiner :

fprgip—1lg—1)=(p+q¢—rg-

Si, maintenant, on met dans les trois derniéres expressions les valeurs de pet de ¢,

4..
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tirées des équations (8)et (g), on obtient, aprés avoir effacé les accents :
Pour I'hexagone,
Pe P =g —1)=(p+ ¢ — pr o)
Pour I'octogone,,
161)4(16([)2__ I)((]2 . 1) o (p: -+ 5’2 __pzq2>5;

Pour le décagone,

Y [ R e Vo U s T e VS
P — P =gy
Les formules pour 'hexagone et 'octogone peuvent étre ramendces , aprés quelques ré-
ductions, a celles qui ont été données par MM. Fuss et Steiner,
SiT'on substitue les valeurs de p et ¢, (8) et {g), dans les formules pour Phexagone
¢t 'octogone, on obtient, en effacant les accents,

Pour le dodécagone,

2

64 pigi{ pre 1) (g 1) == | P (PT— ¢ [g'— (Pﬁ‘lz—l’z)z]?"‘[l’/'?‘“(1’2"”‘12@2 .
p q Ny ;T ]7‘( ,11___([)2___ 92:)2

et pour le polygone de 16 cotés,

256 gH{ i) ) {[,,,_ WO 0= ()T (e (=g
: [P/A,/r.__,\Pz_qz)zj (p2+qz_P;>qz) /‘

§ IL

Les équations de condition pour le triangle et le quadrilatére sphériques s’obtiennent
géométriquement de la maniére suivante :

Soient C le pole d’un petit cercle de la sphére et R la distance polaire, et soient ¢, »
les mémes lignes pour un autre petit cercle; et désignons par @ la distance Cc des denx
poles mesurée sur ungrand cercle , ainsi que R et »; par un point quelconque A, pris sur
le petit cercle C, menons un arc de grand cercle AMA’, touchant le cercle c en M et cou-
pant de nouveau le cercle C en A%; par ce point A’, on méne une seconde tangente A’A”
au méme petit cercle ¢, ensuite A”A”, ete.; or A, A, A”, etc., sont sur la circonfé—
rence du cercle C, et AA’A”... forme un polygone sphérique inscrit au cercle C et cir-
conscrit au cercle ¢. Faisons passer parles poles Cet ¢ un arc de grand cercle, coupant
le cercle C, A droite en P et 3 gauche en Q, de sorte que

CP =R, P=R-—a, et Q=R -a.
Ensuite, nommons les angles
ACP =129, ACP = 2¢', A"CP == 29", etc.

Menons par le point P une tangente PP’ au cercle ¢, et soit P’ est le point d’intersection
P p 8 » p
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de cette tangente avee le cercle C; posons
PCY = 2@.

Les deux triangles sphériques rectangles AMe, A'Me donnent

cos Ac  cosR cosa —+ sin R sin @ cos 2¢

c0sAM = - =
cosr cos 7
, cosA’c  cosR cosa +- sin R sin « cos 24/
cOS AM —= ——— = L.
cos r cos 7
Or
. AA . AM A'M . A'M M . .
SIn —— == 51N —- €0§ —— - 81N €os -— == sin {§' — o}
] 2 2 2. '

En faisant done

cos R cosa

sin R sin a
4= R —

5 P
cosr cos r

on obtient

o 2sin Rosin ¢’ — ) = Vi1— (= + # cos2g)}[1-+ (- # cos 29" ]
{10) i

4+ V[14 (x4 #' cosag)][1 — (x4 # cos oy’ J].

Si 'on suppose

29 =0, 20 =028,

on arrive i une relation entre R, @, r et 8, qui devient, apres Vintrodaction des valeurs

de v et de #,

ylcos r — cos (R — a)][cos7+- cos R cos @ - sin R sin @ cos 26|

+ y[cos 7 + cos (R — @] [cos 7— cos R cosa — sin R sin « cos 26
= 2.sin R cos 7sin B.
En remplacant cos 2f et sin £ en fonction de tang® g, savoir,

1 —tang’

tang 5
T+ tang®f

cos 2= et sin f = -

Vi nge

on obtient, apres quelques réductions,

y[cos r— cos (R — a)J + tang®p[cos 7+ cos (R 4 a)}[cos r — cos (R — a}

—+ V[cos 7—cos (R — al}? + tang?f[cos 7 — cos(R + a)}[cos r+ cos(R — a}
= 2 sin R cos r tang B.

De 12 on tire, 2 Vaide de quelques réductions nouvelles, la formule simple

sin? (R — @) — sin®»

) tang? = cos? R sin? 7
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Si, parmi tous les polygones de # cotés , inscrits au cercle C et circonscrit au cercle ¢,
on prend celui dont un sommet est en P, en désignant les autres sommets successifs par
P, PY,., PO, il est évident que, dans ce cas, 'arc Cc partagera le polygone en
deux parties égales et semblables.

U suit de la que si 'on compte les angles et toujours dans le méme sens a partir de
CP, et P désignant un sommet, on aura

PCP* - PCP() = g,
done, si v = 24, alors
PCP% = ¢,
et le sommet P4 tombe en Q.
Sin == 2% + r, alors
PCP) 4 PCP(h+) = ag ;

lone
are PW Q == arc PO+ Q,
'"j_l) nid
et Pare P( 2 P( 2 ) est perpendiculaire sur 'arc PP’,
Si I'on désigne les points de contact des tangentes PP’, P'P”, etc., par M', M", etc.,
alors, pour n == 24 +-1, le point M*+) tombe sur I’arc Ce.
Ainsi, pour le rriancLE sphérique, on a donc

PCN/= r — o8,
et de li
tang M” G

f [/ e
cosP'CM"=— Tang PC

— cos2f;

ou bien, comme
.N[//C — 1\1”() _ CC —r—a ,

on a
tang (@ — 7)
cos off = -—""—(——— )
tang R
d’otr

1—cos2f  tangR — tang (@ — 7)
1+cos28 tangR +- tang (@ — r/}j

tanes _ sin(R +r—aq)
ne @“sin(ﬂ_r—%a)

Comparant cette expression i celle qui est donnde par ’équation {(11), on obtient
{12) sin (R——a—r)sin(R—i—a-—r) = cos’R sin?r.

Si le ravon de la sphére devient infini, et si Pon ne conserve que les grandeurs di

[ ' ) R O NN N TN T R R DR EPII o e



Pt e

PURES ET APPLIQUEES. S
deuxiéme ordre, on obtient
R—a—nrR+a—r=r,
refation connuce pour le triangle dans un plan.

Si a = o, les deux cercles ont méme péle : ce cas correspond i celui de denx cercles
concentriques sur un plan; on a alors I'équation de condition

tang R — o tang r,

pour le triangle équilateral sphérique.
Pour le QUADRILATERE, ON &

PCP ++ P'CP”" =27 et PCP" == =, PCP = 2f.

si douc, dans la formule générale , on pose
2p =20, 2/ =7,

an 4

ylcosr— (cosRcosa-i—sin Rsinacos2f)] cosr—+cos (R—+a)j

+ y[eos r+cos R cos a+-sin R sin «cos 28]{cos r—cos (R-+ai] =2sinR cosr cos &

st Pon fait

1 e 2 L,
€08 fp = ————r——y cOs 2P = ______ang:pi
\/1 + tang® f 1+ tang®f

an obtient

V[cosr— cos (R — a)}[cos 7+ cos (R -+ a)]+ tang’ B{cos: 7 —cos* R+ a)|

4 y[cos r— cos (R — a)][cos 7 — cos(R -+ a'] - tang? p{cos* r — cos? (R + i
== 2sin R cos r;
d'oit, aprés quelques réductions,

cos* Rosin® r
sin? (R 4 a) — sin® r

tang* f ==

Egalant cette valeur a celle qu’on a obtenue ci-dessus (1 1), on a

[sin? (R - &) — sin® 7] [sin’® (R — &) — sin® #] == cos* R sin‘r,
(421
(3 sin(R—+a+r)sin (R +a —r)sin(R —a —+rjsin (R —a—-r = cos' Rsin" .
Cette formulc a été donnée sans démonstration, par M. Siciner, dans le troisieme cahier
du tome II du Journal de M. Crelle.

Si le rayon de la sphére devient infini et que I'on conserve seulement les grandenrs
du quatri¢me ordre, on obtient la formule connue, pour le quadrilatére plan,

BR—a+rMR+a—nrnR—a+rR—a—r)=r.

B IR LI AR
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Si @ = o, il vient

tang® R = otang? 7,

pour I'équation de condition d'un quadrilatére ¢quilatéral sphérique inserit au petit
cercle ayant R pour distance polaire, et circonserit au petit cercle du méme péle, ayant
r pour distance polaire.

Quoique les deux formules , pour le triangle et le quadrilatére, aient ¢té calculées
pour le cas spécial ol un sommet est au point P, il sera démontré plus tard qu'elles
ont lieu pour un triangle et un quadrilatére situés d’une maniére quelconque, car
on déemontre d’'une maniére générale cette proposition :

« 81 entre deux petits cercles d’une sphére, et & partir d’'un point pris sur le plus
» grand, on peut construire un polygone fermé, inscrit dans le plus grand et circon-

scrit au plus petit, alors la méme construction peut avoir lien pour un point quel-

conque pris sur le plus grand des deux cercles. »

§ IIL.

On peut résoudre le probléme dans toute sa généralité au moyen des transcendantes
elliptiques , en le ramenant & la multisection de ces transcendantes.

Si Fon méne au petit cercle ¢ une tangente DD infiniment voisine de lu tangente AA7,
de manicre que DA et I’A’ soient des quantités infiniment petites , alors

ADM = 180° — MDA’ et AMD = A’MD’;
ou bien, en conservant les notations précédentes ,
AD=sinRd(29), A'D'=sinRd(24),
sinAD  sin AMD  sinA’D’ sin A’MD/

SINAM — sin ADM’  snA'M — simADM’

ainsi

d(2¢) costr— (cosR cosa +sinR sin @ cos 2 )* )
A(29") 7 Y cos’r—(cosRcosa+ sinR sinacos 2g’
en introduisant =z et ’ avec leurs valeurs ci-dessus, on obtient donc
d(9) d(2y))
Vi rt 7 cos 2g) Vi (s # cosog T

{14

51 lon pose
23 fom)
7 d{29) .
"‘i:':_'___i&:‘:: = Il {29},
° \/1—(7:—+~x’c052cp)2
I'integrale compléte de Iéquation (14) sera

1 (2¢/ ) = 1 {29) + 11 (2}
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car, lovsque 9 = 0, ona
¢ = p.
D'aprés la notation employcée par M. le professeur Jacobi,
H(Zc:a’):U', M{2¢} = U, m(28 =T,
24

o == am (U'Y, 29=am W), 28 =am(T),

I

et de la
U=U+T
est 'intégrale compléte de Pequation différentielle (14). L'équation (1o} est I'intégrale
algebrique de I'équation (14).
Silon y fait
me—w»-4+¥cosop ¢ m =z ¥ cos 2¢/,

Fintegrale algébrique prend la forme

Vio—m)(1+m' )+ Vi +m)(1—m’') = 2sinRsin (¢’ — g).
Si l'on élimine sin R entre cette équation et son équation différentielle,,

R o [sina2g/d(2g')  sin2pd(2g]]
! l\/(r —m){(1—m')+ Vir+m) (1 + ' ))] . [ ; \/]—;—,;,—2 -+ N VI_____,:n_%

— sin Rcos (¢’ — ¢) d(29 — 2¢'),

on retombe sur Péquation (14).
§ IV.

Ies valeurs des constantes » et ' fournissent les rapports suivants:

cosRcosa ;sinRsinae cosr==n:# 11,
ou bien

cos (R —a) s cos (R +a): cosr—= =+ Zir—
ou bien

cosPe ;i cosQeicosr=n—+o tx—2 11

On peut s’en servir pour construire la multiplication des transcendantes ci-dessus, cor-
respondant & un angle arbitraire 2 8.

Etant donc donnés B, = et #’, on pourra construire R, @ et 7. En effet, s1 l'on fait

p=0 et q)’ = @
dans Véquation (10), il vient

. \/{r—(z—}—x’)]\/[l—(’-x'{—X’COS?.@}—F\/[I—!—X—}— # |V 1—= 4~ cos 2B) )
{15) - = sinR,
v 2sin 8

Tome XI. — Jaxvier 1856. 5
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’
(16) tanga:z— cotR,

cos’ Rsin’R

() oSt pr o= e
/ »*sin? R 4 »?cos’ R

.Alnsi, pour trouver Pangle 29/, qui a la propriété que

O{2¢')== T {20) 4= N(26), on U =U+T,
on mene, par le point quelconque G, deux grands cercles faisant entre eux langle 25,
I’¢quation (15) donne la valeur de R; on aura donc les deux points P et P’; I'équa-
tion (16) fait connaitre @ et par conséquent le point ¢, et 'équation {(17) donne le

rayon r du petit cercle qui touche le grand cercle PP’; ainsi les denx petits cercles
sont déterminés de grandeur et de position. Faisant

PCA = 29,
et menant par le point A P'arc de grand cercle AMA’ tangent au petit cercle ¢, on aura

PCA’ = 24’
Si par A’ on méne une deuxiéme tangente A’A”, alors

PCA" = 24",
el

(20" ) =11 (29) +-11(2f) = N (29) +- 211 (28},
ou, d’aprés la notation ci-dessus,
am(U’)=2¢", U"=U4+T=10U + 2T,

et ainst de suite ; pour la riéme tangente, coupant le cercle C en A% et Fangle

PCA(M = ogn) |
on a

(18] T (21) = T (29) + n 1 (25).

Enfin, pour trouver l'angle 28,, qui satisfasse i 1’6 uation
» p g s q q

(19) 0 (2fn) = nT1(2p),
il suffit de faire y = o, et de commencer a mener les tangentes & partir du point P.
§ V.

L’équation de condition pour que la position et la grandeur des deux petits eercles tels
qu’un polygone sphérique de 2 cités, construit comme il a été dit, intercepte sur le
plas grand cercle I'arc 29, — 2¢, est exprimée par I'¢quation (18).

Si I'on détermine K’ par I'équation

am (K} = or,

[ ' I R AT [ EE R TN RN VAT [y e
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E

lest-a-dire

n(2n) = K';
alors, si/ représente un nombre entier, on a
.20} Mi{2in -+ 29} = I (2ix) + 1T (2?\,,
on, en prenant les amplitudes des deux membres,

am +am U = am (iK' + U);
«’'est nne conséquence de la nature trigonométrique de Pintégeale 1, periodigue
aver om.
S1 dove on pose
2§, ~— 2¢ = 27

dans I'équation {18), alors le polygone commengant en A se ferme au méme point; e
comme, d’aprés équation (20),

T 2g,) — I {20) == U {2ir,
on a done

fot I (2iz) = n{2f);

telle est 'equation de condition pour que le polygone se ferme en .\.

Cette expression étant indépendante de 4, la position du point A est done arbitraire.
La proposition du § IIT se trouve ainsi démontrée, et la restriction de commencer le po-
lygone en P est légitimée. Ainsi le probléme précédent sur les polygones sphériques est
ramené & la multisection de la transcendante elliptique T {27} ou K’ en # parties, el
on a le théoréme suivant :

Théoréme 1. « 81 R et r sont les rayons sphériques de deux petits cercles €, o,
» dont I'un est circonscrit & un polygone de n cdtés et Vautre inscrit, et désignant i
» distance sphérique Ce des deux cercles C, ¢ par a, on a toujours

2

d {25) i f 27 d (29)
S v 3 S — R
Joo Y1i—izt A cos2er My \/I———(x—{—z’(‘,()SQ:‘a""'

i est le nombre de fuis que le polygone parcourt tout le perimétre, et &, =, » son
deéterminees par les équations

lanet sin R —a 4 r)sin ‘R —a—7) cos R cos «a , sin R sin «
ang® 5 — ) e v o= -

cos* R sin? » ’ sy T 208

On a ainsi I'équation de condition analvtique entre R, 7, «, et Péequation (10" donne
I'integrale algébrique.

§ VI

11 est interessant de transformer la transcendante elliptique de Veguation (14) dans
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la forme ordinaire, afin de ramener le probléme sur la sphére an probléme sur le

plan.
A cet effet, posons

F—(x+~)
tang ¢ =— \/ * tané,m{a = g tang ‘Y,

— (/ —
= et ) deviennent simultanément o et 57 et
a2gdy
d(29) = ; 3
(29) {1 —f«g%ang%)cos%{z’

Vi (x4 €05 29) =1 + (2 + # 08 29). {1 — (z + # cos 20,
t—tangly 1—gitang’ 4:

cos2¢ = 1+ tang’y  1-+g° tan““
——— 1 ul——(v—{-—r’)
A “e — AT
Vi— {(z=4-%"cos 2¢) cos 4 1+G’tang 4}
BN T %7 1 (z—)][1- (27 ]
% 2’ cos 29 ==~ I -+ tang® 4 ————- SR G
Vi ¥ l-kg’tangx[a R N O T R P
el de la
 d(2g) _ 2 dy
V1= (x4 # cos 20) V(x4 ) — o 47 sin®
(14« —

(est la forme des différentielles elliptiques ordinaires; et comme la multiplication et
'addition de ces fonctions sont indiquées dans le Mémoire cité de M. Jacohi[*], la
construction des différentielles de Véquation (14) est donc ramenée i la constrnction
des différenticlles ordinaires.

1’équation de condition pour que le polygone sphérique de n cotés se ferme en nn

seul tour, savoir,

f” d(29) _. [ 4 (2g)
o Y1 — (x+ # cos 29) o V1 — (% + cos 2;5—’?

devient maintenant

1
[ ‘ 'P - — 5
I
s’ «
\/ (1 f’f‘*’-’ i
% et « sont liés par la relation
_ i GE
tang § = \/I “@_‘—l,) tang z.

4 )

(7;—7)2 —?

Faisant

[*1 Voir tome X, page 438.

- ' B N F R ! Lo i s I [EI
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et empruntant au Mémoive cité les notations suivantes

L2

/- ’,
! = __(':‘lj_i“;—f»':' = F/.z L] I( :] * I ——
W Y1 - csin® Y Y

am.t ==, amK = ":
2
alors Ja dernitre intégrale devient
Fr=nF«, ou 2K == n;

wais cest U'équation de condition pour le polygone plan de # edtes; on a done ce thro-
réme :
Théaréme 1. « 1)équation pour le polygone plan de i cotés, qui est
2K = nt,
pour le module

4=

{142 ) —2*

donne, conjointement avec Pexpression

tang f = \/}-; (_/:,; -)})

le premier angle polaire

20 = PCP
our un polysone sphérique de méme nombre de cOtés et se rapportant & denx
P ° }
petits cercles, déterminés de grandeur et de position par les dquations {157, {16
el (171,‘.

§ VII.

si l'on remplace « et #' par leurs valeurs, on obtient

. (R~a+r> ) (R—a—r"‘
sin { ~-——— ) sin | — - — = ]
v 2 X 2

A <R+a—|—r) . (R—f—a;»r"i’
sin [ = sin )

2
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s 4 __sinR sina cosr
I T e (e Ea

R—a—r BR—a—~+r
tang | ——————-) tang AL
: 2 2 .

1— ¢t = - . >

R+a—+r R4ya—r

tang ———-?—-— tang(__h_
“ / .

vt la differentielle générale devient

cosr dy
VM cos rsin R sin a sin 4
L — ¢
M

Lomparons les cxpressions pour le polygone sphérique avec celles pour I polygone

plan; an a pour le plan

(R—— a> “
—1
d R AN tang? ( BAe )
0O o == ——— s R i T : o == ———— — i
R+« R+4a ) 2 § o i
r
et pour Ia spheére,
L R—a—ry R —— e A
L . - s { ————————— | sin ( )
. sin*(R — a) —sin?r 2 \ 2 /
fang* f = — = — 7 tangt o
= ( cos? R sin? TR a—r . R-zs tang* o .
I e s §I0 e
2
(R —a—+r (R —a—r
tang |{ ) tang { )
\ 2 2
1 — ' . 4 > L
R+a-4r R4+a—r
tang - ————- tang ——-— - --
2 ' 2

par comparaison , on a donc

tang (E _z-j:i) tang (EL—’) (,R Tf] .

' / 2 \ /
- 7 N b4
R+a-t+r R+a—r ‘R +a\’
tang tang ( ) —
2 2 r /

s . (R—a+ry . [R—a—r, ‘R—a—7 ‘R —a —r,
psin |- —-——) sin { ———— cos T VY eos [T
| 2 \ 2 2 ) 2 f

T cos® R sin? 7

sin R——a—i—r‘) sin ‘R—a—7
_ 2 ! ( 2 ) (R—f—a : T
- .R+~a+r  R4+a—r r -
QRS -

SIN e §]
2

" ) L [IREE SRR NI EART " IRt
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PURES ET APPLIQUEES. "

d’ot Fon lire

Roratr) o (LT

) R+ a-+—z 2 ! 2 ~,1n R—'—r‘
e —_ el < T e
' r cos Rsinz
. R4+a—r /B——a——/
2,810 ( s Lo . .
Can \4+a—r \ o) sin{R—r;, s«
.20 e e T e - - T .
2 cos R sinr cos R sinz
. R — + r R 14 I
281N cos ) . . .
R— 47 T / sin (R —-r; — s e
2 e e T - LI T
ad r cos R sin r cos Rsinz
—a— r RA4a—7r
5 - 2 sm(ﬁ~—r,~amu
2 et =T el L
) €os R sin 7 cos R sin s
Jdon
R tan{,R a sin a
r 7 tangr 7 cosRsinr

On arrive ainsi i ce théoréme :
Théoréme 1. « Si 'on a une équation de condition entre K, « et 7 pourin polvgont
plan de » cotés, inscrit au cercle R et circonscrit au cercle 7, el si Pon fait les

Sltht]UlthﬂS suivantes :

R tangR a sin a
2= , =

r~ tangr 7 cosR osinr

» on obticnt immeédiatement I'équation de condition correspondante entre B, 7, « sur Js
sphére pour un polygone sphérique de méme nombre de cotés. »

§ VIIL

Verifions ce théoreme sur le triangle et le quadrilatére spheriques pour lesquels nous
avons trouvé les formules (12) et (13), par la voie géométriquc.
T.a formule pour le triangle dans le plan est

RA4a—rR—a+r7) =717
de Ja, pour le triangle sphérique, par les équations (23) ¢t [25),
sin (R + a — 7)sin (R — @ — 7} = cos’ R sin" s
La formule pour le quadrilatére plan est

R+a—rR—a—r{R4a+n (B — a1 =1

' L g



Ao JOURNAL DE MATHEMATIQUES

de i on conclut, av moyen des formules (22), (23}, (24), (25), pour le quadrilatérc
sphérique,

$1n (R 4« + r) sin(R 4 a —r) sin(R—a +7)sin(R —a — ) = cos* R sin‘ .

Les deux formules s’accordent avee ce qui a été trouvé ci-dessus,
La formule pour le pertagone plan cst

T (P g—1) = (P + ¢ —pef=[1—(1—p) (1 — ],
ou, en remplacant p et ¢ par lears valeurs,
4 (‘R+ a)2 <R~—ﬂ)2 <R+a— r) (R —a— 1-)
r r r r
. { li__ R+ a)’—-rz] [(E—« @) — r’] }’_
o

Les formules de transformation (22), (23), (24), (25) donnent

B

7

R~+a\? /R—a\: sin* R cos? » — sin? a') :
(‘ r r - cos*R sin*r

On a donc, pour le pentagone sphérique ,

4 (sin’R cos?»— sina)* sin(R + @ —7) sin (R — & — ) cos’ Rsin® r
== {cos* Rsin’ 7 — sin (R + @ <~} sin (R+a— 7)sin{R —a - Asin(R —a — rJ
= (ros* R sin‘ » — NJ*.

On obtient de la méme manicre :
Pour 'hexagone sphérique ,
4 (sin*R cos* r — sin* @) N = {cos'R sin‘ 7 — N)z,
et pour 'octogone sphérique,

16 (sin® R cos? 7 — sin®a)' cos’ R sin* 7N = (cos* R sin’ » — Nii.



