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LETTRES 
SUR DIVERSES QUESTIONS 

D'ANALYSE ET DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 

CONCERNANT L'ELLIPSOÏDE, 

ADRESSÉES A M. P.-H. BLANCHET, 

PAR J. LIOUVILLE. 

PREMIÈRE LETTRE. 

Monsieur, 
Vous avez bien voulu me prier d'entrer dans quelques développe-

ments au sujet de certaines formules que j'ai données sans démonstra-
tion à la page 227 du tome X du Journal de Mathématiques. Je cède 
volontiers à votre désir et vous sais gré d'avoir porté un moment votre 
attention sur ces formules auxquelles j'attache, je l'avoue, beaucoup 
de prix, à cause du rôle qu'elles doivent jouer dans la plupart des 
grandes questions physico-mathématiques concernant l'ellipsoïde. 
Mais permettez-moi quelques détails préliminaires relatifs aux coor-
données elliptiques

}
 dont les géomètres, dans ces derniers temps, ont 

fait si souvent usage. 
Dans ce système de coordonnées on regarde chaque point m de l'es-

pace comme déterminé par l'intersection de trois surfaces du seéond 
degré, homofocales et, par conséquent, se coupant à angle droit; les 
équations de ces trois surfaces étant 

χ·ΐ yï Z 3 

ρ3 pi2 — b2 c* — pr * ? 

-,3 fa? , v2 ? 

Tome XI — JIÎIK 1846. ^8 
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p, μ, ν sont les coordonnées elliptiques du point m qui a pour coor-
données ordinaires x, y, z. On suppose b < c, ρ > c, μ compris entre 
b et c, y2 > b2. 

D'après les formules précédentes, ρ2, μ.2, ν2 sont les racines de l'é-
quation 

,C2 Y - Z-
Ji + p2 — b2 + ~ 1 ' 

qui est du troisième degré en ρ2, et qui peut s'écrire 

ρ6 — ρ"(χ2 + j2 ζ2 -+- b2 -y c2) 

+ ρ2 [(h2 + c2) a:2 c2jp2 + b2z2 -y b2c2\ — b2c2x'2 = o. 

On a donc 

p2 -+- μ2 + ν2 = x2 + ^-2 + ζ2 + b2 -+- c2, 

ρ2μ2 -+- ρ2y2 4- μ2y1 = [b2 + c2)x2 + c2y2 -t- b2z2 + b2c2, 

ρ2μ2ν2 =b2c2x2; 

et de là on tire 

bcx — ρμν, 

b \'c2 — b2.y = \jp2 — b2 \μ2 — b2 \Jb2 — y2, 

c y c2 — b2 ζ = ν p2 — c2 \jc2 — μ2 sjc2 — v2, 

les seconds membres devant être toutefois^affectés de signes conve-
nables. Pour parcourir, en effet, l'ellipsoïde qui répond à chaque valeur 
déterminée de p, il faut faire varier y entre les limites — b, -t- b, ad-
mettant ainsi pour y des valeurs négatives; et de même il faut prendre 
les çadicaux yb2 — v2, Vp-2 — y'e2 — μ2, qui peuvent s'évanouir, 
tantôt avec le signe +, tantôt avec le signe — , ces radicaux changeant 
de signe en s'évanouissant. C'est sans doute pour éviter ces discussions 
de signes que M. Jacobi introduit deux angles dont les sinus et cosinus 
prennent naturellement leurs signes ordinaires sans qu'on ait besoin de 
recourir à aucune convention nouvelle. En effet, d'après les limites 
imposées aux valeurs de μ et y, on peut faire 

v = b cos ψ, μ — y'c2 cos2 ψ b2 sin2 ψ, 
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(Tou 

\/b2 — v2 = b sin ψ, 

y μ2 — b2 = ye2 — Λ2.cos φ . \jc2 —μ2 — y'c2 — Λ2.sin Φ; 

on a ainsi les expressions de x,y, ζ en ρ, ψ, ψ : 

χ =r yc cos ψ b sin φ, 

y = y'p2 — £>2. sin ψ cos ο, 

,-π sin φ ye2 — b7 cos2-ψ 

les radicaux qui restent sont essentiellement positifs , et les signes des 
seconds membres dépendent des sinus et cosinus des angles φ et ψ, 
angles qu'on doit faire varier de ψ = ο à ψ = π, et de φ = ο à φ — ο.ττ. 
Mais je m'en tiendrai aux formules en ρ, μ, v que je crois générale-
ment plus commodes. 

En désignant par r/ω l'élément de la surface de l'ellipsoïde (oj. 
je veux dire de l'ellipsoïde dont l'équation est 

p7 p7 — b7 p7 — c' ' 

on trouve aisément 

dtù = dudv. (P'-V')VV- ̂ vp'- il_. 
y'pt2 — bz y c2 — μ5 y b2 — v2 yr2 — v* 

On a besoin aussi de considérer la distance ds du point (ρ, μ, v) de 
l'ellipsoïde (ρ) à l'ellipsoïde infiniment voisin (p + r/p); elle s'exprime 
par 

ds = dp 

la valeur de h étant donnée par la formule 

h — y! (d?\+- f^-V-4- W = VP' — b7\lρ7—c7 

Cette quantité Λ a une liaison intime avec la perpendiculaire P, abais-
sée du centre sur le plan tangent à l'ellipsoïde (p), au point (ρ, μ, v) ; 

7.8.. 
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car 

p __ py/p' —6'y/p'—c' , 

Ue produit Pofo exprime le triple du volume de la pyramide qui a 
son sommet au centre Ode l'ellipsoïde, et da pour base. Du point Ο 
comme centre, et avec un rayon égal à l'unité, décrivons une sphère, 
et appelons, avec M. Ivory, points correspondants de la sphère et de 
l'ellipsoïde (surface ou volume) les points (Χ, Y, Z) et {pc, y\ z), dont 
les coordonnées sont liées par les formules 

χ — jox, y — sjp'1 — b'1 γ, ζ — sjp"1· — c2- ζ; 

à l'élément da de la surface de l'ellipsoïde correspondra un élément 
do delà surface de la sphère, et au volume ~Vda de pyramide ellip-
soïdale correspondra un volume ^do de pyramide ayant aussi le 
point Ο pour centre, mais pour base do. Or il est visible que deux vo-
lumes correspondants de la sphère et de l'ellipsoïde sont entre eux 
dans le rapport de ι à ρ y'ρ2 — b2 y ρ2 — c2 ; on a donc 

\Vda — (rla. ρ \ρ- — b2 \lpi — c2, 
et, en faisant 

Ρ vV—vV—Vp'— b2 v'p2—c- y/p2 — p-Wp2— 

on en conclut 
Ida = do. 

Le produit Ida, qui s'exprime ainsi par un élément do d'une surface 
sphérique de rayon égal à l'unité, figurera souvent dans nos formules. 
Il est bon d'observer que son expression en coordonnées elliptiques, 
savoir 

Ida — (f*' — »') dfidv 

ne dépend pas de p. 
Maintenant, je dois vous parler de certaines fonctions auxquelles 

M. Lamé a été conduit par la considération des coordonnées ellip-
tiques, et dont l'étude approfondie ne peut manquer, à mon avis, de 
fournir aux géomètres une foule de résultats importants. 
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M. Lamé a fait voir qu'il existe des fonctions R, entières en ρ, 

yp2 — b2, y'p2 — c2, pour lesquelles (n étant un nombre entier, po-
sitif ou nul ) on a 

(r* - b'){p· - -(»*+ «·.·?!? =["("+ - »1 R. 

ou bien , si l'on veut, 

[„(/*+ i'J ρ2 B] R. 

en posant 

J VCf'-1—6ΐ) (pe'\) 

Le paramètre R n'est pas quelconque; il doit être choisi parmi les 
racines de certaines équations déterminées. M. Lamé a prouvé que ces 
racines sont toutes réelles ; il s'est servi pour cela d'intégrales définies : 
ajoutons qu'en employant convenablement le théorème ou plutôt la 
méthode de M. Sturm, on aurait pu démontrer d'une manière plus 
simple encore que les racines de chaque équation en B sont réelles et 
inégales entre elles. A l'entier déterminé η répondent 272-1-1 racines B 
et 277 + 1 fonctions R. Chacune de ces fonctions comporte en fac-
teur une constante arbitraire. Les unes sont des polynômes en ρ de 
degré η, les autres sont le produit de y p2 — b2 ou y'p2 — c2 par un po-
lynôme de degré η — ι, ou enfin le produit de y'p2 — b2 y'p2 — c2 par 
un polynôme de degré η — 2. Les polynômes en p dont il s'agit sont 
de l'une des deux formes j\p2), pj\p2), c'est-à-dire ne contiennent 
que des puissances paires de p, ou que des puissances impaires, suivant 
qu'ils sont eux-mêmes de degré pair, ou de degré impair. Dans tous les 
cas, le rapport de R à p" tend vers une limite constante et finie lors-
que p augmente à l'infini; la limite dont: nous parlons pourra être, si 
l'on veut, rendue égale à l'unité, de telle sorte que pour ρ très-grand, 
on ait, à très-peu près, R = p", et, en admettant, cette condition nou-
velle, les fonctions R seront complètement déterminées. 

Nous désignerons par M et Ν ce que devient R lorsqu'on y change p 
en μ et en υ, avec l'attention toutefois d'écrire yc2 — μ2 au lieu de 
ν'μ2 — c2, et \/c2 — v2, y b2 — y2 au lieu de yV — c2·, y/v2 — b2, afin 
d'éviter les imaginaires. 
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M. Lamé a démontré quelques propriétés des fonctions M et Ν , et 
nous pourrions, à ce qu'il a donné, ajouter beaucoup de résultats 
nouveaux. Mais cela nous écarterait trop de notre objet. J'y reviens 
en vous parlant d'une quatrième fonction S, qu'il faut absolument 
joindre aux trois précédentes R, M, Ν pour obtenir une théorie com-
plète. La fonction S satisfait à la même équation différentielle que R. 
Je la définis en posant 

S = (m H- i)R Γ— dl , 

ce qui suppose 

çdR ^ dS 2λ-)-Ι 

ou bien 

S — R — = 'in + r. 

De là résulte 

ι ii'S ι rf:R 
SLF R ~DT* ' 

ainsi S et R satisfont bien à la même équation différentielle 

_ = ,)p' _ B]U, 

dont elles sont deux intégrales particulières, fournissant par leur réu-
nion l'intégrale complète. On a S = ο pour ρ = <», et, pour des va-

leurs de ρ très-grandes, on a, à très-peu près, S — 

Il est aisé de former les fonctions R, M, N, S, relatives aux valeurs 
successives ο, i, 2,..., de n. Pour η — o, il n'y a qu'une seule racine 
Β = o, par suite une seule fonction R = 1, à laquelle répondent M= 1, 
Ν = 1, et 

Jp VÏp' — é!)(p3 —c) 

Pour η = 1, on a trois valeurs de Β, et trois valeurs correspondantes 
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de R, savoir 
Β = b2 -+■ c2, R = p, 

B = c% R = y/s3 — h2. 

Β =b\ R 

et ainsi des autres. 
Les fonctions R, M , Ν, relatives à un couple (η, B) quelconque, 

fournissent des solutions particulières de l'équation 

dx2 dy2 dz ' " 

M. Lamé a prouvé, en effet, que cette équation est satisfaite en posant 

u — RMN. 

Le second membre est fonction de p, p., ν, mais on peut l'exprimer en 
.r, y, z; et il se transforme alors en un polynôme de degré η par rap-
port à ces coordonnées. Cela paraîtra d'abord évident si R est de la 
forme f(p2); car on aura alors 

RM N = /(p2)/(p2)/iv2), 

et le second membre étant une fonction entière symétrique et du de-
gré ~n, par rapport aux quantités ρ3, μ2, ν2, racines de l'équation 

ρ" — ρ4 (χ2 + y2 + z2 -t- b2 -+- c2) 

■+" ?2 [ i^2 + ),χ2 °2J~ + b2z2 b2c2\ — b2c2x2 = o. 

s'exprimera par les formules connues au moyen des coefficients de 
cette équation, ce qui conduira à un polynôme du même degré en x2. 
y2, ζ2, ou du degré η en x, y, z. Et si R, outre un facteur de la 
forme j\p2), contient quelque facteur comme p, \:p2 — b2, ou y/ρ2—c2. 
la dernière conclusion subsistera puisque, d'après les valeurs mêmes 
de x,y, zen ρ, μ, ν, les produits 

ρμν, \:p2 — b2 \'μ2 — b2 \ib2 — v2, \ip2 — c2 yc2 — μ2 yc2 — v2-

s'expriment respectivement par les produits de ces coordonnées χ, γ, ζ, 
et d'une constante. On voit aussi que chaque polynôme RMN est une 



>·Ι'Α JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

fonction entière de .r2, y2, z2, ou Je produit d'une telle fonction par 
un des facteurs suivants 

χ , y, z, xy, xz, yz, xyz. 

L'étude des polynômes RMN considérés en eux-mêmes, indépendam-
ment des coordonnées p, p., v, offre un grand intérêt. Mais je ne puis 
m'en occuper ici. 

Pour démontrer que 
u = RMN 

donne 

d*u d*u d*u 

M. Lamé se sert uniquement des équations différentielles dont R, M, 
Ν dépendent, et puisque S satisfait à la même équation que R, il s'en-
suit qu'en posant 

u — SMN, 

on trouverait encore pour u l'équation aux différences partielles in-
diquée. 

Ces préliminaires établis, j'entre en matière. Soit Δ la distance de 
deux points (p, p., ν), (ρ, μ', v'), ou m, m', pour lesquels ρ est le même, 
et qui sont, par conséquent, situés sur un même ellipsoïde dont l'équa-
tion est 

p! ρ2 — b' p! — c-

Soient, de plus, da' l'élément de la surface ellipsoïdale en m', et V le 
quotient obtenu en divisant par le produit des trois demi-axes la per-
pendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent en m! (vous allez 
rencontrer ici le produit L'da' ou Ida dont il a été question ci-dessus). 
Considérons comme appartenant au point m ou (ρ, μ, ν) les fonctions 
R, M, N, S que nous avons définies tout à l'heure et qui dépendent, R 
et S de ρ seulement, M de μ seulement, et Ν de v. Au point m' ou 
(ρ, μ',ν'), R et S demeurent les mêmes puisque ρ ne change pas; 
mais M et Ν prendront de nouvelles valeurs M', N', fonctions respecti-
vement de μ' et dev'. Maintenant je dis qu'on aura 

C ("l'MWdu' _ 4TÎ-RSMN 
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Telle est la formule, à mon avis fondamentale, dont vous me demandez 
surtout la démonstration et qui se complète par ces deux autres où Δ 
désigne la distance de deux points quelconques, m, m' 011 (ρ, p., ν), 
f ρ', μ', ν') pour lesquels les paramètres ρ, ρ' ne sont plus égaux: 

r ri'M'WcL·' 4ttrs'MN „ , 

et 

,(,) J J —— = , pour ρ > ρ'. 

Dans ces trois formules, l'intégration doit être étendue à la surface en-
tière de l'ellipsoïde qui passe par le point m' et dont un élément quel-
conque est exprimé par cL·'. L'intégrale 

JJC M'NLV 

exprime toujours le potentiel, relativement au point m, d'une matière 
distribuée sur la surface de l'ellipsoïde qui passe en m', la densité de la 
distribution pour chaque point m' étant mesurée par la fonction Z'M'N' 
des coordonnées ( μ', y') de ce point qui occupe successivement toutes 
les positions possibles sur l'ellipsoïde. Mais la formule (A) se rapporte 
au cas d'un point m situé sur la surface même dont 011 prend le poten-
tiel, la formule (Bj au cas d'un point intérieur, et la formule (G) au cas 
d'un point extérieur. 

Ce n'est pas sans raison que je vous parle ici de potentiels. D'abord 
si les formules (A), (B), (C) sont d'un très-grand secours dans une foule 
de questions physico-mathématiques, cela tient en grande partie à ce 
que leurs premiers membres expriment des potentiels. Et puis la consi-
dération de ces quantités et de leurs propriétés sera la base de la dé-
monstration que je vais vous donner ici des formules (A), (Β), (C), dé-
monstration que je choisis comme une des plus simples et des plus 
claires parmi celles que j'ai obtenues. 

D'après un théorème connu, qui s'étend à des surfaces quelconques, 
mais que nous allons ici appliquer spécialement à l'ellipsoïde repré-
senté par l'équation 

p'2— b- o'2— c1 
J onie \!, — Jn> i8if>. 

'29 
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on pourra toujours trouver une fonction λ ou λ' relative à chaque point 
déterminé sur cet ellipsoïde par les coordonnées μ, ν, ou μ', ν', et qui 
soit telle que l'on ait généralement 

ff~= MIN, ft 

Δ étant la distance de deux points quelconques (μ, ν), (μ', ν'), ou. 
si l'on veut, (ρ', μ, ν), (ρ', μ', ν'), pris sur la surface. 

Cherchons la valeur de λ. Pour cela, donnons d'abord à Aune si-
gnification plus étendue , en désignant par cette lettre la distance d'un 
point quelconque (ρ', μ', ν') de la surface à un point quelconque 
(ρ, μ, ν), de Yintérieur, et posons 

a== JJ—-nr-

A la surface, ou pour ρ = ρ', on aura u = o. Pour un point quel-
conque (ρ, μ, ν) de l'intérieur, on trouve 

dx" dy-~^ dz2 ' 

cela résulte de ce que ^ et RMN satisfont séparément à cette équation 

aux différences partielles. D'ailleurs, ni la fonction M, ni même ses 
dérivées d'ordre quelconque ne deviennent infinies ou discontinues 
dans l'espace que nous considérons. Il suit donc d'un théorème de 
Ureen, que dans tout cet espace ona«= o, c'est-à-dire que 

n) JJ τ"
 =

 1
Γ

' P
our

 ?<?· 

Peut-être est-il bon de rappeler en peu de mots la démonstration 
du théorème sur lequel je viens de m'appuyer en dernier lieu. Pour 
cela, multiplions par udxdydz, et intégrons, dans tout l'espace inté-
rieur de l'ellipsoïde, l'équation 

dx> dy2 dz2 

A l'aide d'une intégration par parties, on a 

f* d2u j du Γ ! du\2 , 
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niais en passant de l'intégrale indéfinie à l'intégrale définie, le terme 

it ̂  disparait, puisque les limites sont relatives à la surface pour la-

quelle on a constamment u = o. En ayant égard à cette remarque, on 
trouve sans difficulté 

///[(=)'"-(0)'+£V\^ = "· 
d'où 

1.x = φ = ° ' ~ch = °' 

et partant 
u — constante. 

La valeur de w, étant nulle à la surface, l'est donc aussi pour tous les 
points intérieurs. 

En désignant par Δ la distance d'un point quelconque (ρ', μ', ν') de 
la surface à un point quelconque (ρ, p., ν) de Γ extérieur, et en obser-
vant que la fonction 

r r VA./ SMN 

est encore nulle à la surface, et satisfait au dehors à l'équation 

d'u d'u d2u 

a quoi il faut ajouter que u et les dérivées partielles de u sont fonc-
tions continues de x, y, z, ou ρ, μ, ν, et s'évanouissent pour ρ — cc . 
on conclura semblablement que 

(Illj j j — = — pour ρ > ρ'. 

Cette fois, en intégrant l'équation 

dx'dy'dz2 ^' 

multipliée par udxdydz, on devra étendre l'intégration à tout l'es-
pace infini situé hors de l'ellipsoïde. Pour plus de clarté, on n'inté-
grera d'abord que dans l'espace compris entre l'ellipsoïde (V) et un 
ellipsoïde quelconque ( ρ). Les termes qui, dans l'intégration par par-

29.. 
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ties, sont relatifs à la surface (p'), disparaîtront comme tout à l'heure, 
et quant à ceux qui se rapportent à la surface (p), on verra sans peine, 
par la manière dont S diminue quand ρ augmente, que l'intégrale 
double qui les concerne s'évanouit aussi pour ρ = oo. 

De l'équation 

fffUÈ Mïy~(îyw*-. 

j'ai conclu 

^ = o, — = o, — = o, il = constante = ο, 

et j'en avais le droit, puisque la valeur de u est réelle, et s'évanouit à la 
surface (p'). Mais, quand même la fonction w serait imaginaire et de 
la forme u

t
 + u

2
 y— i, on arriverait à la même conclusion générale 

u — ο ; car, dès que u satisfait à l'équation indéfinie 

dx'! dz 2 ^ ' 

et à la condition de s'évanouir à la surface (ρ'), u, et ιι
2
 devront jouir 

de la même propriété, en sorte que les raisonnements ci-dessus s'ap-
pliqueront aux deux parties séparées dont u se compose. 

La valeur de u serait imaginaire si la racine Ε dont elle dépend l'était 
elle-même; et vous voyez que, pour appliquer notre analyse, il n'est 
pas absolument nécessaire d'avoir prouvé d'avance la réalité des ra-
cines B. 

La formule (I) une fois admise entraîne, comme vous le voyez, les 
formules(II) et (III), en sorte que le potentiel 

f/Ψ-

qui d'abord n'était connu que pour les points de la surface, l'est main-
tenant pour tous les points intérieurs ou extérieurs. Nous pouvons en 
déduire les composantes normales à la surface des actions exercées sur 
deux points infiniment voisins, l'un extérieur et l'autre intérieur, par 
la matière qui produit ce potentiel; puis égaler, en vertu d'un théo-
rème connu, la différence de ces deux composantes à 4^λ, λ étant ce 
que devient X' pour l'élément du auquel les deux points sont contigus. 
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La composante de l'action exercée sur un point dans la direction 

d'un élément ds est exprimée, comme on sait, par V étant le po-

tentiel. Prenons pour ds une très-petite droite normale à l'ellipsoïde f 
et exprimant la distance de cet ellipsoïde à l'ellipsoïde infiniment voisin 

qui répond au paramétre ρ -1- dp; nous aurons 

. da c/V 7 f/V 

Mais pour un point intérieur on a 

_ RMN 

La composante normale demandée est donc alors 

h MX rfR 

et quand on se place à une distance infiniment petite de l'ellipsoïde ρ' . 
c'est-à-dire quand on pose ρ = ρ', ou bien ρ' — ρ, ce qui nous sera plus 
commode , elle devient 

ΛΜΝ rfR 

On trouve seiublablement, pour le point extérieur infiniment voisin, 
la composante normale 

ΛΜΝ dS 

et, en prenant la différence, conformément au théorème invoqué, on 
obtient 

4ΠΛ = "BS Isdfp y 

Mais on a 

do dp Jo-— b' v'- —- c-

et 

\jpr — vV — 
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On a donc enfin 

, __ (2Λ +QMN ,, , y _ 

en rétablissant le paramètre p' et changeant aussi u, ν en μ!, υ' pour 
avoir la valeur relative à r/«'. 

Substituant cette valeur de λ' dans l'équation (I), on trouve 

f C— NVm' — ^R'S'MN _ 

c'est la formule (A), avec cette seule différence que dans la formule (A) 
le paramètre ρ' est remplacé par son égal p, et, conséquemment, le 
produit R'S' par le produit RS. 

En substituant la valeur de λ' dans les formules (II) et (III), on ob-
tiendra de même les formules (B) et (G), pour lesquelles ρ et ρ' ne sont 
plus égaux. 

A la valeur η = ο répond , comme nous l'avons vu, une seule fonc-
tion R — ι. La formule (A) donne, dans ce cas, 

Jj Jp v'i'A—^)(p' — c') 

Généralement, si l'on fait 

ζ = MN, m = ~ ·, 

cette formule (A) devient 

JJ-— = "·« 

m est une constante pour toute la surface (p), et ζ seule varie quand on 
passe d'un point de cette surface à un autre. La forme sous laquelle je 
viens d'écrire l'équation (A) est d'autant plus remarquable, qu'elle se 
conserve pour des surfaces quelconques, avec des valeurs convena-
bles de m et de ζ. Yous voyez que les produits MN font partie de ces 
fonctions ζ dont j'ai dit un mot dans la Note intitulée : Sur une pro-
priété générale d'une classe de jonctions. Il s'ensuit qu'en prenant deux 
de ces produits MN, M,N,, pour deux valeurs m, m, différentes, on a 

///ΜΝΜ
(
Ν

(
ί/ω= ο, 

ce qui était déjà démontré par le travail de M. Lamé ; et de cette der-
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nière équation on conclut, comme vous savez, que les valeurs de m 
et Β sont essentiellement réelles. 

Permettez-moi de vous montrer ici, par un exemple, l'utilité des 
formules (A), ( B), (C). Pour cela reprenons le cas de η = ο, où l'on a 

R = ι, M = ι, Ν = ι, 
et 

Jρ \'(f~ — b2) (p2 -— 

Ces valeurs introduites dans les formules (B) et (C) donnent 

= po"r p< ?' 

et 

f fΓ J'ï<„-■■·)·
 im

"'
 e>f

'· 

Ainsi, pour tous les points intérieurs à l'ellipsoïde (ρ'), le potentiel 

ν=//ί£ 
conserve une valeur constante; V est donc la densité de la distribu-
tion électrique d'équilibre sur cet ellipsoïde ; nous savons d'ailleurs 
que V est proportionnelle à la perpendiculaire abaissée du centre sur 
le plan tangent à la surface, ou bien à la distance, comptée normale-
ment en chaque point, de notre ellipsoïde à un autre ellipsoïde infini-
ment voisin, concentrique, semblable et semblablement placé, eï 
nous retrouvons ainsi un théorème bien connu. 

A l'extérieur, la valeur du potentiel Y de la couche électrique en 
chaque point ( ρ , μ, ν) est fonction de ρ seulement ; donc p = constante 
est l'équation générale des surfaces de niveau, lesquelles se trouvent 
ainsi être des surfaces elliptiques homofocales, parmi lesquelles notre 
ellipsoïde lui-même se trouve compris. Quant à la valeur de l'at-
traction exercée au point [p, p., v), elle est fournie par la formule 

17=hW = sr ~b's!P c'-!7tf: 
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elle est donc exprimée, abstraction faite du signe, par 

S'?' — F Vp — ■»' 

Enhn la masse agissante est 

ff I'da' = ff (fc = 4 π. 

Si la masse agissante était prise plus grande on plus petite, sans que 
la loi de la distribution fût altérée, le potentiel et l'intensité de l'attrac-
tion varieraient dans le même rapport que cette masse. De là on peut 
conclure immédiatement la valeur de l'attraction d'une couche homo-
gène comprise entre deux ellipsoïdes concentriques, semblables et sem-
blablementplacés. On divisera la valeur ci-dessus par 4π, et on la multi-
pliera par la densité de la couche, puis par son volume, lesquel est au 
triple du volume total de l'ellipsoïde, comme l'épaisseur de la couche 
à l'extrémité du demi-axe ρ est à ce demi-axe. Vous comprenez sans 
peine comment l'on obtient ensuite l'attraction d'une série de couches 
de ce genre, qui peuvent même être hétérogènes entre elles. Mais 
tout cela est trop connu aujourd'hui, pour que je croie devoir m'y ar-
rêter. J'aime mieux montrer comment les formules (B) et (C) fournis-
sent immédiatement les (rois composantes de l'action exercée par 
l'ellipsoïde(/5'), supposé plein et homogène, sur un point quelconque , 
intérieur ou extérieur. 

Or, pour avoir, par exemple, la composante parallèle à l'axe des x. 
on observera que cette composante dépend de l'intégrale 

fff -£'
dx

'
d

?'
dz

'' 
où A désigne la distance d'un point quelconque (x', j-', z') de la masse 
au point (x, r, z), de sorte que 

Δ = \'(x — x'f -I- [j — y'f + (s — z'f. 
En effectuant une intégration, cette formule devient 

JJ ——
:

■ 

do/ étant l'élément superficiel de l'ellipsoïde, et a' l'angle que la nor-
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maie à dw' fait avec Taxe des x. On a d'ailleurs 

cosa' — — Ι'μ'ν'-\p'~ — ρ'2 — c'2· 

La composante cherchée devient donc 

ti'2- b- V '/2 - <.= f f'-i--

et Λ est à présent la distance de l'élément c/ω' au point (a1, jr, z) ou 
ι ρ, μ, ν). Mais kn= i, et Β = i2 + c2, répond la fonction R = ρ , et, 
par suite, les fonctions 

Λ p'V(P5—&ϊ) (ρ5—c') 

En appliquant à ces fonctions les formules (a) et (3), on a donc 

J J ""Γ- = ̂  'Ρ J, ' 

pour ρ < ρ', et 

J J 1 Jp f v'îp2— b') y — tpi 

pour ρ > ρ'. L'intégrale double, qui entrait dans nos formules, se 
trouve ainsi réduite à une intégrale simple, et le problème de l'attraction 
d'un ellipsoïde homogène est résolu. Il serait, au surplus, aisé de faire, 
voir que les formules auxquelles nous sommes arrivés se ramènent à 
celles dont on fait ordinairement usage. 

Excusez-moi si je me livre ici à une courte digression au sujet de la 
formule 

ff COS a' da' 

C'est par une formule de cette espèce que s'exprime, en général, la com-
posante parallèle aune droite fixe de l'attraction exercée par un corps 
homogène dont la densité est prise pour unité et qui est terminé par 
une surface quelconque; άω' est alors l'élément de la surface dont il 
s'agit, a! l'angle que la perpendiculaire à άω' fait avec la droite fixe, 
et Δ la distance de l'élément r/ω' au point attiré m. On peut conclure 

Tome XI.—Jm 1846. 3° 



234 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

comme ci-dessus la proposition énoncée en effectuant une intégration 
dans la formule générale qui donne la composante de l'attraction d'un 
corps estimée suivant un axe fixe. Mais on y arrive aussi et même on 
obtient un résultat plus général par la méthode suivante, dont les géo-
mètres ont du reste plusieurs fois fait usage dans les questions de ce 
genre. 

Prenons dans l'espace un point Ο quelconque, et menons du point Ο 
des rayons vecteurs au point attiré m, puis généralement à tous les points 
de la surface du corps attirant. En agrandissant tous ces rayons vecteurs 
d'une quantité infiniment petite proportionnelle à leurs grandeurs 
primitives, de telle sorte que r devienne ι +t, on formera un nouveau 
système semblable au premier. Le potentiel Y, qui est une quantité de 
seconde dimension, augmentera dans le rapport de ι + ai à l'unité; 
sa variation sera donc 21Y. Mais on peut la calculer d'une autre ma-
nière. En effet, le rayon vecteur r du point attiré m ayant été augmenté 

de τ r, V a dû varier par cette seule raison de d'un autre côté, 

Y s'est augmenté du potentiel de la couche comprise entre l'ancienne 
surface, limite du corps attirant, et la surface du corps semblable 
que nous avons introduit. Soit P' la perpendiculaire abaissée du point Ο 
sur le plan tangent mené par d'Y ; dans la figure semblable cette per-
pendiculaire devient (1 +τ)Ρ'; l'épaisseur de la couche dont nous 
venons de parler est donc iP', d'où résulte ce potentiel 

TJJ-
En résumé, les deux quantités 

2τ
γ et ^rtr+rj J —, 

exprimant toutes deux la variation de V, sont égales entre elles, et l'on a 

iY=r^+Jj—· 
En nommant r' le rayon vecteur mené du point Ο à l'élément dw', et a' 
l'angle que r' fait avec la normale à da% c'est-à-dire avec la perpen-
diculaire P', on a 

P' = r'cos a'. 
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D'un autre côté, en représentant par F la force attractive exercée 
sur m dans le sens mO, composante de l'attraction totale , on sait que 

F = — Notre formule devient donc 

ρ ι j* r' COS α' άω' 2V 

Transportons actuellement le point Ο à l'infini sur le prolongement de 
la droite actuelle mO, prise comme droite fixe quelconque ; les rayons 
r et r'deviendront infinis ensemble, et leur dernier rapport sera évi-
demment égal à l'unité; quant au dernier terme du second membre, il 
s'évanouira. La composante F, suivant la droite fixe indiquée, sera 
donc exprimée par 

JJ-T-' 
ce qui s'accorde avec ce qu'on a vu plus haut. 

Je vous ai montré, par des exemples simples, l'usage des for-
mules (A), (B), (C) dans les questions relatives à l'attraction. On peut ti-
rer de ces formules des résultats beaucoup plus étendus. J'y reviendrai 
dans une autre occasion. Il me resterait à présent aussi à développer, 
sous divers points de vue , pour en bien faire comprendre la nature, 
les formules (A), (B), (C), la formule (A) surtout. Mais cette lettre est déjà 
trop longue, et je me vois forcé de remettre ces nouveaux détails à un 
autre jour. J'espère du moins, monsieur, que vous regarderez les for-
mules (A), (B), (C) comme bien établies par mon analyse, et que vous 
comprendrez, dès à présent, comment la même méthode a dû me 
fournir la solution (pour le cas d'un ellipsoïde quelconque) du pro-
blème de M. Gauss dont j'ai fait mention à la page aa5 du tome X du 
Journal de Mathématiques. Je me suis servi, pour arriver aux for-
mules (A), (B), (C), de l'équation 

d'à d'u d'u 

En formant, avec une seconde équation semblable, 

dx' dy2 dz' 

3o.. 
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la combinaison 

d2 u d2v d2u d'-v d2u d-v 

puis multipliant par dxdj-dz, et intégrant, en prenant 

u = RMN, p = i, 

on obtient encore les formules remarquables que voici : 

(D) U = jy SMN, pour * > {/■ 
et 

,· τρ Ν ττ 4π vV'—b'Jp'1 — c2 elS' , 

où 

U— fjw*'C0Sl/ da' 

les notations sont les mêmes que ci-dessus, et de plus u' désigne l'angle 
compris entre la perpendiculaire à da', menée extérieurement à l'ellip-
soïde (p'), et la droite Δ, tirée de cet élément aupoint(p, p., v). Vous 
vérifierez nos formules, dans un cas particulier, en faisant τι — ο, car 
on a alors 

1T Γ Γοοεν'άω' 

et ces formules donnent 

U = ο pour ρ > ρ', et U = — 4π pour ρ < ρ'; 

ce qui est exact, d'après un théorème connu qui a lieu pour toute sur-
face fermée. 

Veuillez agréer, monsieur, l'expression de mes sentiments d'estime et 
d'amitié. 

J. LIOUVIT.LI:. 

Paris; *29 mai 1846 


