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LETTRES
SUR DIVERSES QUESTIONS
D'ANALYSE ET DE PHYSIQUE MATHEMATIQUE
CONCERNANT L’ELLIPSOIDE,

ADRESSEES A M. P.-H. BLANCHET,

Par J. LIOUVILLE.

PREMIERE LETTRE.

Monstear,

Vous avez bien voulu me prier d’entrer dans quelques développe-
ments au sujet de certaines formules que j"ai données sans démonstra-
tion & la page 227 du tome X du Journal de Mathématiques. Je cede
volontiers a votre désir et vous sais gré d’avoir porté un moment votre
attention sur ces formules anxquelles j'attache, je 'avoue, beaucoup
de prix, a cause du roie qu'elles doivent jouer dans la plupart des
grandes questions physico-mathématiques concernant ellipsoide.
Mais permettez-moi quelques détails préliminaires relatifs aux coor-
données elliptiques, dont les géometres, dans ces derniers temps, ont
fait si souvent usage.

Dans ce systéme de coordonnées on regarde chaque point i de Ves-
pace comme déterminé par I'intersection de trois surfaces du second
degré, homofocales et, par conséquent, se coupant & angle droit; les
équations de ces trois surfaces étant

.l.'l. ‘7-'2 z!

P7+Pz__b:+P2_cz:l’
27 71 22 B
[77+H’—b7_é7—-p2_15
x ¥ 22 .
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P> ts v sont les coordonnées elliptiques du point m qui a pour coor-
données ordinaires :x, 2. On suppose b < ¢, p > ¢, p. compris entre
betc, vt > b

D’apres les formules précédentes, p?, 12, v* sont les racines de I’é-
quation

2

x? k2 z* _
E‘;"i“F,_ b2+52~_ pla i,

qui est du troisiéme degré en?, et qui peut s’écrire
P — pt (X + 9 + 2+ B2 4 ?)
+ 2 [P + ) x® + ?y? + bP2® 4 b ] — bictat = o.

On a donc

PP+t v =2+ e 2 B 4

p’{ﬁ% o2+ pB? = (B* 4 ) x? + c*y? + b%2* + b2,

P2H-2V2 :6202‘%.2;
et de la on tire

bex = ppwv,
T By =\ BT,

cyer — Er— \"/402 — et - pPyet — 2,

les seconds membres devant étre toutefois*affeciés de signes conve-
nables. Pour parcourir, en effet, 'ellipsoide qui répond & chaque valeur
déterminée de p, il faut faire varier v entre les limites — b, + &, ad-
mettant ainsi pour v des valeurs négatives; et de méme il faut prendre

les padicaux v6* — 2, Ve — b, et — ©?, qui peuvent s’évanouir,
tantot avec le signe +-, tantot avec le signe —, ces radicaux changeant
de signe en s’évanouissant. C'est sans doute pour éviter ces discussions
de signes que M. Jacobi introduit deux angles dont les sinus et cosinus
prennent naturellement leurs signes ordinaires sans qu’on ait besoin de
recourir & aucune convention nouvelle. En effet, d’apres les limites
imposées aux valeurs de p et v, on peut faire

v=>bcosy, p=yc?cos o + b*sin® g,
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d’ou

vb? — v* = bsin |,

ypl!— b =yc* — brcosg, er—p? = yc? — bhising;

on a ainsi les expressious de x, ¥, zen g, 9, 4 :

:P——C;E—\p yc? cos® ¢ + b*sin® g,

- =vVp* — b*.siny cosg,

———— sing Ve — bicos’d
Z:\/pz—())- ¢V ¢ ‘I‘:

C

les radicaux qui restent sont essentiellement positifs , et Jes signes des
seconds membres dépendent des sinus et cosinus des angles ¢ et y,
angles qu’on doit faire varierde § =0 4 ¢ = =, etde g =0 & ¢ = an.
Mais je m’en tiendrai aux formules en p, ., v que je crois générale-
ment plus commodes.

En désignant par do I'élément de la surface de ellipsoide (o).
Je veux dire de lellipsoide dont I'équation est

x* r? z?
:

P+P:_bz+Pz___ca: I,

on trouve aisément

do = dudy.——E =N —ENE— 2
\/["‘2 — b2 \/C’ __Fn ~/bz_ V2 \/(,2 —

On a besoin aussi de considérer la distance ds du point (g, g, v) de
Iellipsoide (p) a ellipsoide infiniment voisin (g + dp); elle s’exprime
par

—
({S = 7 "
la valeur de % étant donnée par la formule

— (e (i’ﬁ) dp\* _ vt — bV — e
h = \/<dx> + dy + (a’z\ - \/P‘z — s/{ﬂ—v;'

7 7

Cette quantité /& a une liaison intime avec la perpendiculaire P, abais-
sée du centre sur le plan tangent 4 Yellipsoide ( p), au point (o, o V)5
28..
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car
p Ve =P —¢ ho.
eV

Le produit Pdo exprime le triple du volume de la pyramide qui a
son sommet an centre O de Dellip:oide, et dw pour base. Du point O
comme centre, et avec un rayon égal i 'unité, décrivons une spheére,
et appelons, avec M. Ivory, points correspondants de la spheére et de
Pellipsoide (surface ou volume) les points (x, ¥,z) et (x, y, z), dont
les coordonnées sont lides par les formules

T = px, y=ypr—bry, z= \p®— g

al'élément dw de la surface de Vellipsoide correspondra un élément
do dela surface de la sphére, et au volume ¥ Pdw de pyramide ellip-
soidale correspondra un volume 1 dz de pyramide ayant aussi le
point O pour centre, mais pour base s, Or il est visible que deux vo-
lumes correspondants de la sphére et de Pellipsoide sont entre enx
dans le rapport de 1 i p p* — 8% \/p* — ¢*; on a donc

Pde = Ldo.p\p® — B Vp? — ¢2,
et, en faisant

[ =

P h 1
== = -
P\/Pz__bz\/Pz_Cz \/Pz__bz V/Pz__ce “P‘)_P’z\/?z‘ o2

on en conclut
Idw = s

Le produit /dw , qui s’exprime ainsi par un élément ds d’une surface
sphérique de rayon égal 4 P'unité, figurera sonvent dans nos formules.
Il est bon d’observer que son expression en coordonnées elliptiques,,
savoir

(p* — v?) dudy

ldo = .
\/}LZ— b’ \/62—[;2Vb’— o2 ~/c;__u25

ne dépend pasde .

Maintenant, je dois vous parler de certaines fonctions auxquelles
M. Lamé a été conduit par la considération des coordonnées ellip-
tiques, et dont I’étude approfondie ne peut manquer, & mon avis, de
fournir aux géometres une foule de résultats importants.

1 (RN RN IR TR R SRR ER RN RR R RN R
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M. Lamé a fait voir qu’il existe des fonctions R, enticres en ¢,

Vp? — b2, yp? — ¢?, pour lesquelles (n étant un nombre entier, po-
sitif ou nul) on a

/ N d'R dRr .
(p* = 8% (¢* — ) 7 +a® = (B *p] - =n(n+0)p* — BIR,

ou bien, si ’on veut,

R =[n(n+ 1)p—BIR,

en posant

e = f —,___._.—(ﬁ’———_——:
Vip—b%) (p*—c}

Le parametre B n’est pas quelconque; il doit étre choisi parmi les
racines de certaines équations déterminées. M. Lamé a prouvé que ces
racines sont toutes réelles; il s’est servi pour cela d’intégrales définies :
ajoutons qu’en employant convenablement le théoréme ou plutot la
méthode de M. Sturm, on aurait pn démontrer d’'une maniere plus
simple encore que les racines de chaque équation en B sont réeiles et
inégales entre elles. A 'entier déterminé » répondent 272 +-1 racines B
et an + 1 fonctions R. Chacune de ces fonctions comporte en fac-
teur une constante arbitraire. Les unes sont des polyndémes en g de
degré n, les autres sont le produit de yg* — 5* on Vet — ¢ par un po-
lynéme de degré n — 1, ou enfin le produit de yp* — b2 yp* — ¢* par
un polynoéwe de degré n — 2. Les polynémes en p dont il s’agit sont
de 'une des deux formes (%), pf(p?), c'est-i-dire ne contiennent
que des puissances paires de g, ou que des puissances impaires, suivant
qu’ils sont eux-mémes de degré pair, ou de degré impair. Dans tous les
cas, le rapport de R a p” tend vers une limite counstante et finie lors-
que p augmente a I'infini; la limite dont nous parlons pourra étre, si
'on veut, rendue égale & I'unité, de telle sorte que pour p trés-grand,
on ait, a tres-peu prés, R = p”, et, en admettant cette condition nou-
velle, les fonctions R seront complétement déterminées.

Nous désignerons par M et N ce que devient R lorsqu’on y change ¢
en u et en v, avec I'attention toutefois d’écrire yc* — p* au lieu de
Vit — ¢ et et — v, yvbE — v% au lieude vv? — ¢, V0F — B2, afin
d’éviter les imaginaires.
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M. Lamé a démontré quelques propriétés des fonctions M et N, et
nous pourrions, a ce qu’il a donné, ajouter beaucoup de résultats
nouveaux. Mais cela nous écarterait trop de notre objet. I’y reviens
en vous parlant d’une quatriéme fonction S, qu’il faut absolument
joindre aux trois précédentes R, M, N pour obtenir une théorie com-
plete. La fonction S satisfait 4 la méme équation différentielle que R.

Je la définis en posant
9

[+ 9
S =(an+ NRf ——el
: T R ey (p—e)

ce qui suppose

SdR dS 2741
dp dp \/(P"' % p— e
ou bien
dR ds
SE — R 7 — I

De la résulte

1d’S 1 d'R
Sde ~ R de’

ainsi S et R satisfont bien 4 la méme équation différentielle

ay - -
T = [7{n+ 1)p* — B]U,

dont elles sont deux intégrales particulieres, fournissant par leur réu-
nion l'intégrale compléte. On a S = o pour p = ®, et, pour des va-

leurs de p trés-grandes, on a, a tres-peu pres, S = ;;:.

H est aisé de former les fonctions R, M, N, S, relatives aux valeurs
successives 0, 1, 2,..., de n. Pour n=o, il 0’y a qu’une seule racine
B = o, par suite une seule fonction R = 1, 4 laquelle répondent M=1,

N=1,et
e d
S = f . S
o V& — B — ¢

Pour n =1, on a trois valeurs de B, et trois valeurs correspondantes
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de R, savoir

B=»5A+c* R=p,

B=c¢?, R=yp® — b

B= b, R=\p®—c*
et ainsi des autres.

Les fonctions R, M, N, relatives a un couple {(n, B} quelconque,
fournissent des solutions particulieres de I'équation

d*u d*u + dw
dx? + dy?* dz:

M. Lamé a prouvé, en effet, que cette équation est satisfaite en posant

u = RMN.

Le second membre est fonction de p, p., v, mais on peut 'exprimer en
x, 7, z; et il se transforme alors en un polynéme de degré n par rap-
port 4 ces coordonnées. Cela paraitra d’abord évident si R est de la
forme f'(p?); car on aura alors

R ' 2 2 T2

RMN = £(¢%) / (1*) / ),
et le second membre étant une fonction entiere symétrique et du de-
gré Ln, par rapport aux quantités p®, p?, v?, racines de 'équation

; 5 2 2 -2 2 2N
0t — pt x4y 4 2 45+ )

+ [0 + e?) P+ *y? + b2+ Bt — Pta = o,

* T "y .

s’exprimera par les formules connues au moyen des coefficients de

cette équation, ce qui conduira 4 un polynéme du méme degré en x?,
7%, 2%, ou du degré n en x, y, z. Etsi R, outre un facteur de la
la derniére conclusion subsistera puisque, d’apres les valeurs mémes
de x zen v, les produits

» Y Py [y Vy

o, V"oz — B \/V'2 I \/b2 — VR, \/“02 — et — f"‘2 \’}?""2

s’expriment respectivement par les produits de ces coordonnées x, y, z,
et d’une constante. On voit aussi que chaque polynome RMN est nne
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fOl\CtiOD entiére de ax? 2 22 ou le I’Odllif d’une telle fOﬂCtiOH ar
» I 1 p
un des facteurs suivants

X, ¥, & Xy, XZ, ¥z, XYL
L’étude des polynémes RMN considérés en eux-mémes, indépendam-
ment des coordonnées g, 1, v, offre un grand intérét. Mais je ne puis
m’en occuper ici.
Pour démontrer que
v — RMN

donne

du d®u d?u

g T T =0
M. Lamé se sert uniquement des ¢équations différentielles dont R, M,
N dépendent, et puisque S satisfait 4 la méme équation que R, il s’en-
suit qu’en posant

u = SMN,

on frouverait encore pour u I’équation aux différences partielles in-
diquée.

Ces préliminaires établis, jentre en matiére. Soit A la distance de
deux points (p, p., v), (o> /s v'), oum, m, pour lesquels p est le méme,
et qui sont, par conséquent, situés sur un méme ellipsoide dontl'équa-
fion est

x? g 3?

E -+ m -+ P,_—Cé = I.
Soient, de plus, dw’ Pélément de la surface ellipsoidale en m/, et ' le
quotient obtenu en divisant par le produit des trois demi-axes la per-
pendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent en m’ (vous allez
rencontrer ici le produit {’dw’ ou Idw dont il a été question ci-dessus).
Considérons comme appartenant au point m ou (g, u, v) les fonctions
R, M, N, S que nous avons définies tout 4 ’heure et qui dépendent, R
et S de p seulement, M de . seulement, et N de v. Au point m’ ou
{ps V'), R et S demeurent les mémes puisque p ne change pas;
mais M et N prendront de nouvelles valeurs M/, N’, fonctions respecti-
vement de p’ et de v'. Maintenant je dis qu’on aura

UM N do’ __ 4=RSMN
8 Sy - donom

27 41

) R N T AR R [RRNRRRE RN Y R RYRT "
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Telle est la formule, 4 mon avis fondamentale, dont vous me demandez

surtout la démonstration et qui se complete par ces deux autres ou A
désigne la distance de deunx points quelconques, m, m’ ou (g, p., v)

77

{0’y w/, V') pour lesquels les parametres o, p’ ne sont plus égaux:
o "M/ N’ do’ 4w RS’ MN ,

‘B < = .’ bpour ¢ < ¢

et

[0 PUN Nde  4eR/SMN ,

Ay 5 = o »  pour p>p.

Dans ces trois formules, intégration doit étre étendue i la surface en-

tiere de Pellipsoide qui passe par le point m’ et dont un élément quel-
conque est exprimé par dw'. L'intégrale

M/ N do’
A

exprime toujours le potentiel, relativement au point m, d’une matiere
distribuée sur la surface de ellipsoide qui passe en ', la densité de la
distribution pour chaque point /' étant mesurée par la fonction /M’ N’
des coordonnées (', v') de ce point qui occupe successivement touites
les positions possibles sur 'ellipsoide. Mais la formule (A) se rapporte
au cas d’un point msitué sur la surface méme dont on prend le poten-
tiel, Ia formule (B) au cas d'un point intérieur, et la formule (C) au cas
d&’un point extérieur.

Ce n’est pas sans raison que je vous parle ici de potentiels. I’abord
si les formules (A), (B), (C) sont d’un trés-grand secours dans une foule
de questions physico-mathématiques, cela tient en grande partie a ce
que leurs premiers membres expriment des potentiels. Et puis la consi-
dération de ces quantités et de leurs propriétés sera la base de la dé-
wonstration que je vais vous donner ici des formules (A), (B), (C), dé-
monstration que je choisis comme une des plus simples et des plus
claires parmi celles que j’ai obtenues.

D’apres un théoréeme connu, qui s’étend a des surfaces quelconques,

mais que nous allons ici appliquer spécialement a Pellipsoide repré-
senté par I’équation

Tome XJ. — Juix 1846.
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on pourra toujours trouver une fonction ) ou ¥ relative 4 chaque point
déterminé sur cet ellipsoide par les coordonnées ., v, ou p/, ¥, et qui
soit telle que on ait généralement

. Vdo' :
(I fszmm

A étant la distance de denx points quelconques (u,v), (¢, v/, ou.
sif'on veut, (¢, p, v), (p's s ¥'), pris sur la surface.

Cherchons la valeur de ). Pour cela, donnons d’abord 2 A une si-
gnification plus étendue, en désignant par cette lettre la distance d’un
point quelconque (¢, p/, v') de la surface 4 un point quelconque
(s @y ), de Vintérieur, et posons

_ Vo' RMN
“= TR

A la surface, on pour g = ¢, on aura # = o. Pour un point quel-
conque {p, u,v) de intérieur, on trouve

dn du du — .
o gy h g =0

’ 1 . ’ ' ' . -
cela résulte de ce que 3 et RMN satisfont séparémenta cette équation

aux différences partielles. D’ailleurs, ni la fonction %, ni méme ses
dérivées d’ordre quelconque ne deviennent infinies ou discontinues
dans Pespace que nous considérons. 11 suit done d’un théoréme de
Green, que dans tout cet espace on a ¥ = o, ¢'est-a-dire que

. Ydo!  RMN i ,
11 ff T R bour o<y

Peut-étre est-il bon de rappeler en peu de mots la démonstration
du théoréme sur lequel je viens de m’appuyer en dernier lieu. Pour
cela, multiplions par udxdydz, et intégrons, dans tout ’espace inté-
rieur de l'ellipsoide , 'é6quation

du du du .
Ao g T g T O

A Taide d’une intégration par parties, on a

d? d AN
fud—“dx:u—“— <ﬂ> dx;

iz dx dr
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mais en passant de 'intégrale indéfinie 4 Pintégrale définie, le terme
d . . . . . N

7 T(Z disparait, puisque les limites sont relatives & la surface pour la-

quelle on a constamment # = 0. En ayant égard a cette remarque , on
trouve sans difficuité

‘/'['[l<%>z+ (Z—;‘)z—i— (;;f) Idxc{ydz = 0.

du du du

dr % =% F

d’ou
= 0,
et partant

i = constante.

La valeur de %, étant nulle 4 la surface, 'est donc aussi pour tous les
points intérieurs.

En désignant par A la distance d’un point quelconque (¢, p', v') de
la surface & un point quelconque (g, ., v) de Vexzérieur, et en obser-

vant que la fonction
. f‘ Vo' SMN
“= A S

est encorenulle a la surface, et satisfait an dehors a 'équation

du du du

T T T

a quoi il faut ajouter que u et les dérivées partielles de z sont fonc-

tions continues de x, y, z, ou g, 1, v, et s’évanouissent ponr p = =,
on conclura semblablement que

N Vo' SMN
(1) ff — =g pour o> .

i

Cette fois, en intégrant I’équation

du du diu

a'x?+ﬁﬁ+@ = 0,

multipliée par udxdydz, on devra étendre l'intégration i tout Ies-

pace infini situé hors de Iellipsoide. Pour plus de clarté, on n’inté-

grera d’abord que dans I'espace compris entre V'ellipsoide (4"} et un

ellipsoide quelconque { ¢). Les termes qui, dans V'intégration par par-
29..
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ties, sont relatifs & la surface (o), disparaitront comme tout i I'heure,
et quant a ceux qui se rapportent a la surface (p), on verra sans peine,
par la maniére dont S diminue quand p augmente, que lintégrale
double qui les concerne s’évanonit aussi pour p = co.

De I’équation

JITNGE)+ (@) (&) Jdedriz=

o .
j ai conclu
du—o du—o e 0, u — constant
dr — 9 @—- A e = nstante — o,

et j’en avais le droit, puisque la valeur de « est réelle, et s'évanouit 4 la
surface (o'). Mais, quand méme-la fonction  serait imaginaire et de
la forme u, + w, y—1, on arriverait 4 la méme conclusion générale
u=0j car, dés que « satisfait aI’équation indéfinie

du dl d*u

T o T =0

et a la condition de s’évanouir a la surface (o), u, et u, devront jouir
de la méme propriété, en sorte que les raisonnements ci-dessus s’ap-
pliqueront aux deux parties séparées dont « se compose,

Ia valeur de « serait imaginaire si la racine B dont elle dépend Iétait
elle-méme; et vous voyez que, pour appliquer notre analyse, il n’est
pas absolument nécessaire d’avoir prouvé d’avance la réalité des ra-
cines B.

La formule (I) une fois adn:ise entraine, comme vous le voyez, les
formules (II) et (ILL), en sorte que le potentiel

) dw'
i

qui d’abord n’élait connu que pour les points de la surface, I'est main-
tenant pour tous les points intérieurs ou extérieurs. Nous pouvons en
déduire les composantes normales 4 la surface des actions exercées sur
deux points infiniment voisins, 'un extérieur et ’autre intérieur, par
la matiére qui produit ce potentiel; puis égaler, en vertu d'un théo-
réme connu, la différence de ces deux composantes 4 4, ) étant ce
que devient X pour I'élément dw auquel les deux points sont contigus.
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T.a composante de Vaction exercée sur un point dans la direction
. . dV _,

d’un élément ds est exprimée , comme on sait, par ;o V étant le po-

tentiel. Prenons pour ds une trés-petite droite normale a Vellipsoide £*
et exprimant la distance de cet ellipsoide a Vellipsoide infiniment voisin
qui répond au parametre p -+ dp; nous aurons

dp dV__] dV

AR
Mais pour un point intérieur on a
RMN
V= R

L.a composante normale demandée est donc alors

FMN dR

R A
et quand on se place & une distance infiniment petite de Uellipsoide  ¢" .
cest-a-dire quand on pose g =p'; ou bien p' = p, ce qui nous sera plus
commode, elle devient
AMN dR

. R dp
On trouve semblablement, pour le point extérieur infiniment voisin,
la composante normale

hMN ClS_

S dp

7

et, en prenant la différence, conformément au théoreme invoqué, on
obtient

L MN dR IS
frn =" @%—RL}

RS do
Mais on a
d an 4+ 1
s%—ﬁgzﬁfﬁ%f?
et
h —/

e
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On a donc enfin

S (2/2_—&— 1)/MN d’o , __(211+I)Z’M/N’
A== 4‘_71'3.5 » ou N=—= “4#}{_‘,5, —
en rétablissant le paramétre p’ et changeant aussi %y v en p!, v pour
avoir la valeur relative & do'.

Substituant cette valeur de ¥ dans Péquation (1), on trouve

UM’ N o' __ 47R'S'MN )
A“ — 2n 1 °

c’est la formule (A}, avec cette seule différence que dans la formule (A
le parameétre o' est remplacé par son égal o, et, conséquemment, le
produit R'S par le produit RS.

En substituant la valeur de ) dans les formules (1L) et (111), on ob-
tiendra de méme les formules (B) et (C), pour lesquelles p et ¢’ ne sont
plus égaux.

A la valear n = o répond , comme nous Favons vu, une seule fone-
tion R = 1. La formule (A) donne, dans ce cas,

! de' @ dp
T TAR | e
: p V{p"— 0% (p*—¢?)

Généralement, si ’on fait

{=DMN, m— 4mBS
22 4+ 1

1" de’ .
ff = = mg;

. est une constante pour toute la surface (p), et ¢ seule varie quand or
passe d’un point de cette surface 4 un autre. La forme sous laquelle je
viens d’écrire Iéquation (A) est d’autant plus remarquable, qu’elle se
conserve pour des surfaces quelconques, avec des valears convena-
bles de m et de £. Vous voyez que les produits MN font partie de ces
fonctions ¢ dont j’ai dit un mot dans la Note intitulée : Sur wne pro-
pricté générale d'une classe de fonctions. 11 s ensuit qu’en prenant deux
de ces produits MN, M,N,, pour deux valeurs m, m, différentes, on a

S IMNM, N, do = o,

ce qui était déja démontré par le travail de M. Lamé; et de cette der-

cette formule (A) devient

L ' ! R T P s [ tin
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niére équation on conclut, comme vous savez, que les valeurs de m
et B sont essentiellement réelles.

Permettez-moi de vous montrer ici, par un exemple, lutilité des
formules (A), (B}, (C). Pour cela reprenons le cas de n =0, ou P'on a

R=1, M=1. N —I,

S__f:" dp
BCARICERIES

Ces valeurs introduites dans les formules (B) et (C) donnent

l'dew’ [' (lp .
= ———— your G,
/‘/‘ b Jo! fo'“-—-/)”/ i ')7 1 F<

IAYS

ef

et

U'dw’ » {
= 4”f W——-—b—P—-— pour g >
[ A

) (o —¢)

Ainsi, pour tous les points intéricurs a ellipsoide ( ¢'), le potentiel

dw'
V = —_—
A

conserve une valeur constante; I’ est donc la densité de la distribu-
tion électrique d’équilibre sur cet ellipsoide ; nous savons d'ailleurs
que I’ est proportionnelle & la perpendiculaire abaissée du centre sur
le plan tangent a la surface, ou bien a la distance, comptée normale-
ment en chaque point, de notre ellipsoide a un autre ellipsoide infini-
ment voisin, concentrique, semblable et semblablement placé, et
nous retrouvons ainsi un théoréeme bien connu.

A Vextérieur, la valeur du potentiel V de la couche électrique en
chaque point (p, pr, v) est fonction de g seulement ; donc p= constante
est I'équation générale des surfaces de niveau, lesquelles se trouvent
ainsi étre des surfaces elliptiques homofocales, parmi lesquelles notre
cllipsoide lui-méme se trouve compris. Quant a la valeur de lat-
traction exercée au point (p, 1, v), elle est fournie par la formule

dy dV A%

:lT:I -——\p b \p 0‘17;
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elle est donc exprimée , abstraction faite du signe, par

47‘[[ = ——Lﬂ/‘:_:.
\/Fz_y-z \‘,12__ y?

Fnfin la masse agissante est
SIUdo = ff(.’o" = 4.

Si la masse agissante était prise plus grande ou plus petite, sans que
la loi de la distribution fit altérée, le potentiel et 'intensité de Pattrac-
tion varieraient dans le méme rapport que cette masse. De la on peut
conclure immédiatement la valeur de I'attraction d’une couche homo-
géene comprise entre deux ellipsoides concentriques, semblables et sem-
blablementplacés. On diviserala valeur ci-dessus par 4z, et on la multi-
pliera par la densité de la couche, puis par son volume, lesquel est au
triple du volume total de Iellipsoide, comme I'épaisseur de la couche
a Pextrémité du demi-axe p est & ce demi-axe. Vous comprenez sans
peine comment I'on obtient ensuite attraction d’une série de couches
de ce genre, qui peuvent méme étre hétérogenes entre elles. Mais
tout cela est trop connu aujourd’hui, pour que je croie devoir m’y ar-
réter. J’aime mieux montrer comment les formules (B) et (C) fournis-
sent immédiatement les trois composantes de I’action exercée par
Vellipsoide (p”), supposé plein et homogéne, sur un point quelconque,
intérieur ou extérieur.

Or, pour avoir, par exemple, la composante paralléle & Paxe des x,
on observera que cette composante dépend de Iintégrale

1
d—
A ’ ? ot
ﬁ T da'dy'de,

ou A désigne la distance d’un point quelconque (', 7', ') de la masse
au point (x, ¥, z), de sorte que

A = (o — XV (y—y P+ (z2 — 2’7

En effectuant une intégration, cette formule devient

/‘f cos a' de’
o)
N A

do' étant 'élément superficiel de Pellipsoide, et o I'angle que la nor-
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male i do’ fait avec I'axe desa, Ona d’aillenrs

. P Pyl (a2 202 a2
coss =" = lp/V e — big® — %

L.a composante cherchée devient donc

s g TR l'y’v’([m'
\ Pl2 . bz \‘[,/2 — ¢t ff __,&,__.

et A est a présent la distance de I’élément do’ au point (x, ¥, z) ou

{0y s v). Maisan =1, et B = b* + ¢, répond la fonction R=yp.et
par suite, les fonctions

. it dp
M= 1 N = Yy S= 3)P f N T oo,
p BV (E—0) (=)
En appliquant a ces fonctions les formules (2) et (3), on a donc
l/ r fI ! ® 1o’
f[‘ F‘v(m:[‘ﬂp‘w)’p[ ﬁ,f‘—LP——"‘_’“,
. A Jo oy (p— b (e
pour 5 < o', et

U/ do’ re {
ff ! A—o- = Anp"u.v.pj ___(_L__, )
n

P VF— ) " — )

pour p > ¢, L’intégrale double, qui entrait dans nos formules, se
trouve ainsi réduite i une inlégrale simple, etle probléme de 'attraction
d'un ellipsoide homogeéne est résolu. 1l serait, au surplus, aisé de faire
voir que les formules auxquelles nous sommes arrivés se ramenent a
celles dont on fait ordinairement usage.

Excusez-moi si je me livre ici & une courte digression au sujet de la

formule
® (*cosa’ do
A

Cest par une formule de cette espece que s’exprime, en général, la com-

posante parallele aune droite fixe de I'attraction exercée par un corps

homogéne dont la densité est prise pour unité et qui est terminé par

une surface quelconque; dw’ est alors Pélément de la surface dont il

sagit, « Vangle que la perpendiculaire a do’ fait avec la droite fixe,

ot A la distance de V'élément dw’ au point attiré m. On peut conclure
Tome X1.—Jux 1846. 3o
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comme ci-dessus la proposition énoncée en effectuant une intégration
dans la formule générale qui donne la composante de Iattraction d’un
corps estimée suivant un axe fixe, Mais on y arrive aussi et méme on
obtient un résultat plus général par la méthode suivante, dont les géo-
metres ont du reste plusieurs fois fait usage dans les questions de ce
genre,

Prenons dans Pespace un point O quelconque, et menons du point O
des rayons vecteurs au point attiré m, puis généralement 4 tous les points
de la surface du corps attirant. En agrandissant tous ces rayons vecteurs
d’'une quantité infiniment petite proportionnelle 4 leurs grandeurs
primitives, de telle sorte que 1 devienne 1 4-1, on formera un nouveau
systéme semblable au premier. Le potentiel V, qui est une quantité de
seconde dimension, augmentera dans le rapport de 1 + a7 & Punité;
sa variation sera donc 27V. Mais on peut la calculer d’une autre ma-
niére. En effet, le rayon vecteur » du point attiré m ayant été augmenté
de tr, V a dt varier par cette seule raison de grr; d’un autre coté,
V s’est augmenté du potentiel de la couche comprise entre ancienne
surface, limite du corps attirant, et la surface du corps semblable
quenous avons introduit. Soit P’ la perpendiculaire abaissée du point O
sur le plan tangent mené par dw’; dans la figure semblable cette per-
pendiculaire devient (£ +7)P'; Pépaisseur de la couche dont nous
venons de parler est donc P’ d’out résulte ce potentiel

P dw’
T A .

En résumé, les deux quantités

d P'dw’
2tV et lrr—;—tff 2,
dr A

exprimant toutes deux la variation de V, sont égales entre elles, et 'on a

av P dw
2V_r75+ff A ‘

En nommant r’ le rayon vecteur mené du point O & I'élément du’, et o
Pangle que ' fait avec la normale & dw', c’est-a-dire avec la perpen-
diculaire P/, on a

P’ = r'cos o’

| R K TR R [EER NN RN SN FRTI
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D’un autre cOté, en représentant par F la force attractive exercée
sur m dans le sens mO, composante de I'attraction totale, on sait que

o dV .
F=— - Notre formule devient donc

T 7’ cos &’ do' 2V
F =1 reosedw 2N,
r A r
L X €

Transportons actuellement le point O a Iinfini sur le prolongement de
la droite actuelle mO, prise comme droite fixe quelconque ; les rayons
r et r’ deviendront infinis ensemble, et leur dernier rapport sera évi-
demment égal 4 I'unité; quant au dernier terme du second membre, il
s'évanouira. La composante F, suivant la droite fixe indiquée, sera

donc exprimée par
f’fcma’ de’
s

ce qui s'accorde avec ce qu'on a vu plus haut.

Je vous ai montré, par des exemples simples, l'usage des for-
mules (A), (B), (C) dans les questions relatives a I'attraction. On peut ti-
ver de ces formules des résultats beaucoup plus étendus, I’y reviendrai
dans une autre occasion. Tl me resterait & présent aussi 4 développer,
sous divers points de vue, pour en bien faire comprendre la nature,
les formules (A), (B), (C), la formule (A) surtout. Mais cette lettre est déja
trop longue, et je me vois forcé de remettre ces nouveaux détails 4 un
autre jour. Jespere du moins, monsieur, que vous regarderez les for-
mules (A), (B), (C) comme bien établies par mon analyse, et que vous
comprendrez, des a présent, comment la méme méthode a dit me
fournir la solution (pour le cas d’un ellipsoide quelconque) du pro-
bleme de M. Gauss dont j’ai fait mention  la page 225 du tome X du
Journal de Mathématiques. Je me suis servi, pour arriver aux for-
mules (A), (B), (C), de I'équation

d*u du dlu
iy A T
En formant, avec une seconde équation semblable,

d* d d’u_
et T T ™

3o0..
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la combinaison

du dy du d*p d*u d*
o &, erw e en g
dxt ud.r? +v dy? ud)’2 v dz? u dz: 0:

puis multipliant par dzdyds, et intégrant , en prenant
U — RMN, [ — %s

on obtient encore les formules remarquables que voici :

. - hr W —b T ¢ AR’
(D) U= bm v b | SMN, pour o > (.

272 41 dp’
et
1o LAy Ve _ ,
{(E} U= Py ERMN, pour o < ¢
ot

_ M’ N’ cos v’ do’
U= ff“—Am

ies notations sont les mémes que ci-dessus, et de plus v’ désigne Iangle
compris entre la perpendiculaire & dw’, menée extérieurement a Pellip-
soide (p'), et la droite A, tirée de cet élément au point(p, 1, v). Vous
vérifierez nos formules, dans un cas particulier, en faisantn = o, car

on a alors
cos v’ de’
Us [ [
A?

U=o pour pg>p, et U=—4n pour p <¢;

et ces formules donnent

ce qui est exact, d’aprés un théoréme connu qui a lieu pour toute sur-
face fermée. ‘
Veuillez agréer, monsieur, I'expression de mes sentiments d’estime et
d’amitié.
J. Lrouvinpni.

Paris, 2q mai 1846



