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NOTE 

SUR UN PROBLÈME DE MÉGANIQUE; 

Pab M. E. CATALAN. 

Trouver une surface, passant par une courbe donnée, et telle, qu'un 
point matériel sollicité par la pesanteur, étant posé sur la surface en un 
point de la courbe, avec une vitesse de grandeur et de direction conve-
nables , parcoure cette courbe. 

Supposons la courbe rapportée à trois axes rectangulaires, celui 
des z étant vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur. Soient 

(o ■*=/(*), j=y.(z) 

les équations de cette ligne. La surface cherchée aura une équation 
de la forme 

(4 ·* - A*) = [7-β (4 ? (;r, 4 

D'un autre côté, lorsqu'un point matériel se meut sur une surface, 
l'une des équations de sa trajectoire est, en employant les notations 
ordinaires, 

A) pd.v-^qd.v^· 

Si cette trajectoire doit être la courbe donnée, les quantités ν, ̂  et -

sont des fonctions de z, déduites des équations (1), et les quantités ρ 

et q sont ce que deviennent les dérivées ^4 tirées de l'équation (2), 

quand on remplace, dans ces valeurs, χ ety par f(z) et j\ (z). 
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Or l'équation (2) donne 
dz 1 

<U f (3) [ y —f (z)] % —f' (z) 1 (f>z) 

di __ + 

dy f (a) H- [ y—f (3)]^ — /' (z) ? (f >3 

donc, pour les points de la courbe (1), 

_ 1 _ ¥ [/' (z)i z\ 

(les valeurs étant substituées dans l'équation (3) donneront 

(4) ?L/i (*)»*]= F(z)> 

F (z) étant une fonction connue. 
La question proposée se réduit donc actuellement à la détermination 

d'une fonction φ (y, z), qui satisfasse à la condition (4). 
Il est évident qu'une pareille fonction sera donnée par la formule 

ψ (j » z) = F (z) + [y -/(ζ)] ψ (y, ζ), 

ψ étant une fonction arbitraire. Par suite, l'équation de la surface 
cherchée sera 

(5) x -/(z) = [y - f (z)] F (z) + [y ~j\ (z)]a ψ (y, z). 

Dans les applications, il sera souvent commode de mettre les équa-
tions de la trajectoire sous une forme autre que celle des équations {1). 
C'est ce que l'on reconnaît sur l'exemple suivant. 

Supposons que la courbe proposée soit une hélice. Si 011 la repré-
sente par 

χ = R cos γ — R sin k | > 

l'équation de la surface se présente sous une forme compliquée. Mais 
remplaçons ces deux équations par 

x
.2 .+f

3
 — R

2
 — ο, z — ^ arctang ^ = ο. 
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nous pourrons supposer que l'équation tie la surface est 

z — j arctang^ = (χ2+/2-— R2) ç χ. y . 

On déduit. de cette équation, 

ρ — — 7 sin « ^ -f- aR cos A ^ φ,, 

q = | cos A ̂  + aR sin k £ ψ,, 

en posant, pour abréger. 

<p^RcosA^> RsinA^j = φ,. 

Supposons que les coordonnées de la position initiale du point ma-
tériel soient 

χ — R, y = o, d'où ζ = ο. 

Nous aurons, à un instant quelconque, 

ν = sj'ctgz. 
De plus, 

dx = — k sin A · dz. dr — k cos k ~ -dz. etc. 

Au moyen de ces valeurs, l'équation (3) devient 

j sin k ^ -f aR cos k~ · ψ, d (yjz cos k ^ J 

-+- cos A ^ -h 2R sin A ̂  - φ, J d ^\jz sin A ̂  — ο ; 

ou , en réduisant, 

ψι R-' 

In équation de la surface cherchée sera donc 

R3arctanë^ R'U'-i-r'-R')' 
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Si nous supposons ψ — ο. l'équation se réduit à 

arc tail;.' ' 

ou , en posant χ == u cos ω. γ = u sin to, 

i'Ai „ — Ri" 

La surface représentée par cette équation (A) est remarquable. En 
effet : i" les sections faites par des cylindres de révolution autour de 
l'axe des ζ sont des hélices; 2" les sections faites par des plans passant 
suivant cet axe sont des courbes hyperboliques, asymptotes à l'axe 
des ζ et à la trace du plan sécant sur le plan des χγ; 3° les sections 
horizontales sont des spirales; 4° les lignes de plus grande pente sont 
représentées par u = etc. 

U y a plus : si un point matériel est posé sur cette surface, en un point 
quelconque de l'axe des x, la trajectoire de ce point sera une hélice. 
L'est ce que l'on reconnaît aisément en prouvant que toutes les hélices 
de la surface vérifient l'équation (3), si ν = γ agz-


