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PURES ET APPLIQUÉES. sot 

NOTE 

SUR QUELQUES INTÉGRALES MULTIPLES; 

PAR M WILLIAM ROBERTS 

1. La forme sous laquelle j'ai présenté les intégrales définies qui se 
trouvent dans le chapitre xxxv du Traité des Fonctions elliptiques, 
tome 1, suggère immédiatement une classe analogue d'intégrales 
multiples, dont l'évaluation ne dépend que des transcendantes abé-
liennes. C'est ce que je me propose de développer dans cette Note. 

Soient x
t
, .r

2
,..., x

n
, η variables, et appelons V l'intégrale définie 

dx
h
dx

2
...dx

n
, qu'on obtient en attribuant à x

{
. x

2
,..., x

n
 toutes 

les valeurs positives propres à satisfaire à la condition 

(fil fj x" \ 

Dans cette inégalité, mettons pour x„ α
Η
ξ
(

, pour x
2

, β
2
ξ

2
, et ainsi de 

suite, elle deviendra 

S n2r2 112 “ 2 n 

et si l'on appelle Y' l'intégrale définie I dZ
t
dZ

2
... d'£

n
, qu'on étend à 

toutes les valeurs positives de ξ,, ξ
2
,... qui satisfont à la condition fa), 

on aura évidemment 
Y = a, a2.,. a„ Y'. 
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Maintenant, si l'on substitue pour x,, x2,... les valeurs suivantes, 

x,=pcosO, „r
2
 = ρ sin θ cos φ,, x

%
 = psinô sin φ, cos <p

2
, 

x
n

__, — ρ sin θ sin φ, sin <p
2
... sin φ„_

:!
 cos φ„_

2
, 

x
n
 — ρ sin θ sin φ, sin <p2... sin ©„_3 sin <p„__2, 

on trouvera, en intégrant par rapporta ρ, depuis ρ — ο, 

y = Lnj 
ou 

= sin"-2 Q sin""3 φ,...sin2 φ„_4 sin φ„_3 cfo, rf<p2... e?<pn_2 Ù5. 

Or on a , d'après la formule (ι), 

„ _ £(cos29 sin29 cos2φ, i sin29sin2<p1...sin2<p„__3sin29,i_I1\ 

ce qui donne 

v = ; J /—+-ϊγ1+-)α«. 

où l'on prend toutes les variables depuis ο jusqu'à 

Semblablement, on déduira de la formule (2) que la valeur de V 
peut se transformer dans 

ni , . . . "f\a2 cos2 9-f-,. . + ff i,sin2 9... sin2 cp„ 2 ) ' 

d'où résulte la relation générale 

'ï 
1 '> ) 

Γ" 1 ,■ /cos29 sin29cos2;p, sin29sin2<j>,... sin2(p„_3sin2y„_2\ , 

(aI cos29 aj! sin2 9... snv2 φ„_2)2 21 τ 

où les limites des variables doivent être ο et -· 
1 
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2. Dans ce qui va suivre, nous désignerons par Δ2 la quantité 

cos2 9->- a2 sin2 θ cos2 φ, α2_, sin2 Ô sin2 φ, sin2 s,,...sin2 <p„_8 sin2 

Uela posé, considérons la fonction Yp, définie par l'équation 

'' J (i + m1 Δ-)Ρ 

Lorsque η est un nombre pair, il est évident, d'après la formule 3), 
que Y

p
 ne dépendra que des fonctions algébriques, ρ étant un nombre 

entier, égal ou supérieur à Si ρ est inférieur à Yp s'exprimera à 

l aide des fonctions abéliennes, comme on peut le montrer de la ma-
nière suivante. 

Si l'on différentie Yp par rapport à m , on en obtiendra 

<1 m m J |_(i ■+■ m'2(i -j- in''àr)P | " 1 ' 

ou , ce qui est la même chose, 

y.p dm f 'H'" 

Maintenant, si l'on fait dans l'équation (3) la fonction indéterminée 
égale à ι. et si l'on pose 

a] — ι -+- m\ a\ = r -t- a~ m2,..., a}, = ι -t- a2_
 t

m2. 

on aura, en désignant par A la constante j 

I (i-j-x'm2).. .(l+aLi 

ce qui donne, en faisant/? + ι = dans l'équation (4), et en inté-

grant ensuite, 

? 1 rn J y f i-t-w 'm ι -|-a; ι -t-

A.h.. 
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On a encore, d'après l'équation (3), 

(i -hx'^m2). . . (i-+-«■?,—îWjJ / cos2 0 sin20cos2'f, \~~ r 

d'où l'on déduit, en faisant 

(ι -i- m2) (ι -+- a2m2). . .(ι -+- «,Lim2) = M 
et 

7+37 — I — V , I + I~β,ν vu ,+a^j,! 

[i-f-v2 (cos1 Θ 4- (3{ sin20cos2 

ce qui donne, en vertu de l'équation (6), 

l/ '* •-,n_2 J \/(H-v2)(ι+ β'ν7). ■ ■('+ Ρ1-ι··>2) 

On déduit A 2 de Y,, d'après l'équation (4), par la differentiation par 
rapport à m, et ainsi de suite Y,, Y

4
,. . ., qui, manifestement, ne dé-

pendront que des fonctions à différentielles algébriques. 
L'équation (3), ainsi que la réduction des fonctions Y,, Y

2
,... aux 

transcendantes abéliennes, ont été données par M. Jacobi, dans un 
Mémoire inséré dans le tome XII du Journal de M. Crelle. Mais la 
forme sous laquelle l'illustre géomètre de Koenigsberg a présenté ces 
résultats diffère beaucoup de celle qu'on vient d'employer. 

5. Si l'on multiplie l'équation (4) par dm, et que l'on intègre en-
suite , on obtiendra 

(β; TPγ* + -~λΙγράη = / 

ce qui fait voir que l'intégrale f Y
p
 dm ne dépendra que des fonctions 

Y
p
... et de l'intégrale JYndm (η étant un nombre pair, ce qui est 1e 

seul cas que nous considérons). D'où l'on conclut que l'intégrale 
fY

p
dm s'exprimera à l'aide des fonctions abéliennes. 

Si l'on prend cette intégrale entre les limites ο et oc, sa valeur de-
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vient bien simple. En effet, il est évident que mY
p
 s'évanouit entre 

ces limites, en sorte que 

Γ
Ύ

'
Λη=

^Γ
γ
'"

Λ

"· 

f'Y
rr

,d,"
=

f
p
±^£y

r
^i,", 

.................... 

Π Y» _
t
dm = — 5 Γγ,,ώη, 

ce qui donne, après avoir mis pour Y« sa propre valeur, qu'on tire 

de la formule (5), 

Jo 2P——3 ,/o \/\ι -4-/>i2)( j +<*■] 'ri1)· ..f I +«■/'- 1>"! 

D'une maniéré tout à fait semblable , on pourra voir que 

-Y + Π'''1'" fY^dm 

el encore 

' y. ρ m p yρ J m* J nr 

en sorte que les intégrales y
 ne

 dépendront que des 

fonctions abéliennes. 
Cette dernière équation ; ι t) peut s'écrire de la maniéré suivante : 

v "ΐΐ.,. ·Υ ~Λ Γ Λ~Ύ" rbn = f
 v

" - ,Un. 

Or —- devient nulle entre les limites ο et os ; ce qui donnera , après 

quelques réductions, 

m- 2ρ -t- ι .7.]> -t- ί.,.ιι— t Ju m' 

Maintenant, si l'on désigne par M la quantité 
ii -+- m%) (i ■+- a.'] m'2). . . (ι + a,1.1 m2)* 
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on verra sans difficulté que 

Γί ι \dm ι χ 

J \ i-hm'2 ι-ha'm2 xH-cc'/w2 ' y'M' 

et de cette équation, en prenant m depuis ο jusqu'à oc, et la multi-
pliant par A, on déduira 

0 m- J0 \x m- I-Iι+α,,-χ m2) yAl 

d'où il résxdte que 

:i2 | r^dm——-—^5 A ι ,-ι + . .. —. 

4. Gomme application des propriétés qu'on vient de constater, sup-
posons qu'il s'agisse de déterminer la valeur de l'intégrale multiple 
définie 

arc (tans m\ , 

La différentiation par rapport à m donne 

du Γ " ' dm„_, γ 
et 

ι > u — fY
t
dm. 

Par conséquent, cette intégrale s'exprime par des fonctions abéliennes 
qui peuvent être calculées à l'aide des méthodes que nous venons d'ex-
poser. 

Si dans la valeur de Δ on fait 

Ct2 0Î3 ... 
cette quantité se réduira à 

cos2 θ α2 sin2 θ cos2 9, + α2 sin2 θ sin2 ψ,, 

et l'on peut effectuer immédiatement l'intégration par rapport a o
3

. 
9.,,. . 9„_j. ce qui n'ajoutera qu'un coefficient constant. D'ailleurs. 
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Y,. Y
2
,... se réduiront aux fonctions circulaires ou logarithmiques . 

etfY,±dm s'exprimera par des fonctions elliptiques, en sorte que 1 in-
tégrale double 

f ' " f ■71 arcftane m Jcos2 Θ+ a, sin2 θ c°s2 φ,H- ai sin2 0 sin- α, I . . . 

ne dépendra que des fonctions elliptiques, circulaires on logarithmiques. 
Si dans la formule (i3) on pose m = co, on aura 

> f f Y, */ r//n. 

d'où, en faisant 

sin"-a Q sin"-3 φ,...sin2 φ„_, sïn<pn_3 df,dç2..,d<p„_:id6 = A'. 

on trouve, en vertu de la formule (9), 

J Λ 1.5.0...« 0 J0 ... (i-t-a^,»/2; 

et, en faisant α
2
 = a3... = et en mettant pour A' sa valeur ac-

tuelle , 

(i5) 

Jo Jo v/(cos' Q-t-sJ.sin2 θ cos2 φι+α': sin2 9 sin2 φ, ) 

(i-|-x2m2)2 ^(i-t-w')(l-H aj/»q 

Cette équation a lieu lorsque η > Pour le cas particulier derc = 4. 
on a 

(16) 

i/o i/o ^(cos2 9-f-a2 sin2 G cos2 91-f-a2 sin2 θ sin2 φ, ι 

i/o (l-f-a,«r) y/(i -I- m2'1 ( 1 + a'm') 

5. Soit encore 

(arc tang m A) Δ r/w„_,, 
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ce qui donne 

dm m'1 J \ I -+- m2&' ) ω"~1 
et 

(17) u— J
 A

 m

Y

'dm, 

et l'on voit que u s'exprime par des fonctions abéliennes. 
En faisant dans la formule (17) m — ac, on déduit aisément, à 

l'aide de la formule (12), 

(.8) f" ΔΑο„_,= îi^=î A' Γ irh, + -^r-,+-) , · 

On peut encore déterminer la valeur de l'intégrale 

log ΔΊ/Ω„-,, 

car, en la mettant sous la forme 

log(i -+- m2A2)d<Min_tl 

ce qui nous est permis , et en la désignant par «, on aura 

dm m J \1 1 -f- m2\2 / m m " 
et 

(.19; u — aA logm — il - 5 

en sorte que cette intégrale, d'après la formule (10), ne dépendra que 
des fonctions abéliennes. 

Si η est égal à 4? on aura , d'après les formules (5) et (6), 

2 v'C ï H- m'! u/'1) (1 α,'"2)!1 "+" a3OT')' 

mi J \/(i-h /W2)(ih- 0L\iril)(i~+-cf\ïiïl) (1+ a'gW'î 

et par conséquent, en vertu de la formule (10), 

m J m y/( 1 -f- m2).. .(i-f- a? m-) m'J y'(r + m')., .(i+alm2) 
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ce qui donner a 

f log (r + m2 ùd) 

J m y (i -f- m2).. .(i -f- a?roJi 

J ν"'(ι + - -(ι -+- a' m-\ 

en sorte que, dans ce cas, l'intégrale dont il s'agit s'exprimera a 
l'aide des fonctions elliptiques. 

Si, dans cette formule, on pose α, = a
2
 = a

3
 = o, on trouvera, en 

se rappelant que l'intégrale devient nulle pour m — o, 

f log (ι + m2 cos2 5) sin2 Odd 

= -| log 1 + V(I + mL')j _ ι
 +

 1 : —1 j. 

d'où, en faisant ———, = ku. on déduit 

I log ( J—r— \ sin2 QdO — - Tlog C \ + --—1, 

ce qui s'accorde avec une formule bien connue. 

Tonne XI. — JdN 1846. 2" 


