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AWV

NOTE
SUR QUELQUES INTEGRALES MULTIPLES;

Par M. Wnuan ROBERTS.

1. La forme sous laquelle j'ai présenté les intégrales définies qui se
trouvent dans le chapitre xxxv du Traité des Fonctions elliptiques .
tome 1, suggere immeédiatement une classe analogue d’intégrales
nultiples, dont Pévaluation ne dépend que des transcendantes abé-
Jiennes. Cest ce que je me propose de développer dans cette Note.

Soient x,, &,..., X, 7 variables, et appelons ¥V Vintégrale définie

n
y . . \
f dx, dx,...dx,, quon obtient en attribuant a x,. x,,..., x, toutes

les valeurs positives propres A satisfaire a la condition

n ——;-l—— s __
. ol 2 9\g — a, ; +ﬂfx
(1 Xt xi el A\

Dans cette inégalité, mettons pour x,, a,§,, pour x,, a,Z,;, et ainsi de
suite, elle deviendra

L

1]
1

(2} (atk? 4+ alf +. . .+a%kl)

= - |
AL e

2 2 2 e o
B - alEl . 4 al k)

n
et si I'on appelle V' lintégrale définie f dg,d%,... dE,, qu'on étend i

toutes les valeurs positives de &,, &,,... qui satisfont & la condition (2),
on aura évidemment

V = a|a2-(.a"V,.

Tome XI. — Jurx 1846. 26
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Maintenant, si 'on substitue pour x,, x,,... les valeurs suivantes,
*, =pcost, a,= psinfcos ¢, oy = psinfsing, cosg,,
Xy = psing sing, sing,...sin g, _, cos Prn—zs

a, = psind sin g, sin g,...sin Cus SIN Qs

on trouvera, en intégrant par rapporta g, depuis g = o,

n—1
V = % f p” d&),z_”

ou

%

dw,_, = sin"~? § gin*? Pr.8i0® 9, sing, do,dg,... dy,_, df.

Or on a, d’apres la formule (1),

cos? 0 sinf§ cos? g, sin’0sin’g,... sintg, sin’cp,,_2>

no_. i

2

ce qui donne

n—1 . ) \
1 cos® 9 sin* 4 cos’ g, |
V:—f f(ﬂ‘ —+ p +...)dm,,ﬁ,,

n T

N . . ] . T
ou I'on prend toutes les variables depuis o jusqu’a 5

Semblablement, on déduira de la formule (2) que la valeur de vV
peut se transformer dans

—i 1 1
. — [l = dw,,_, ,
n a?cos*f+...4a’sin*f...sin’ 0, , @n—s ’

v {a! cos?h 4 -.+a,sinfsiny,.. sin?g, ,)?

d’ot résulte la relation générale

> ‘e 3
a a,

n—A1 . 4 . .

00519 sin? 9 cos? sin’ 9sin’ gy, .. sin*g, ;sin’g,_

ya ( i Aaddh AT L Fn s ST P ') dew,,_,
2

n—1
[ . 1
:a,am..a”f j(‘,‘* T, ) dw, .
2 . . 2/ \a} cos?04-...+ alsin? 4. .. sin? et

(a] cos?d 4...+4a? sin*f...sin*p,_,)? ! Fetaus sin $r

ou les limites des variables doivent étre o et ~-
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Q. Dans ce qui va suivre, nous désignerons par A* la quantite
H
cos? 9+ o?sin*Gcos* g, + ...+ o) sin*Fsin® g, sin®7,...8In% 0, 5 SIN* @, _,.

Ciela posé, considérons la fonction Y, définie par I'équation

Y =— n—1 Ao,y
r— T AN
{1+ m:a%)?

Torsque 7 est un nombre pair, il est évident, «"apres la formule 3).

que Y, ne dépendra que des fonctions algébriques, p étant un nombre

. , L, . . n . . g R . \

entier, égal ou supérieur a - Si p est inférieur a —, Y, s’exprimera a
2 2 r

Paide des fonctions abéliennes , comme on peut le montrer de la ma-
niere suivante.
Si 'on différentie Y, par rapport 4 m, on en obtiendra

dY, a2p n—t 1 1 i d
= L . — — Ao,
m m (14 mra)re (1~ m*A%)P 741

ou, ce qui est la méme chose,

m dyY,
ap dm r

\[“ - Yp—H -
Maintenant , si I'on fait dans I'équation (3) la fonction indéterminee

égale a 1. et s V'on pose

a: =1 +mt al= 1 +ajm..., a! =1+ ol m,
n—A
on aura, en désignant par A la constante do,_y,
) A
(5 Y= ‘ . — )
‘ B \/(I—kmg\, (14alm?).. (14ai_, m?)

. . n 3 - R . .
ce qui donne, en faisantp + 1 = > dans I'équation (4), et en inté-
grant ensuite ,

{n —2j m"—dm

. - A
(h\ Y’" - n—2 ’ T - ~ - -
7t m o \/(1+m"\ (ot mr (14l mh

20,
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On a encore, d’apres ’équation (3),

Y . 1 - ([wn..l .
T (1) (14-a2m?). | (1al_m?) " cos? 0 sin 9 cos® g, FoT
{ 1 J \ ( ? . )
\ 1~ m2? 1+ ajm? /

d’ott 'on déduit, en faisant

(1 m¥) (1 + aimd). (1 + a2 m?) = M

ef
M M M — e 2
—_— = v?, T =AY prnpr el B SV
Y 4 m? I+ aim 1+, ym
R o
7 — Rme .
Y, =M= PR

[r+»?(cos* O -+ B sin?9 cos? v, +...)]"

ce qui donne, en vertu de I'équation 6)
q s q Js

n—3
2

(7. Vo=

vy
v,

On déduit Y, de Y, d’apres I'équation (4), par la différentiation par
rapport a i, et ainsi de suite Y,, Y.,. .., qui, manifestement , ne dé-
pendront que des fonctions 3 différentielles algébriques.

I’équation (3), ainsi que la réduction des fonctions Y., Yoo aux
transcendantes abéliennes, ont été données par M. Jacobi, dans un
Mémoire inséré dans le tome XII du Journal de M. Crelle. Mais la
forme sous laquelle I'ilustre géomeétre de Kcenigsherg a présenté ces
résultats differe beaucoup de celle qu’on vient d’employer.

3. Si 'on multiplie I'équation (4) par dm, et que l'on intégre en-
siuite, on obtiendra

7
=
1

/Qy m 2p — 1 o .
‘8’ P Y, 4+ o SY, dmn = ¢ Y, dm,
ce qui fait voir que Vintégrale J Y, dm ne dépendra que des fonctions
Y,... et de Vintégrale f Yadm (n étant un nombre pair, ce qui est le

seul cas que nous considérons). D’ou I'on conclut que Vintégrale
/ q £

I'Y,dm s’exprimera i I'aide des tonctions abéliennes,
p .
Si 'on prend cette intégrale entre les limites o et o, sa valeur de-

) [ N EE LR R R IR [EXRERER RSN RENT [ [ER
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vient bien simple. En effet, il est évident que mY, sévanouit entre
ces limites, en sorte que

= op e
[: Y,dn = 1 jo Y,.sdmy

a2p -+ 2
f pﬂdln__ i
o

p+2

Y,, B dm__ f Y- dm,

ce qui donne, apres avoir mis pour Y. sa propre valeur, quon tire
de la formule (5),

Rl

. . APt o {m
) [Mrpdn= AR [ T
: o op—1.2p-+1L. =3/ \/ 1+m2\(1+m m2 A T b

Ja

D'une maniére tout a fait semblable , on pourra voir que

ol ! Y, + J ¥“({m — [}v_’i({{”_
op 7 . m . m

el encore

O I) A Yp n ap 1 fYPdm _ { YP“‘{{',{,"
‘ 2 pm o

m? -’

. Y, dm Y, dm ,
en sorte que les intégrales - 2 ne dépendront que des

124 n
fonctions abéliennes.
(lette derniere équation (1 1) peut s'écrire de la maniere suivante :

&——Y, ] A—Y, A—Y,.
-Y, % + 1 f,/ din — f‘ ,___n,ﬂ,f’_-_l dm.
.

2 o0 m*
A—Y, . .. . .
Or = Y, Jevient nulle entre les limites o et oc; ce gt donnera , apres
',‘])”l
quelques réductions,
(V] o A% A ——Yn
A—Y Ao b oo — 2 z
Tt dm = o P T 7T
m’ ap 4+ 1.op 43— 1, m*

Maintenant . si F'on désigne par M la quantit¢

4 mA (1 2t m?. .1+ g2, m*.
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on verra sans difficulté que

v 1 \dm 1 T

e e e
I ( \/M,)m’ 7 m M

4 1 x;’ a; + \ dm
+ (.‘?q—mg%ﬁl—i—af m"+1—|—ac§7‘ ) VM’

et de cette équation, en prenant m depuis o jusqua «, et la multi-
pliant par A, on déduira

@A — Y >
o 0? dm
e P g — = LT N Wi
/0 me G Afo\ (I + m* +eimt DT e, m’) VM

d’our 1l résulie qie

mA Y 2020 + 2., . n—o, * 1 2 )
R = P TN
o \ ;

Jo 2p+1.2p+ 3.0 —1 1+ m? r‘-}fafﬁ}i’ ﬁ

4. Comme application des propriétés qu’on vient de constater, sup-
posons qu’il sagisse de déterminer la valenr de Pintégrale multiple
définie

"1 arc {tang mA’
i
u= f ——dw,_,.

A

La différentiation par rapport a m donne

du N e,
fe f “‘" =Y,,
dm 1+ m?A*

et

13 u=[Y,dm.

Par conséquent, cette intégrale s’exprime par des fonctions abéliennes
qui peuvent étre calculées 4 I'aide des méthodes que nous venons d’ex-
poser.

Si dans la valeur de A on fait

Uy =&y =...= 0,_,,
cette quaniité se réduira a
cos* 9 — o2 sin® § cos? ¢, + 2% sin*§ sin? Dis

et V'on peut effectuer immédiatement Vintégration par rapport a o,.
Pas+ v +s Duop. Ce qui n'ajoutera qu’un coefficient constant. D’ailleurs .
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Y,, Y,,... se réduiront aux fonctions circulaires ou logarithmiques .
et /Y. dm s’exprimera par des fonctions elliptiques, en sorte que 'in-
tégrale double

f%’/ are [tang m \/cosze—i—a sin? 6 cos® g4 «, sin 0 sin® q;]
\/cos’e + 2? sin? 8 cos? ¢, + 2} sin*f sin’g,

sin® *Gsin" " u e,

ne dépendra que des fonctions elliptiques, circulaires ou logarithmiques.
Si dans la formule (13) on pose m = o, on aura

f—1 &
i llwn—l
;f = f Y, dm,
- 0

H—2
f sin"* § sin"® g,...8in @,_, sing, ; dg,do,...do, di = A,

d’ou, en faisant

on trouve, en vertu de la formule (g),

'y /) f =t a'z-),,_ 2. 4 6...2 —2 f dm
4 — = e
\ A 1.3.5..n—3 Vm (1aim? (v m"

et, en faisant 2, = 2;... = «,_,, et en mettant pour A’ sa valeur ac-
tuelle,

'j“'é'“"/";" sin™~* § sin""* o, dly,
o Jo  V(cos?84x’sin® 6 cos? o, +a® sin*0sin’g,)

24— 4 [ dn '
T 35.n—3 A A T

{1+uim?)? l\/(1~|— m) (1 2] m)

Cette équation a lieu lorsque n > 4. Pour le cas particulier den = 4

on a
‘fﬁff'?ﬂ' sin’@sina.d()dq:.
o o \/(cos~ H4-a sin? 0 cos: f1+1 sin? 9 sin? cp‘ ;

o (14 ajm?) \/( +m7!1+um‘.
5. Soit encore

n—i1 R
0 = f (arctang mA) Adw,_,
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ce qui donne

du 1 n—t | I ) d A—Y,
_— = — — [ - »
dm " me ( I+ miA? Pt m?

et

A--Y
(17} u:f?d,n,

et I'on voit que u s’exprime par des fonctions abéliennes.
En faisant dans la formule (17) m = =, on déduit aisément . 4
Faide de la formule (13),

Rt 2.4..n—2 , ("7 a? dm )
./‘ A({G),z_, = 3R T A/o <~1+m2+ [+2?m2+... \/(1+”’))(' ol m

On peut encore déterminer la valeur de Uintégrale

n—i
f log Adw,_,,

car, en la mettant sous la forme

f ) log (1 + m?*A®*)dw,_,,

ce qui nous est permis , et en la désignant par u, on aura
du 2 m 1 ' 2A
=2 e Ve, =2y,
dm m \ 1 - m?A? m m
et

(19 = A logm — 2 f—77~—7

en sorte que cette intégrale, d’apres la formule (10), ne dépendra que
des fonctions abéliennes.

Sin est égal 4 4, on aura, d’apres les formules (5) et (6),
A

Y., = ‘
: v 1 ) (14 o m?) (14 aim?) (1 aimy)’

Y. — f mdm
T V1= m%) (14 ) (1o m)(l—{—a:mzil

et par conséquent, en vertu de la formule (10),

Y, dmn —A f A f mdm )
- m | ’17—;:};; oot alm?y) o V(T m.. (14aim?)

<o : ) [ RN TR TR Ee e [N [
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ce qui donnera

3
[ log (1 + m?A?) dw,

(¢
= 2A log m — o.Af——/»- B
my (14 m*)... (14 aim

2A mdm
m?

Vit +m?). . (1 + m*
en sorte que, dans ce cas, lintégrale dont il s'agit s'exprimera a
Paide des fonctions elliptiques.

Si, dans cette formule, on pose «, = «, = «; = o0, on trouvera. en
se rappelant que l'intégrale devient nulle pour m == o,

fﬁ log (1 + m?* cos® §) sin*® 0d

_® - \/(I—i—mi’) 4 \/(l —l—m\i:
= jlog | —"—— 4+ =‘,

2 2 m

d’ot, en faisant ——— = &%, on déduit
I

I 108l ) s 0o = [log (=)= l

2§ 4-y(1— A%
o, )
ce qui s’accorde avec une formule bien connue.

/

Tome XI. — Juin 1346.



