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SUR L’EVALUATION DE QUELQUES INTEGRALES DEFINIES,

PAR DES FONCTIONS FELLIPTIQUES;

Par M. Wiuiax ROBERTS.

L. Dans son Traité des Fonctions elliptiques, tome I, chap. 35,
Legendre a recueilli un grand nombre d’intégrales définies, dont les
valeurs peuvent étre assignées par ces transcendantes. Les formules
que cet illustre géometre a rassemblées dans ce chapitre de son grand
ouvrage semblent renfermer les solutions de plusiet:rs problémes
relatifs aux aires et aux volumes de surfaces courbes. On y trouve les
expressions pour aire de I'ellipsoide, ou (ce qui est la méme chose)
pour celle de la surface optique qui s’appelle d’c¢lasticité [*], et méme
encore pour le volume de cette dernicre surface, comme on le verra
tout 4 '’beure. La méthode employée par Legendre consiste le plus
souvent & identifier les résultats obtenus par Pévaluation d’une in-
tégrale double, en prenant les deux variables dans un ordre diffé-
rent; ce qui conduit assez simplement aux formules dont il sagit.
Cependant, j'ai remarqué qu’on peut présenter, par une transforma-
tion convenable, les démonstrations de I'illustre autear sous une forme
plus directe, conformément aux principes dont on fait ordinairement
usage dans la détermination des intégrales définies. 1l serait fastidieux
de démontrer toutes les formules de Legendre en détail, en sorte que je
me contenterai d'indiquer comment ses théorémes principaux peuvent

[*] L'identité de V'aire de la surface d’élasticité avec celle de I'ellipsoide fut démontree
pour la premiére fois par M. D.-B. Tortolini, et ensuite par moi, mais sans avoir eu
connaissance des travaux du savant géomeétre de Rome. (Foir le Journal de M. Crelle,
tome XXXI, page 12, oit se trouve le Mcémoire de M. Tortolini, intitulé : Nuove uppli-
cazioni del calcolo integrale relative alla quadratura delle supcrficie curve, ¢ cubatura
de solidi. )
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étre obtenus. Jajouteral aussi quelques autres résultats analogues a
ceux dont on vient de parler, et qui dérivent aisément de 'équation
fondamentale pour la comparaison des transcendantes elliptiques.

2. Dans ce qui suit nous désignerons, suivant I'usage, la quantité

y1 — k*sin® g par A(k, ¢, ou bien simplement par A.
Considérons d’abord I'intégrale définie

37 arc (tang = mA
u:f arc(ani m >dfp,
o]

d'ou, en différentiant par rapport 4 m, on a
du

. dy
dm —

[o (I m? cos’ g+ (1+m*—m> k) sin’y

T®
b
VO+ m) (1 42— m* k%)

en sorte que

T ” dm
“= 5]; Vir+ 77 (

b
I4-m*— m? k)
et, en faisant

m = tang G,

on trouve

N IT are (tang == mA) ™

0 ‘/; —_— dy 5 F (&, 6).

On peut déduire de l1a la valeur de l"intégréle

7 arc (cotang == mA)
[rmemns
[¢]

car elle est manifestement égale &

EFM)‘"‘/‘ arc(tang:mA_)d
o

A ¥

?

en sorte que, : étant un angle donné par la relation

my1— k? tang A = 1,
on a

17 are (cotang —= mA T N
[T gz,
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3. Iaisons maintenant

tang? «
m=cotanga, A*=1 — &%
o tang®
et prenons un angle o tel que
2 —_— 2 2 . 2 Ly
cotang® » == cotang® « cos® ¢ + cotang?® §sin? g,
ce qui donnera
dy sin B cos a de

V(sin*e — sin® 2) (sin?p — sin’w)

Substituant ces expressions dans I'équation (2), on trouvera, en se
rappelant que les limites de » sont « et £, et que A = f,

do .
(3) f e il e F k ]
v o \/ sin’ o sin? z) {sin? 8— sin’ o) 2.sin B cos o ( ? @,

formule fondamentale qui se trouve dans le 7raité des Fonctions ellip-

tiques, tome 1, chap. 35, n° 235, et qui est signalée par Legendre
comme remar‘quable

4. Considérons encore I'intégrale

+7 arc {tang = mA)
f ————dy;
Q

en la désignant par «, on aura

Tt '

dm — j; M+ma) T o Th 2 i (1 i — Famn)

donc, A cause de

tang’8d0 _ tang 0A (4, ) — B (4, 0)
T Y

on trouvera, en faisant m = tang6 et en intégrant,

271' r —mA - ' ot 6
\4)f dctang )dqo——z(l__/fz)E(k,O) ang [AA 9}—~VI~/€2J

d’ou Fon déduit aisément

5) /‘,T arc cotang mA) dgo E(4,)) m cotang A [

Tl — Ak,
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). étant donné par I’équation
myt ——Ftang)\: 1.

3. Transformons l'intégrale
iT arc{tang = ma
f __K___g.___-} ({qp_
A '
o

tangcp — cotan%j7
Vi1 — 2

en faisant

et 'on verra facilement qu’il en résultera la relation suivante

7 arc(cotang = mA)  [(Tarc {(tang — m’A)
‘fo Tt d?—(l"kz) f; O dyp,
m et m’ étant liés par 'équation

mm'yi — k=1,
ou bien encore

+7 gre(tang = mA - arc(tan —-mA e
[t ) g ()7 [ aeteme=r) =1 [Tad,

Donc, en supposant que n = 3, on transformera I'équation (4) dans
(6) fﬂ arc(cotang=mA) Adp—= ZE (ky\)— Z—tangl[A (k. N\ —vy1—k?],

et, si Pon fait n=— 1, I'équation (5) donnera
&l i —mA)Adp = "F (k,6: — Zcotang § [+ — Ak, §)
7 ) arc (tang =mA)Adp = ~E (&, 0 — 7 guls (k, 6)].
6. Transformons I’équation (6) par les mémes substitutions dont nous
avons déja fait usage dans len°® 3, et Pon en déduira
j-ﬁ - wdo —_— 7 . [E (k, ﬁ.‘)—i— sin a—sin pJ
: - - i 2sinatangesinf | / coS «

» tang’e Vsinto—sin*« Vsin?f—sin’o

Donc, en ajoutant la valeur de

f wdv
kBN
V(sin?w — sin*e) (sin*f — sin’w)

' L IR EERR RN AR EE iy o
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qu’on tire de la formule (3), on aura

f’g wdw
(8) «  SID%w \/(Sin’o) ~—sin’ ) (sin?B — sin’w)
s 7 8inf — sinx T 1 T COSu
" 2 sin’a sin & + 2 Co§ 2 sin QF (k’ ‘8) -+ 2sin’« sin E(-k’ ﬁ)’

formule donnée par Legendre.
7. Au moyen de 'équation (5) on trouve, de la méme maniére,

f“e o tang? wdw
«  ¥(5in’ @ — sin’a) (sin’ f — sin’w)
7 sin 8

~ Zcosa cos’p[E (k, B) — cotang [3 -+ cotang 3 cos 3 séc =],

ce qui conduit aisément 4 la formule suivante

f“i wdo
{9) » €O8'm /(sinw—sin’«) (sin? 8 — sin%e)
' wcosf—cosa  w I w  sin
— reosh b I F(k T2 Bk, .
\ 2 cos?axcosf 2 cos o Sin [ 2 cos x cos*

Cette intégrale,, que 'on doit a Legendre, exprime, comme il a été déja
montré, aire totale d’un ellipsoide, ou bien celle de la surface optique
nommeée d’élasticité.

8. Lintégrale générale

f . wdw
b
x 05" \/(sin*w — sin’a) (5in?B — sin’e)

que V'on désignera par Uy, , ne dépend que de U, et U, [quantités déja
calcnlées dans les équations (3) et (9], comme Legendre I'a prouvé par
une formule de réduction [*}], laquelle donne, pour le casde n = 2,

U 7 (cosz— cos i)’ 42 ( ot 1 ) g (1 +cos’a+cos’p"\) u,.

“7 12 cos'acos'f costa  cosB ¥\ cos*zcos'f

[*] Voici la formule dont il s’agit :
(272 4+ 1) cos® « c0s* B Uppys
= 2n{cos*a + cos?f ~+-cos?ecos? §) Us, — (27 —1) (1 cos? e+ cos? B) U,
a - CPY ER) ) DR
. # sinw y/sin’ w — sin’a y/sin® 8 — sin*w
—+(2n— 2} Uy, + f ~/ v ¢ de.
o

cos* ! ()

{ Trairé des Fonctions clliptiques, tome 1, page 314.)
Tome XI. —Mar 1846 21
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Cette intégrale exprime le volume de la surface d’élasticité, comme on
le verra aisément de la maniére suivante.
9. L’équation de cette surface est, comme P'on sait,

(x2 +‘),2+ z2>2 — a2x2 __+_ b2‘7-2__|_ 0222’
ou, en coordonnées polaires,
r* = a®sin*0cos® ¢ + b*sin*@sin§ + c? cos?6;

d’ou l'on conclut que la huitieme partie (V) de son volume entier aura
pour expression l'intégrale double

T AT s
%/ f (@® sin® @ cos® ¢ + b*sin?0 sin* ¢ —+ ¢* cos?G )? sinfdf d¢;
] 4]

si 'onintégre par rapport 4 G, en faisant, pour abréger,
P = a*cos®¢ + b*sin*y, Q = a?® cos®¢ + H*sin®§ — ¢?,

on aura donc

7 p: . Q
V:f [7%034—%0134—%—:31‘0(511]: \/%)]dq).
o Q
Posant ensuite
sin 0 = \/%7

P = ¢* séc*w, Q = c*tang’w,

ce qui donne

et
—? tang wde

dLP = ab at— ¢? . . 62—62 '
\/( — — sin? co) (sm%) — = >
. a

3
on trouvera, en se rappelant que Pdy = im(a® + b?),
o

8V =incd +tne (@ +b¥)+ fﬁ odo
=37 el ab J, coste y(sin* w—sin’ «) (sin’f — sin’ a)
ou

_ ¢ COSﬁ ¢
COSOC—Ze =z

) [ A N TR R ] T v N
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Donc on a finalement, toutes réductions faites,

rbe

T e L2 2y Tt
8V = —(a*--2b “+2c%) + 7

(@2 4D +c?) e+ —a*b* |F (k, )

=
ya—c’

N G s Bk, B).

o
at — b'z

at — ¢t

k=

Cette formule s’accorde avec celle donnée par M. Tortolini, dans le
Journal de M. Crelle, tome XXXI, page 28.

10. Soit encore

u— f‘elo ( 1+ m sin w) €08 wele
—_— 3 ?
o B\ = m sino \/(sin?w — sin? ) (sin’*f — sin’ )

ce qui donne

du f’a 2 81N w cos wdw
—_ = —_— —
dm . (1—msinia)y(sino — sin’ «) (sin’f — sin‘e)

ks

V(1 — m?sin’a) (1 — m* sin® f)

Donc, en faisant sin¢ = m sin 3, et en intégrant, on trouve

) S—. sina j
(10) u sin 8 F (sm(ﬁ’ 9 /
De la méme maniére, on peut montrer que

; 5T 1 -+ mA\ dyg

M) f lo (—————)—:T:F K, 8
( 4 o g 1 —mA A ( ? )?
ou

K=y1— k, et m=sind.
11. La fonction des trois arguments &, 6, ¢,

¥ arc (tang = A tang 0)
[t

que nous désignerons par Uy (6, 9),jouit d'une propriété remarquable,

21 .



164 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

dont Péquation (1) n’est qu'un cas particulier, savoir, elle est une
fonction symétrique des quantités § et .

Pour le faire voir, il faut seulement différentier U par rapport a §,
ce qui donne

du ¢ dy __arc [tang = tang ¢ (4, 6))]
d9 " ) cos'e +{(1— A*sin*0)sin’y A (4,9)

On conclut donc que
(r2) Ui (6, 9) = U, (®) 9),
et, en particulier,

Ui (0,in, = U, (im, §),

ce qui est autre chose que Péquation (1).
Semblablement, en désignant Pintégrale

# arc(cotang=A tang 4) d
0 4 ?

par V; (0, ¢), on peut déduire I'équation suivante,
<'3> Vk(61 90) — Vi (9, 6) == EF(/{ 6‘)7

ou

¢ = amp [F (k, ¢) — F(k, 0)].
Il suit de I'équation (a) que
ZF(k, &) = V,(y, 4n),

la valeur de v étant celle pour laquelle
F(k, y) + F (k, &) = F (k);
il en résulte

(14) Vil8, ¢) — Vilo, 6) = Vi(y, Ln).

12. On peut tirer de P'équation (r1) deux développements pour
une fonction elliptique de premieére espece. En effet, on a

< log (1 __mA) =2(m+ $m A% 4 LmPAd ),
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En désignant donc par T A,,la valeur de Iintégrale définie
2

fﬂ(l — k*sin’g)" do,

o

on trouve, k' étant le complément de £,

[

(15) F (k', 6) = sin§ + LA, sin® 0+ $A,sin®0 ...

D’ailleurs , faisons .
) sin = {—1 tango,
ce qui donne

F(k,6) = V=1 F(k, o),
et 'on aura

(16) F(k, m):tangm——%A,tang"'m—l—%A,tang’m —

A Paide de l'équation (15)on peut déterminer, avecfacilité, la somme
d’une série donnée par Legendre pour Pévaluation de Vaire de Vel-
lipsoide. La huitieme partie de l'aire totale de cette surface a pour
expression (voir le Traité des Fonctions elliptiques, tome 1, page 351}

1 t P’ {1 tpr __+ 1 w1 AP
Eﬂ(lb[l———g‘P —EEP 5.7P 7.9P ...],
ou

2

b4 . %Tr (a? — 2 b — p? . n
;P(")—jo' ( ——sin®g -+ bzc cos‘cp) dyp,

a, b, ¢ étant les demi-axes de Vellipsoide.

Maintenant,, posons
u=m-+ tm'P + {tmP +...,

et il est clair, d’aprés ce que I'on vient de montrer, que

X :
en faisant, conformément aux notations de Legendre,

N b — o
= s ’ E=-—bT—"’
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et
sinf = m y/d.

On a d'ailleurs, § étant la huitiéme partie de la surface ellipsoidale ,

S = Lrab (I_f "j’”dm>,
o m

"u—m —  parc(sin=y3) F (\/57 9>—~Sin6
fo dm = \§ f ) ? cos6ds

m? sin? 0

et

integrale qu’il s’agit de déterminer.
Pour cela, on a évidemment

o F(#, .9,) cos ed@ _ db _ F;.(/r, 9),
sin*g sin*0 /1 —A%sin’g  sin?0

d9 N
ﬁm =F(k, 0) — E(k,6) — cotang 0 A (k, 6.

et

Yu—m
ma

Donc, en se rappelant que f dm s’évanouit pour m ou § — o,
1]

on a, pour la valeur de cette intégrale,
—_ 2 . \’7
1y [;m — cotang § A(4,9) — cotang®§ ¥ (k, §) — E(k, § )J,
ou I'on doit prendre sin 6 = /4, i cause de m— | ; on peut, par consé-
quent, mettre cette valeur sous la forme

c? 1

I — +— -
2 ab 25in

[cos?0F (k, §) + sin?§ E (£, 6)];
en sorte que I’on obtient finalement

S = $me* + n 2 [cos O F (k, 6) + sin0E (k, 0)],
ou

/fﬂ _az bz__cz

6 c
COSy — ;a == F aﬁz—-—c’.

13. Ayant terminé les remarques que nous nous étions proposé de
faire par rapport aux intégrales contenues dans le chap. XXXV du
T'raité des Fonctions elliptiques, nous allons démontrer quelques autres

o ' ' R ey [ER R RRRRRRRT
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résultats qui ont beaucoup d’analogie avec ceux dont nous venons de
nous occuper; ils dérivent tous de I'équation suivante

e[

que I'on démontre immédiatement en substituant, au liea de ¢, un
angle ¢ donné par I'équation

(1

~1

Vi— i3 tang ¢ tang ¢ = 1.
Pour faire application de cette formule, on supposera d’abord que
J (@ =1log (3):

et 'on aura

[ e = ) - e ]

k' étant égale a y'1 — A%, en sorte que

(18) jfﬂ log (%) c-iAi = 1log (%) ¥ (k).

14. En désignant par A (k, ¢) la fonction indéfinie

¥ 1\ d
log (—) =1,
£ o)
on peut trouver une relation entre deux fonctions A, qui est une géne-

ralisation de la propriété contenue dans la formule (18).
Soit

Alkyo) — Al Y)+a =19,
ou o est une constante, et ou ¢ et ¢ sont liés par la relation
kK tang g tangd =1,

ce qui donne
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on aura, par la différentiation ,

2 L N4y _
Vtog [ 75| + log [ 5 i =do.
Maintenant on a

Alp)A(Y) = k%

d’ou il résulte que
I
® = log (p) F(k, ).
Pour déterminer la valeur de la constante, soit ¢ = o, ce qui donne

LP:

[SIES

T ?
et, par conséquent,
2= A(k, in);

on a donc enfin A
(19) Al = Atk ¥)+ Ak, ) = log (1) Fk, ).

8i Pon y substitue pour A (£, L7) sa valeur tirée de la formule (18) ,
on transformera cette équation dans la suivante

(20) A (ks g) = Ak, 4) = $log (1) T (4h,9),

ou

¢ =amp. [F(k, 9) — F (%, $)]-

15. En se reportant 4 I'équation (18), on verra, par l'intégration par
parties, que

log(%)F(/f) - /f"’jo';nﬂk’—?)‘wdﬁo=%log (%) F(4),

T —A?sin’g
en sorte que

, T F (£, 9)si
(21) j; Md(p = -z-%log (;—,) F(k).

1 — A*sin’g

On peut encore déduire d’autres intégrales de I'équation (18). Si 'on
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différentie cette équation par rapport A k, on trouvera

sin® a'? sin? ?(1? AF( ) dF (k)
)/{f log ) +2/{f = - +\0g(> -

Oron a

in‘gd
[T = R — KR (4,
et

AF(F) _ 1
kT kk”

[E(k) — k™ F(4),
en sorte qu’on trouvera , apres quelques réductions
\ sin’odp
f(: log ( ) e
:-277—”1 k" log (ﬂJ F (Ii)—[z——log (?ﬂ E(k)%-

16. Soient k, k, et ¢, p,, respectivement, les modules et les ampli-

(22)

tudes de deux fonetions elliptiques qui satisfont & I'équation
Fiky0)= (r —+ K'YF (K, ©)s

et 'on aura, comrue on sait,

./

1 — A .
ki = tang (p, — ¢) = k'tang ¢,

et
Ak, 9) A (ky, ¢)) =cos’¢ + k'sin® ¢.

. kis
D’ailleurs, ¢, = =, lorsque ¢ = -» en sorte que
» g >

zf‘ log{ ki ?u} ’fu %) —(H_]t,)f; ]og[COS’? +’/fq’))sm 'P] A(/,fij) 7

Mais, d’apres la formule (18), le premier membre de cette équation est

log<£{) F(k,;, oua %k_, log <12—://;J)F(k}:

Tome XI. — Mar 1846 22

égal 2a
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et le second est égal &

» i7 I dq; T - A 1 - .
L+ A )[ lOg (cos’cy—}-k’sin%p) Ak, 9) T2 log (\F) ¥ (k);

on trouve donc

o 5" 1 do . 1+ & "

A I'aide de lintégration par parties, on peut déduire de la formule (23)
I'intégrale suivante :

ST F (£, ¢) sin gcos gdy 2
(24) ‘/0' €0s?g A’smch 4 (1 — '4’) log[(l 4+ A \/A"] F(k)

17. Transformons Iéquation (17) par les mémes substitutions que
nous avons employées danslen® 3, c’est-a-dire posons

tang? o

2 . o
k= tang? p’

cot’w = cot? & (1 — 4* sin®g),

et il en résultera

S(tang o cot o) dw J{cot f tangw) o
f V/(sin?e — sina ){(sin* g — sm’m) ‘/ \/ sin?e — sin’a }sin?p — sin? co)

Dans cette équation, soit f(tanga cotw) une fonction elliptique de
premiere espece, d’un module arbitraire ¢, et d’une amplitude £ qui
satisfasse a 'équation

tang® = (tang ﬁ)" (tandga cnt m)z”7
tang o

V1i—¢*

7 étant un nombre quelconque. On aura donc

f ¢, &) do . ffg Fle, &) dw
V(sin?w— sm2 ){(sin? B —sin2w) P \/(sin‘m —sin’«)(sin? f —sin‘w’

&’ étant donné par I'équation

tang £’ — ( 208P )" (cotf tang )
- tang « \‘/ ’
I —¢?




PURES ET APPLIQUEES. 171
en sorte que

yi—c? tang£tangé’ = 1,
et, par conséquent ,

Fc, &) + F(c, &) =TFic);

d’apres cela, en se rappelant que

2
" do 1 N
[ = ki,
« y/(5in?w —sin® ) (sin? — sin’w) cos a sin f§

ou
f? o= — tang;a_c,
tang?®
on trouve
- # Fc, £)d :
25) j',, lotde L R)Fk
e« (sin*w—sin®a) (sin? f — sin? w) 2 cosa sin 3 :

Si Uon fait, dans I'équation pouré,

n=-—4% et ¢* =1 —cotfacot’f3,

on aura
E=w,
et, par conséquent,
5 Flc, w)ds X ,
(26) f . A LR —F(c)F(k),
% ¥(sin? o — sin?a) (sin? f —sin® w) 2¢05% sinf

ou « et 3 sont liés avec ¢ par 'équation
VI — c*tangatang f =1,
ou, ce qui est la méme chose,
F(c, &) +F(c, )= F(c).

18. Maintenant, supposons que f{tanga cot ) soit une fonction el-
liptique de l'espece seconde E(c, »), ¢* étant égale 4 1 — cot®« cot? 3,
et on aura

f’g E{c,w)dw f/e Ec,o'}dw
17 « T 0 P - = ST K v — - \ ?
»  V(sin?w — sin’a) (sin?f — sin? ) «  y(sin?e —sin?«)(sin? f— sin? o)

22,,
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on
\/;_—ﬁc2 tangw tang o’ = 1,
ce qui donne
E(c, w) +E(¢, ') — E(c¢) = ¢ sin o sin o,
et, par conséquent,

fﬁ ( E'(C, "’)‘{“’ ' — S ) (C) F (/5)
“ ¥

/(sin?e — sin’a) (51n2ﬁ— sin? o) 2.cos 5 sin 5
2 f’g sin w sin o' dw
« y(sin*e —sin'a) (sin’f — sin’w)

COs w

Or on a
: ’
SN W — el

\/ 1—c?sin’e

substituant cette expression dans la derniére intégrale, et mettant
ensuite pour w sa valeur en ¢, on trouve qu’elle sera transformée dans
cette autre,

i dyp

o Y(1—#cos’asin’e) (1—4&%sin?p Sin’q&).

tang a

Si 'on y fait encore

sin §
tang ¢ = S tang ¢,

on aura
a7 dy __sinp f dy
o y(1—Fcos'asin’p) (1—A'sin*Bsin’y) SN« sin?2f)
: T sine 20:) sty
done
fﬁ sin o sin o’ dw __sing F (72)
o \/(sin’m — sin’e) (sin? f — sin? m) €OS o

ou

B — sin*zﬁ.
sin? 20

1l est évident que A est une fraction positive, a cause de

sin*28 1 — c?sin? B
sin?2z ~ 1 —c*sin’a




PURES ET APPLIQUEES. 173

On conclut donc finalement (la méme relation ayant lieu entre ¢, «, g,
que dans le numéro précédent)

2 o) do . i
(27) f ____Elo0)d = B FR) + s Py,
P \/\Sln2 oS

w— sin’a) (sin*f—sin’w) "~ 2cosasinf
Si dans les équations (26) et (27) on fait ¢ = o, on aura
o+ f=4%mn,

et elles seront réduites a

f 3 w dw . 7 ¥k

»  y(sin*e — sin? ) (sin* B — sin’e) " feosasinp (%,

qui n’est qu’un cas particulier de 'équation (3), parce que
F (k, §) = 3 F (K),

lorsque les angles « et 5 sont complémentaires.



