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NOTE
SUR

ILES CENTRES DES LIGNES ET DES SURFACES ALGEBRIQUES;

Par M. BRETON (pe Cuawr),

Ingénicur des Ponts et Chaussées.

Les géometres savent qu’une ligne ou une surface ne peut offrir plus
d’un centre sans en avoir un nombre infini. Les lois qui régissent leur
distribution dans 'espace sont bien connues, mais elles ne s’appliquent
qu’aux centres générau, Cest-a-dire & des points C tels que, menant
du point quelconque M du lieu géométrique le rayon MC, et portant
sur son prolongement CM’ = CM, le point M’ ainsi obtenu soit aussi
an lieu géométrique. Or, on congoit sans peine des centres qui n’appar-
tiendraient qu’a une seule nappe de surface ou branche de courbe, et
ne jouiraient pas de la propriété qu’on vient de rappeler. Tel serait le
cas de la courbe représentée par I’équation

(* 4+ x* — rt) (y* —2px +q°) =0,
laquelle se décompose en
yi4xt—r?=o0 et yP—apx+q =0,

et donne un cercle associé a une conique. La premiere de ces courbes
a son centre particulier qum échappe a la définition précédente, et la
seconde, qui est une parabole, n’en a point. Rien de si facile que de
former de toutes picces des équations de ce genre; elles auront pour
caractere commun d’étre décomposables en équations plus simples.
Cela posé, je dis que réciproquement, si un lieu géométrique, surface
ou ligne, est doué d'un centre particulier & quelquune de ses parties,
nappe ou branche, son équation sera décomposable en équations plus
simples. 11 est bien entendu qu’on ne veut parler ici que d’équations
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ramenées a la forme rationnelle et enticre par rapport aux variables
qu’elles renferment, hypothése qu’il est tonjours permis de faire.

Soit donc, sl se peut, un lieu géométrique renfermant un centre
particulier, représenté par une équation

F(x,y, z‘)_: o,

ramenée 4 la forme rationnelle et enticre par rapport & x, y, z. Ce sera
une surface, mais le raisonnement que je vais faire s’appliquera égale-
ment aux lignes.

Si F (a, ¥, z) est irréductible, il le sera encore en transportant I’ori-
gine des coordonnées au centre particulier, ¢’est-d-dire en changeant
X, ¥, 2en x+a, y+ b, z-+c, a, b, c étant les coordonnées de ce
centre. Ayant donc I’équation

Flx+a, y+ b, 24 ¢) = o,

le probléme & résoudre se réduit i savoir si lorigine des coordonnées
peut étre un centre particulier. Pour qu’il en fiit ainsi, il faudrait qu’en
menant un rayon quelconque, on trouvat sur sa direction deux seg-
ments égaux et opposés, parmi tous ceux déterminés par la rencontre
de la surface entiére. En d’autres termes, posant

X =mz, ¥y =nz,

équations d’un rayon qui passe par l'origine, la transformée 4 une
inconnue
F(mz + a, nz + b, z2+¢) = o,

que, pour plus de simplicité, nous écrirons, en supprimant la paren-
thése, F =0, aura au moins deux racines égales et de signes contraires,
et le nombre de ces racines sera inférieur au degré de F (x, y, z), sans.
quoti le centre considéré, au lieu d’étre particulier, serait un centre
général, contrairement 3 Ihypotheése. Si donc nous changeons le signe
de z dans

F(mz+a,nz + b, 2+ c)=o,

fious aurons une nouvelle équation

F(—mz+ a, —nz+ b, —z+4¢)= o,
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dont quelques racines, et non toutes, appartiendront a la précédente.
D’ot il suit que leurs premiers membres auront un commun diviseur
rationnel qui, égalé & zéro, donnerait toutes les racines égales et de
signes contraires dont il s’agit, et ne donnerait que celles-la. L’algebre
nous apprend que ce plus grand commun diviseur ne peut qu’étre en-
tier en z; donc en le séparant, par la division, de ¥ =o, I'équation
restante ne pourra plus donner de racines relatives au centre particu-
lier supposé, c’est-a-dire égales deux a deux et de signes contraires.

Ceci bien compris, je nomme g le commun diviseur, et ¢ le quotient
de la division de F par ¢, de maniére que F = ¢.¢. On sait que ¢ et ¥
ne peuvent qu’étre rationnels en met n; je dis, de plus, qu’ils sont en-
tiers par rapport a ces quantités. Car on peut supposer que les coeffi-
cients des diverses puissances de z dans F sont premiers entre eux, et
que de ¢ et Y on ajt fait disparaitre tous les facteurs indépendants de z,
ce qui comprend ﬁs dénominateurs. Comme F = o doit donner toutes
les racines dep —=o et de ¢y = o, et n’en doit donner ni plus ni moins,
il est bien évident que F sera du méme degré en z que le produit ¢.¢.
Toute la différence, §il y en avait une, proviendrait de quelque facteur
indépendant de z. Or, par hypothese, aucnun facteur de cette espece ne
subsiste plus dans F, ¢, ¢; donc on a identiquement

¥F=e.4,
¢ et { étant entiers en z, m, n.

11 s’ensuit que le degré des fonctions ¢ ety , pris non-seulement par
rapport & z, mais aussi par rapport A m et n, sera moindre que celui
de F, car le degré du produit ¢.¢ est égal & la somme de ceux de ¢
et de ¢; or le degré de F ainsi considéré n’est autre que celui de P'équa-
tion du lieu géométrique proposé en &, y et z; donc, en remplacant

; AP SR . ; - 3
enfin m et n par —ets F reproduira F (¢ +a, y + byz+¢), etgety

deviendront des polyn(‘“)mes d’un degré moindre. Comme la méme dé-

composition subsiste & quelque origine que les coordonnées soient rap-
portées, je conclus que le lien représenté par {'dquation

Fla, y, z) =0,

supposée irréductible , ne saurait avoir un ceutre particulier.
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On voit par la que les centres généraux sont les seuls qu’il soit né-
cessaire de considérer dans les lieux géométriques, lorsque leurs équa-
tions ont recu la forme la plus simple; et si la discussion vient & faire
reconnaitre un centre particulier, c’est qu’il y a d’autres réductions
possibles , auxquelles on parviendrait par le procédé qui ressort de la
démonstration précédente, et qui consiste, apres avoir transporté I'ori-
gine des coordonnées au centre particulier, i faire tour i tour

X =mz, y—=nz et xr=— —mz, y = —nz,

puis a chercher I’équation

¢ =0
d’ou dépendent les racines communes aux deux transformées ainsi
obtenues. On réduira par ce moyen la proposée a deux autres équa-

tions
QD - 07 LP = 09

. \ C x y .
dont la premiére, apreés substitution de o’ - au lieu de m et n, appar-

tiendra exclusivement au lieu géométrique décrit autour du centre.
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