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PURES ET APPLIQUEES. 125

REMARQUES
SUR LES SYSTEMES DE DROITES DANS L'ESPACE;

Par M. J. BOUQUET,
Professeur 2 la Faculté des Sciences de Lyon.

1.
Soient
x = az+ p,
’\1}
|y = bz + g,

les équations d’'une série de droites, a, b, p, ¢ étant fonctions dun
parametre arbitraire ¢ Prenons une autre droite de la série corres-
pondant & la valeur ¢ + Az du parametre,

o (x=(a+ Aajz + p + Ap,

2

) \y = (b+ Ab)z+ g+ Aq.

[.a condition pour que ces droites se coupent est

(3) AaAg — AbAp = o,
ou
. A Ap

Cette expression (3) est le numérateur de la plus courte distance de
deux droites. La plus courte distance est donc

\ __Aadg — AbAp
() b= T Mar
M étant une quantité finie.

11.

Cherchons la condition pour que les droites de la série (1) soient
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tangentes & une méme courbe dans I'espace. Appelons x, ¥, z les coor-
données du point de contact d’une droite particuliére; ces coordon-
nées sont des fonctions de ¢ variant en méme temps que a, b, p, g.
On a donc

" t dx = adzs+ zda + dp,
) dy = bds + zdb + dy;

dx, dy, dz représentent, dans les équations (6), les variations en passant
d’un point de la cotirbe & un point voisin, aussi sur la courbe. Passons
maintenant du point &, y, z au point voisin sur la droite (1), on aura

dx = adz,

(7) { dy = bdz.
Pour que la droite soit tangente 4 la courbe, il faut que ces deux
sortes de variations soient les mémes; il faut donc que

(8)

AN

{ zda + dp = o,
zdb + dg = o,

d’ou la condition cherchée

(9) dadq — dbdp =0 ou @ @

B
I11.

La plus courte distance (5) peut s’écrire

<da+ éa”a + 2—13—) d3a+...> (dq 4~ ;d?g +.‘.>‘

1

O N _ (dg,+ L+ dab+...) (dp + §d2p+--->

H

p= n/_llzi?[(dadq—({bd[))+ é(d“adq—l—d2qda-——d2bdp~d2pdb)—!—---]-
Si 'équation de condition (g) a lieu, le premier terme de p est nul;
le second est nul aussi, comme étant la différentielle du premier. Done

Tutorime. La plus courte distance entre deux droites consécutives
tangentes a une méme courbe est généralement un infiniment petit
du troisiéme ordre.
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1V.
Supposons qu’en méme temps que la condition (g) a lieu, le terme
du troisiéme ordre soit nul,

1
1.2.3

(dadq + d*qda — d*bdp — d*pdb)
(10)
+ —I—% (d*ad*q — d*hd?p) = o.

\ 1.21
lLe second terme différentié donne
(dPady + d*qda — d*bdp — dPpdb) + 2 (d*acd*q — d*bd*p: = o.
De cette équation, combinée avec la précédente, il résulte

(k] d'p
/ 2. 72, 2f J2, — fa__ 4P,
) d*ad*q —d*hd*p=o0 oun Th = oy

1’¢équation (11) exprime que la courbe est plane. En effet, en différen-
tiant les équations (8), on a

d*p = — zd*a — dadsz,
d*q = — zd*h — dbdz;
I'équation (11), ou

Ip  dg
da (F—b’
devient ainsi
i 2) d—Q(l = C-i—?[} ]
. da db

lacuuelle donne, par Vintégration,

da = Kb,
(I))) a=Kb -+ L,
dx = Kdy + Ldz.
x=Ky + Lz+ N,
K, L, N étant des constantes arbitraires.
TukorimE. Lorsque la plus courte distance entie les tangentes
consécutives a une méme courbe est un infiniment petit d'un ordre su-

périeur au troisieme, la courbe est plane, et par conséquent la plus
courte distance est rigoureusement nulle.



rad JOURNAL DE MATHEMATIQUES
V.

Ou pent arriver directement 4 Ia méme conséquence. Des deux cou-
ditions (9) et (11) nous avons déduit
da = K db, dp = Kdy;
par la différentiation, on obtient
d*a=RKd*, d*p= Kd?q,
d*a=Kd*b, d’p=Kd,

Il en résuite

da . d’a __ da _ . dp __dyp _dp _

et, par suite,

da +-—~I——a”a—+— !
1.9 1.2

gda ... dpt If?‘(l?[)—k

1
1.2.3

46 - rf?d:’/) —f—T;.g(l”b —. dg —+ [—f—;(l‘q . I—;——B Aoy -,
ou
Aa AYZ
[Y v

La plus courte distance est donc identiquement nulle.
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