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Sur un Mémoire de M. SERRET, relatif à la représentation des 
fonctions elliptiques; 

PAR J. LIOUVILLE. 

;î:Atrail des Comptes rendus des seances de l Académie des Sciences, tome XXL page 1255. 

« 1. J'ai eu l'honneur de faire , il y a quelque temps . au nom d'une 
Commission composée de M. Lamé et de moi, un Rapport sur un 
Mémoire de M. Serret, relatif à la représentation géométrique des 
fonctions elliptiques. Ce Mémoire, dont l'Académie a ordonné l'in-
sertion dans le Recueil des Savants étrangers, confient, entre autres 
résultats remarquables, la découverte de diverses classes de courbes 
algébriques dont les arcs représentent identiquement les valeurs de 
certaines fonctions elliptiques de premiere espèce. Les modules des 
fonctions elliptiques dont i! s'agit ont pour carrés les racines ζ d'équa-
tions du premier, du second,..., du mÎeme degré à volonté, équations 
ou entre un paramètre indéterminé η et dont voici le mode général de 
formation. 

>■ Soient 

v(z)z= , ψ rz ; = , 

m et η désignant des nombres entiers positifs. Formez les dérivées 
ο"' (ζ), ψ" (ζ) de l'ordre m et de l'ordre η respectivement. Elles donne-
ront lieu à l'identité suivante 

...AûlfLL +
 LÎ— a) _

 0, 

qui est tres-facile à démontrer. Ainsi les équations 

f (a) = ο, ψ" (— α) = ο 
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n'établissent entre α et α qu'une seule relation. De plus, si l'on fait 

S=(a+x)2, 

on trouve que ®m (a) peut se mettre sous la forme 

■ ® («) = Π,„ (Ç), 

Π,„(ζ) désignant un polynôme en ζ. du degré m. Et c'est l'équation 

IIm(ζ) = ο 

qui fournira les racines ζ dont nous avons parlé tout à l'heure. 
» M. Serret, dans son premier travail, s'était contenté d'écrire la 

valeur de Π,„ sous la forme d'une double somme très-compliquée; 
mais de nouvelles recherches l'ont conduit depuis à un résultat d'une 
simplicité inespérée, fl a trouvé 

,>
 Π (^-

 1=dmSn(S—1)m. 

En particulier, pour m = «, et en posant ζ = Léί-i, Qn a donc 

IIn=1 dn.(x2—1)n, 

en sorte que les fonctions II„, divisées par ι. a.. .η, coïncident avec les 
fonctions X„ de Uegendre, qui se présentent dans le développement de 

( I — ixt + t2) 2. 
» L'auteur a démontré la proposition précédente dans un Mémoire 

qu'il vient de publier et dont il m'a chargé d'offrir en son nom un 
exemplaire a l'Académie. La méthode dont il a fait usage conduit 
d'abord à une relation linéaire entre trois fonctions Π,„, Π,„

+(
, Π,„

+2
, 

puis à l'expression générale indiquée ci-dessus, et enfin à une équation 
différentielle du second ordre, à laquelle chaque fonction Π,„ satisfait. 
Les géomètres en apprécieront toute l'utilité d'après les résultats im-
portants qu'elle a fournis; toutefois, ils trouveront peut-être qu'elle 
exige des calculs un peu longs. Je me propose d'arriver ici directement, 
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et par un'moyen facile, à l'expression de φ"1 (a) ou de ψ"( — a), dont 
on a besoin. 

» Mais, auparavant, observons qu'on peut donner à l'expression 
de Π,„ (ζ) plus d'élégance encore en s'appuyant sur l'identité 

^ ζ" d".Zm!'C— l}" _ ζ'" ί/;".ζ"(ζ— I)m 

qui se démontré elle-même de suite en développant les puissances de 
f — ι , effectuant les differentiations et comparant dans les deux 
me.nbres les coefficients des termes où ζ est affecté du même exposant 

» D'après les équations (B) et ;'C), il vient 

(D) IIm(S)=r(m+1)dn.Sm(S—1)n. 

de sorte qu'en mettant de côté le facteur numérique, les fonctions 11,,, 
se confondent avec les simples différent ielles 

a·· \f 

( l'est à la formule (D) que j'arriverai en formant, comme on va le von·, 
ta valeur de φ'" (α). 

>. 2. Démontrons d'abord un lemme qui sert de base au nouveau 
procédé. 

» La formule de Lagrange, appliquée à l'équation 

y = ζ + tF\y), 

ou ζ et t sont des variables dont la seconde est: supposée assez petite 
pour la convergence de la série, nous donne 

i(r) = y —^:^'ÇLF r, 

ef, par suite, 
,·, . ^ dy r» d» ./'(ς; tù'fV' 

Maintenant. soient 

/ ' { γ\ — r et F ( γ) ~ ι■ — ι. 
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ce qui lionne 

y 1 — t dç r — t: 
il viendra 

(E) rç — t)m t" d"/ç» Çc~jî· 

» L'examen de diverses fonctions dans le développement desquelles 
figurent des quantités de la forme 

dn.Sm'(S—1)n, 

m'avait conduit à la formule ( E). Voici comment j'en ai déduit ensuite, 
la valeur de φ"1 (α). 

» ΓΙ Puisque l'on a 

Φ (ζ) — ■ 

la dérivée om(z) coïncide avec le coefficient de umv" dans le dévelop-
pement de 

dzm [z -+- J- — (z -|- a) c] [ 1 — . z — a) «] 

suivant les puissances croissantes des deux indéterminées u et t>. Or, la 
fraction qu'on doit à présent différentiel', considérée comme fonction 
de z, se décompose en deux fractions simples 

α — αν -f- (ι — v)z 1 -h au —- m 
OU 

A = -----y
1 - * Β = — ; 

et. par suite, la dérivée de l'ordre ///, divisée par i.a.d, ..m. es! 
■'•gale à 

[α — αν -1- (ι — t') z\m+' (1 -f- au — «z)"1"·"1 

éoinrne nous n'avons besoin que du coefficient de u"'v" dans le déve-
'58.. 
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ioppeinent, nous pouvons supprimer le second terme qui contient 
partout le facteur um+l, puisque Β contient le facteur u. En faisant 
ζ = a, on voit donc que 

1.2...m 

a pour valeur le coefficient de um e" dans le développement de 

| R — ν -T- [a -F- α — lav) M] [2α — (a α) Ρ]""*1 ' 

c'est-à-dire le coefficient de v" dans le développement de 

[(2x—(a+x)v]m+1. 

Mais, en posant 

v=a+x' S=a+x , 

cette dernière quantité devient 

α (a -f- a)'" I ι — t)m+'. 

fin vertu de la formule (E), le coefficient t'\ dans le développement, 
sera donc 

«(«-+- α')"1 Γ (η ι ) 7ÎÇ· ': 

si l'on rétablit la variable i> au lieu de t, il faudra multiplier par 

(a+x)2 

pour avoir le coefficient de e". On obtient ainsi finalement 

1.2... m=2m-n-1 α""1"' T" (n -f- ι d'Ç"(S—1)n 

En permutant m et //, et changeant les signes de a et α , cette formule 
en donne une autre, savoir, 

1.2... m=—2n-m-1(a+x)m-n an α""1"' T" (n -f- ι d'Ç"(S—1)n 
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>ous savons d'avance que la somme des deux résultats doit être nulle, 
et c'est ce qu'on peut du reste vérifier à l'aide de l'équation iden-
tique (C). Réciproquement, si l'identité (C) n'était pas déjà démontrée, 
nous y arriverions comme à une conséquence nécessaire de l'équation 

1.2...m+1.2...n=0 

» L'expression de ψ'η et), savoir, 

Qm(x)=2m-n-1(a+x)n-mam R(m+1)dn.Sm.S—1n 

qu'on déduit de notre analyse, étant comparée à celle que donne la 
formule AQ on en conclut 

... ^ t 1' ,»i H- T) d".'Cm('i—j." 

comme nous l'avions annonce. 

4. Ainsi, l'équation 

E,« v? — ο 
peut s écrire 

d". Ç" ( ζ — ι =0 

Appliquons η fois de suite le théorème de Rolle à l'équation 

F(s) - Γ s - ι " ^ <■· 

qui a m racines égales à ο et η racines égales à j; l'équation dérivée 
]·'' (£'; — ο en aura donc (m — i) égales à ο, (η — ι) égales à ι, et 
Line ζ, comprise entre ο et ι ; F" (Ç) = ο en aura (m — a) égales a ο , 
[η — a) égales à i, et deux ζ',, ζ'

2
, comprises entre ο et ζ, d'une part, 

s, et ι de l'autre. En continuant ainsi jusqu'à la dérivée de l'ordre η , 
et dans l'hypothèse de η au moins égal à m. on verra que les ni ra-
cines de l'équation 

d''.Sm(S—1)=0 

vmt réelles, inégales, et comprises entre ο et ι ; théorème d'une haute 
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importance dans la question où cette équation se présente, et dont il 
était bon de rappeler la démonstration déjà donnée par M. Serret. 
La même méthode appliquée au cas de m > η prouverait qu'alors 
l'équation a m — η racines nulles et seulement η racines distinctes 
comprises entre ο et ι. 

» ci. Chaque fonction Π,„(£) satisfait a une équation différentielle 
linéaire du second ordre. Soit, en effet, 

λ -·
Γ

(„ + ι)ς } 1 ° ri'"-7F' 

l'ai prenant la différentielle à indice (ti 4- 1) de l'équation , facile à vé-
rifier, 

(s2 — ζ) + \m — im -+- ")?] X = ο , 

on aura donc 

(S2—S)d2IIm+ (« — m-\- ai C -t- m — η — t — m η+ι Π„ = ο, 

comme M. Serret l'a trouvé. 
» En général, les fonctions Π dépendent de la variable ζ et des in-

dices /72, η, qu'il conviendrait de mettre tous les deux en évidence . en 
écrivant 

π;,;(ζ) ou π;,, 

expression qui, d'après ce que nous avons vu. représenterait indiffé-
remment l'une ou l'autre des quantités équivalentes 

Sn-mι Λ?"\ζ"(ε— i)m rf/«-t-0 d«.'imÇç~ιï" 

» (in déduit immédiatement de là cette formule 

••Fi Π"' = 'C"~m IJ, _ 

qui permet de permuter entre eux les indices inférieur et supérieur. 
■» On peut introduire les fonctions Π';„ dans le second membre de 
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ia formule (E), qui devient alors 

.· Ci ■
 =

 1 y t" H ■ 

le signe ̂  se rapportant toujours à n. 

·' Kn différentiant les deux membres par rapport à ζ, et multipliant 
ensuite par ζ — t, on trouve aisément 

m E tn Un=(S—t)EtndIIn: 

li en résulte, par la comparaison des puissances semblables de t, 

mll"= ζ-,ϊϊ-—· 

» En difïérentiant, au contraire, l'équation (G) par rapport à t, et 
multipliant ensuite par (ζ — t)u — l), on verra que les deux quan-
tités 

[Ç _ (n~Ç)f-+. 1 11n 
et 

[(ni -t- ι ) ζ — m — t ] ̂  t" Π,;; 

sont égales entre elles. De là, entre trois fonctions consécutives 

il",;·", 1T'+·. u,;;, 
ta relation linéaire 

η -+- -λ) ζ Π",1" = I(m-h η -j- a, ζ -t- η — m-*- 11 U",,;1 — (η — ι) 11,;;. 

En changeant m en η et η en tu, il s'ensuit 

m ·2)ζ ll"'+5 = [(/n -f- η -I- a) ζ t-m — η + ι ] II"'4" — ' «i-t-ι ) Π"'. 

Si donc on permute, à l'aide de la formule (F), les indices inférieurs 
et supérieurs, on en conclura 

tl"
i+1

 = Rn + m + a)ζ — (η — m — ι)] Π"
1+

. — ju ~·~ ι)'- ζ ΠΙ. 

L'est cette derniere relation que AI. Serret a d'abord obtenue, et c'est 
par elle qu'il a été conduit à l'expression simple des fonctions 11. 
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« Que l'on change m en m -+- ι dans la formule (G), et l'on en 
tirera encore immédiatement 

(i - / V/'ΊΙ..,^ = (m+.)(Ç-i)2;i"Ii:; 

donc 
Hn+1- n;;,+I = (m + Q (ç n^+' - π;;,). 

» En général, les divers développements où les fonctions II entrent 
comme coefficients mènent à de nombreuses propriétés de ces fonc-
tions ; mais nous n'avons pas l'intention, pour le moment, de suivre ces 
recherches. 

» 6. Terminons en donnant de la formule (Ej, qui nous a été si 
utile, une démonstration nouvelle, plus élémentaire en ce sens qu'on 
n'v fait point usage de la série de Lagrange, et qui repose d'ailleurs 
sur des considérations toutes semblables à celles dont nous nous 
sommes servis pour trouver om (z). 

» La dérivée 
ί/"\ζ"(ζ— r)"' 

est précisément le coefficient d um v" dans le développement de 

d'Cm (ι- ρζ)[ϊ — (ζ — ι^κ] 

suivant les puissances croiss es de u et v. Or, la fraction qu'on doit 
à présent différentier, consid -e comme fonction de ζ, se décompose 
eu deux fractions simples 

I ' ' I-t-H U'C 

OU 

Λ - *---, M 7^: 

de la , pour la dérivée de l'ordre m, divisée par ι.ι.,.ιη, cette valeur 

( ι —ί ι -+- u — «ζ)'"+ι, 
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Comme nous n'avons besoin que du coefficient de u'" e". nous pouvons 
supprimer ie second terme qui contient partout le facteur u'n+i. puis-
que Β contient le facteur u. Reste le premier terme, savoir, 

[ i' — ( Ι — r») M] ( Ι — v'C >'··+' 

fans le développement duquel on doit chercher le coefficient de u'" v": 
:ela revient à chercher le coefficient de vn dans le développement de 

M] ( Ι — v'C >'··+', 

Nous sommes donc assurés que 

1.2... m dlm(ζ— ι V" 

exprime 1e coefficient de t>" dans ce dernier développement. Posons 

e = 5, et multiplions tout par Çm; il s'ensuivra que le coefficient de t" 

dans le développement de 

(j—il"14-' 

est 

1(m+1)ζn- m dlm(ζ— ι V" 

c'est-à-dire, eu égard à l'identité (C), 

r(n+1) dlm(ζ— ι V" 

La formule fEi est donc démonlréç » 
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