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PURES ET APPLIQUÉES. .i.T-i 

NOTE 

SUR UNE INTÉGRALE DÉFINIE; 

PAR M. WILLIAM ROBERTS 

Considérons une ellipse sphérique, dont les demi-axes sont les ares 
/ et Θ, et dont l'équation polaire est, par conséquent. 

sin3 a sin3 9 sin3 ): 

l'aire sectorielle indéfinie aura pour sa valeur, par la formule connue, 
l'intégrale 
.... Γ > ft tant»* λ COS

3 ω -+- tang' 9 sin'· -·> \ 
■ - ι ' . 'V * tang-Λ sec-9 cos »-Η tang- 9 sec- Λ sm- μ J 

Supposons λ < θ , et faisons 

tang ω = VT- h2 tang a, ou h = (r - ) ; 

si l'on intègre depuis φ = ο jusqu'à ψ = |π, on aura pour la qua-
trième partie (A) de l'aire sphérique, limitée par le périmètre de l'el-
lipse sphérique, l'expression 

\ V :: — \ I — //* COS RJ I ·.· V J ο ι—« sin cp y', — A2 sin* θ sin2 φ 

ou . d'après la notation des fonctions elliptiques. 

A = jTî — yA — h2 cos 0Π (— ha, A sin θ) |*]. 

1*1 On pent déduire cette expression de la formule donnée par M. Catalan , dans η 
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Ola posé, si l'on differentie cette expression par rapport à 5, en 
supposant h constant, on trouvera 

— < / G ■ — ν ι — li sm G Γ11 ( — h, h si η θ > — h cos G f , ■ ~ ]dS, 

On a, d'ailleurs. 

Ι , ' .,—— Π ( — h~, h sin G > — | . > 
' , ι — A- si η - G sin Op " ι—A-sni-Gsin o1 

et 

I ' - ' - , ■ , I cfo V ( I — 42 sin2 5 sin2 s— , · 

en sorte que 

— db — ν ι — h~ —-,—=—, sin »«&. 

Cette différentielle a pour valeur géométrique la quatrième partie de 
la couronne elliptico-sphérique comprise entre deux cônes du second 
dpgréconsécutifs, qui ont pour sommet commun le centre de la sphère, 
et dont, le rapport des tangentes trigonométriqnes des demi-angles 
principaux est constant. Par conséquent, si l'on intègre depuis G = ο 
jusqu'à 5 = A~, d est aisé de voir qu'on aura une expression pour la 
huitième partie de la surface sphérique totale; donc 

Vi — rr I —---- .—, sin b ilb — ■ 

et si l'on pose 

h sin b — k, 

on transformera cette intégrale dans la suivante : 

rh f /. /.d/, _ T-a 
Jo \ ί — A2) \'7tJ — 2 ν ι — A 

Journal, tome VI, page 34°' pour la portion de la surface spherique interceptee pai 

on cône du second ordre, dont le sommet est au centre de la sphère. Il faut substitue) 

pour a et A. dans la notation de ce sa\ant, tang 6 et tang 't., et pour α et 6, rosée 0 ci 
rosrr A. 



PURES ET APPLIQUÉES. 45:1 
On peut: vérifier ce résultat par des considérations très-simples : en 
effet, 011 a 

ι? ' 7 \ B Γ /1 \ a ι ·, / 1 3\ 2 A' , ι 3 à \ - k"=.....], 

et. en divisant cette série par ι — k'~, on trouve 

;^=ï['+(;),3MH)'5* + dïÎD> + 4 
comme on le verra facilement en multipliant cette dernière série par 
la quantité ι — k'1. Donc, en se rappelant que 

Jo s/h* — k- 3.5.... 2/7 — 1.2/1 + ! 5, 
on déduit 

fh _EW^L
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 = ^ Γ, + 1 ^
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