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REMARQUES
SUR LES TRANSCENDANTES ELLIPTIQUES ET ABELIENNES :

Par M. G. EISENSTEIN
Ftudiant & Berlin.

‘Extrait du Journal de M. Crelle, tome XXVI. — Traluvetion de M. Fave,

§ Ior.

Le produit infini

(1) n (1 f\)— P, =
- » P’([,r)’

(ui reprisente deux expressions suivant quon attribue 4 Vindice ) toutes les valeurs
paires ou toutes les valeurs impaires, et dans lequel nous supposons que le facteur

1 -+ = soit remplacé par z, donne, pour chaque valeur réelle ou imaginaire de x, unc
o

valeur toute détermince de la forme p 4+ ¢ \[:, qui peut facilement étre représentec
par des fonctions exponentielles, ou bien, ce qui est au fond la méme chose, par des
fonctions circulaires ; et réciproquement, les deux produits infinis dont il est ici ques-
tion , donnent une définition compléte des fonctions simplement periodiques.

Les transcendantes clliptiques, cette remarquable espéce de fonctions, qui ont fant
occupé les géometres dans ces derniers temps, ne sont pas autre chose que des combi-
naisons , par voie de division, des quatre doubles produits infinis qui se déduisent du
produit '

. x
) n (‘“ m\

quand on suppose que A désigne une constante donnée, et que I'on étend le signe de
la multiplication II A toutes les valeurs paires ou impaires de » ainsi qu’a toutes les va-
leurs paires ou impaircs de %', Pour considérer ces quatre produits, désignons-les par
les expressions

i3} P(o,0,x), P(1,0,2), Plo,1,2), P(,r1,az),

dans chacune desquelles o doit répondre & un nombre pair, et 13 un nombre impair ;
alos les trois fonctions elliptiques qui se présentent ordinairement sont donnees par les
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trois quotients suivants :

4 ]ii(ko,o,.x). P(I,o,x)5 Pli,1,x
v Plo,1,a)’ Plo,1,z) Plo, 1,z

et ces quotients possédent la propriéé remarquable d’étre doublement périndiques.

La constante A ne saurait jamais avoir une valeur réclle; car pour une valeur réelle
et irrationnelle de A, on pourrait trouver pour les nombres entiers ) et »/, une infinite
de valeurs telles que Pexpression % --3'A devint moindre quun nombre arbitrairve
quelque petit quil fitt; pour unc valeur rationnelle de A, on pourrait trouver un
nombre auquel cetie expression deviendrait égale pour une infinité de valenrs de 3 e
de . En sorte que, dans les deux cas, le produit infini ne saurait étre convergent. On
suppose d’ordinaire que A est purement imaginaire, c’est-i-dire de la forme gvV—1,
7 etant réel; mais on pourrait donner 4 A une forme complexe quelconque sans que le
double produit (2) cesse d'acquérir une valeur trés-déterminée pour chaque valenr de «.

Cette définition que nous venons de donner des transcendantes elliptiques , et qui
est plus générale que la définition ordinaire, conduit d’une maniére fort simple A toutes
fes propri¢tés de ces fonctions, Te vais ici donner en peu de mots une idée de la voie
quon pourrait suivre pour y parvenir.

D’abord on peut, en effectnant la multiplication d’aprés 'nn des deux indices et en
employant les formules connues pour les fonctions circulaires, transformer de deux
manicres les doubles produits infinis ¢n des produits infinis simples, et I'on obtient
le développement connu des fonctions elliptiques en produits infinis (Evolutio prime ;
Iacost, Fundamenta nova, page 86). Mais, en considévant de plus prés les résnltats
ainsi obtenus, on voit quils consistent en denx fonciions nouvelles

/ AN

! 7 Ao RN ’ , -,I R o / I.\ PR LR .
- s \z;:(‘z+a )(I—F-aq-z-) (»1—:—&7*;) (_l—?—Eq’Z*)(I—L-eq‘;—Z-’) A Pinfini,

G

1
z /
/

' . / o Ly - UPTLE S
Vig) == (v agzti{ 14ezg ) (o +eqiat) 1+s(/°—,’) a l'infini,
v o z-/ \ -

dans lesquelles z désigne une variable nouvelle, fonction exponcentielle de «, g une
constante dépendante de A, et ol ¢ == = |

On peut se convaincre, par une simple substitution des valeurs, que les deux fonc.
tions v et § satisfont aux équations

(6) pel=eqzty (g2, Yz =gz’ § (g7,

a l'aide desquelles le développement en série s’obtient immédiatement.
Posons

n==Qe
y E o [ E ~an
@ (Z,; _= I{m—p-; z ) Yz = wm
n

= -— n—— w
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nous obtiendrons & aide des equations (0] les ¢quations suivantes entre les coefficients :

:KZ/H-J = ggt? I{'.‘n;u LG/H—:‘ - E([m_H L‘m!

desquelles il suit

n=auan n=
{7\ 9 ,“z}‘ — I§| Z gh qn;',:+1) zzn-H, \P [\z) =1, 2 gh {I“iZ?“ *J_
N o n—=-—=¢Co

Il est bien remarquable que chaque puissance de o et de ¥, chaque fonetion homo-
#éne quelcenque des deux fonctions ¢ et b, peut dtre développée cn une série toute
semblable, pourvu qu’clle ne soit pas du o° degré. En effet, soit F une fonction ho-
mogéne du degré 4. A Paide des équations {6), on a

Flofas ${l= Flagz:¢ (g2), o952 (4]},
et, par suite des propriétés des fonctions Lhomogénes,

Flg27 s (92), 2924 (g2 = gt F [y (g2), 4 iga)].
Si donc on pose
Floi3), ¥{(z)) = Gz,
on a la relation

8) G (z) = efq? 2% G (g2,

qui devra étre employée comme formule fondamentale pour le développement.

En appliquant d’une manicére spéciale le principe qui vient d’étre indiqué, on arrive
aussi & proaver que les fonctions g et satisfont & une équation différentielle de la forme
) d: dy\?

(9) (9 a b ﬂ =LY PO P p o pr
AY

dx dx

7

ou bien que le quotient y — Z satisfait 3 I’6 uation différentielle
1 | . ) q

N\

/dy

21";«) =Pyt Py p Y+ ply 4,

(10)

oup, p’y p”,... sont des constantes qui ne dépendent que de A.
§ 1L

La marche que nous venons @’indiquer rapidement peut étre recommandee spécta-
lement 2 ceux qui se laissert effrayer par les considérations trés-compliquées du caleul
intégral dont on part ordinairement pour arriver aux transcendantes elliptiques. Dans
le fait, ces considérations nec paraissent guére propres A établir le point de départ

[*} Evolutio tertic; Jacors, Fandamenta nova, page 183.
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4’une aussi importante théorie, et ne peavent réellement servir qu'd tracer la route
historique qui a conduit & ces résultats. La définition qu'on donne ordinairement des
fonctions elliptiques, definition tout & fait contraire & analogie dans les fonctions expo-
nentielles, consiste en ce qu’elles sont les fonctions inverses d'intégrales connues chez
lesquelles la fonction placée sous le radical monte au quatriéme degré. Mais, comme il est
difficile de se représenter une telle intégrale dont la différentielle passe subitement
du réel & I'imaginaire, il doit paraitre presque impossible & ceux qui étudient de se
former une idée nette du retournement de cette intégrale, d’autant plus qu’on ne pour-
rait avoir recours ici & cette interprétation géométrique qui peut servir du moins pounr
les fonctions circulaires. La périodicité introduit, en outre, une difficulté particuliére.
Revenons pour un instant aux fonctions circulaires, pour n’avoir 4 nous occuper que
d’une période simple. Si I'on veut, par exemple, définir le sinus comme une fouction

de z donnée par I'¢quation
» ¥ d}’
——_ =,
o yi—y?

on doit alors admettre, d’aprés les propriétés connues du sinus, que cette intégrale a
une infinit¢ de valeurs différentes pour chaque valeur donnée i y, ce qui est en contra-
diction avec le sens qu’on atiribue ordinairement & une pareille intégrale (par exemple
pour ¥ < 1). De méme, & canse de la double périodicité de sin am.z, il faudrait ac-
corder que intégrale elliptique

f 7 dy _
b Vi—rvie ey

acquiert pour chaque valeur de y une infinité de systémes de valeurs en nombre
infini.

z

1l se présente de plus grandes difficultés encore pour les intégrales abéliennes. Les
fonctions inverses de ces intégrales doivent posséder une périodicité triple ou méme
d’une multiplicité supérieure. Mais, par une voie simple et rationnelle, en s’ap-
puyant sur ce que M. Jacobi a dit de la triple périodicité dans le tome XII du
Journal de M. Crelle {De Funct. duarum variab. quadr. per.), on arrivera a se cone
vaincre que, dans cette hypothésc, une intégrale abélienne, avec une limite inférieure
tout & fait déterminée, peut recevoir toutes les valeurs possibles, réelles ou Iiaginaires,
pour une valeur quelconque donnée & la variable. Si 'on nous accorde cela, intégrale
abélienne cesse aussitét d’étre fonction de sa variable. Et comme c’est 1a une contradic-
tion dans les termes, il en résulte seulement ou que U'intégrale n’a aucune signification
analytique , ou bien que la définition qu’on donne d'une intégrale en général, défini-
tion d’olt nous avons tiré toutes ces conséquences , n’est pas satisfaisante. Pour obvier
4 cet inconvénient , quand il s’agit, par exemple, de V'intégrale abélienne du premier
ordre, Villustre auteur des Fundamenta introduit 4 la fois deux intégrales, en posant

T dz fr.zd.z'
1) — = (& —_ = g, (&
(1 | = [ =aw




PURES ET APPLIQUEES. 449

dans lesquelles X est une fonction entiére de x du cinquieme ou du sixiéme degre, et il
considére alors « et ¥ comme fonctions des expressions

‘o

n=gr-+9(y), P=@r4elrh
de telle sorte qu'on ait
(3; = (u, ¢), I Ry Y

Mais si nous accerdons que la fonction ¢ (&) peut avoir toutes les valeurs possibles pour
chaque valeur de z, alors il en sera de méme de ¢ { ) pour chaque valeur de y ; ainsi
donc, i fortiori, la somme # pourra avoir toutes les valeurs possibles pour chaque valeur
donnée de x et de y. On en peut dire autant de r; on ne voit donc pas bien nettement
de cette maniére comment il pourrait étre question ensuite d’une dépendance quelcongue
entre «, v, z et y. On ne s’affranchirait de cette objection que si 'on disait: & chacune de
ces valeurs en nombre infini de # ne correspond qu’une valeur pour ¢; mais il faudrait
d’abord montrer ce que 'on doit entendre, & proprement parler, par wre ielle association
de valeurs (par des valeurs ainsi combinées). En tous cas, il est aussi intéressant ¢u'in-

dispensable de répandre une clarté parfaite sur les principes d’une matiére si im-
portante.

§ TIL.

L’analogie qu’on poursuit d’ordinaire quand on cherche i passer des grandeurs ox-
ponentielles et des transcendantes elliptiques & de nouvelles fonctions, consiste dans la
torme des intégrales, ou, si I'on veut, dans la forme des équations différenticlles aux-
quelles ces fonctions satisfont. Nous allons maintenant chercher une autre espéce d’ana-
logic en recourant aux considérations exposées dans le § I, Par suite de la remarque
qui y est faite sur les produits infinis simples et doubles relativement aux fonctions cir-
culaires et elliptiques , nous devons considérer comme un analogue de degre superieur,
les quoticnts des quotients des produits triples infinis de la forme

- \
nitr— ——————— >
A=A A+ WA

ol A et A’ sont des constantes et o %, A" et 3" représentent des indices avec le sens
qu’on y attache ordinairement.

Pour généraliser , désignons par

(1) PP VO A W

2 indices , et par

{2) As, Ay, A,

r — 1 conslantes. Posons encore, pour abréger,

(3) Mo A A+ L R A, = N,

Fome X. — Decemrre 1845,

<
~3
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et, dans ces suppositions , considérons le produit

1 il ( 1 — ‘:I) ’
dans lecjuel le signe de Ia mualtiplication s’étend aux valenrs de iy hay .

Si dans un tel produit on a 2> 2, on ne saurait attribver aux indices, indépendam-
ment les uns des autres, toutes Ies valeurs possibles depuis — co jusqu’d - e, puisque
le produit ne pourrait converger A cause de Uinfinité de valeurs de N dont le module
analytique se trouverait au-dessous d'une limite donnée quelque faible qu’on la sup-
pose, et parce que, en outre, on serait ainsi condidt A des fonctions possédant une pe-
riodicité triple ou supérienre. Gela a lien déjd quand 7 = 2 pour le cas spécial d’une
valeur véelle de Ia constante. Ces produits multiples n’auraient plus alors , comme les
produits simples et doubles, de sens analyiique déterminé si 'on voulait attribuer aux
indices toutes les valeurs possibles. Mais rien ne s'oppose plus a la considération de ces
produits multiples aussitot qu’on soumet les indives A certaines restrictions qui puissent
écarter précisément ces circonstances contraires a la convergence : par exemple, cer-
taines conditions d’indgalité qu'on pourrait établir entre les indices My Aigerey hga Ct
joindre au produit, de telle sorte que le signe de la multiplication s’étende aux valeurs
des indices qui satisfont i ces conditions , les autres valeurs sc trouvant exclues. Gene-
ralement parlant, on ne peut rien dire de plus ici sur le choix de ces équations de
condition. Mais il existe une classe entiére de fonctions semblables qui ont des rapports
mres-étroits avec certains résultats de la Théorie des nombres ; et précisément les con-
ditions d’inégalité dont nous parlons offrent ane apprapriation trés-particuliére pour
cctte natare de questions. Par exemple, on trouve toujours pour ces cas une combi-
maison d'un nombre déterminé de valeurs de Pexpression N, qui acquiert une valeur
réelle et entidre; et les conditions d'inégalité ressortent alors de ce qu’clles réduisent a
an N unique un groupe enticr de valenrs en nombre infini de N pour lesquelles cette
combinaison a la méme valeur, et qui apparaisscnt comme termes d’une progression
géométrique. Les fonctions auxquelles on est conduit par cette voie paraissent posse-
der des propriétés trés-remarquables ; elles ouvrent la’ carriére aux plus belles re-
cherches et semblent étre Ie terrain oit viennent sc joindre les parties les plus difficiles
de ["analyse et celles de la théorie des nombres.

Au reste, on pourrait appliquer aux séries auxquelles conduit la théorie des fone.
fions elliptiques, des considérations toutes semblables A celles qui viennent d’étre ex
posdes pour les produits infinis.



