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Sur Lapplication des transcendantes elliptiques @ ce probleme
conn de la géoméirie élémentaire - Trouver la relation entre
i distance des centres et les rayons de deux cercles dont I'nin
est. circonserit & un polygone wrrégulier et dont l'autre est

mserit i ce miéme polygone:

Par M. C-G-J. JACOBI.

‘Extrait ot traduit de Vallemand par i Terques [*7;.

Dans les trots premers pavagraphes, M. Jacobi vérific les relations trouvees par
M. Steiner pour le triangle, quadrilatére, pentagone, hexagone et octogone, en les
somparant aux relations, pour les mémes polygones, données depuis longtemps par
NVicolas Fuss, qui eroyait que ses solutions n’étaient pas générales, parce qu'il les avait
abtenues en placant les polygones de relle sorte que le diaméire commun aux deux
cercles passit par le sommet d’un polygone inscrit. Mais cette position particuliere
w'ote rien A la géneéralité des formules; car, d’aprés un théoréme de M. Poncelet, lors -
‘ue ie probléme cst possible pour une position d'un sommet, il est encore pour une

position quelconque. Cette observation est de M. Jacobi. Nous passons a objet prin-
cipal du Mémoire .

§ IV

Nous allons muintenant ctabliv les formules fondamentales sur lesquelics reposent
ies considérations suivantes. A cet effet, soient donnés deux cercles dont P'un , de
ravon R et de centre C, enveloppe Pautre, de rayon - et de centre ¢. Désignons par «
la distance Ce des denx centres. Par un point quelcongue A pris sur le cercle G, on méne
une tangente au cercle ¢, et qui coupe de nouveau le premier cerele en A”; on méne, de
la méme maniére, au cercle ¢ les tangentes A’A”, A”A”, A”A™, etc., A, A’, A”, A",
A", etc., sont sur le cercle C, et AA’A"A"... est la portion d'un polygone, ou un poly-
gone non ferme, inserit au cercle C i circonscrit au cercle ¢. On tire le diameétre com-

21 Ce Mémoire fait partic du Journal de M relle, tome II1, page 376, année 1828.

el
D).,
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mun (e, qui coupe le cercle G en P, de sorte que

CP=R, ¢P—=R-+«

Maintenant , faisons les angles
ACP =249, A'CP=12¢, A'CP=12¢", A"CP == 24", elt.;
on voit facilement que les relations suivantes existent entre deux angles consécutifs,
Rcos(y’ —o )+ {lCOS(:?' +w =
Reos " —¢' ) - acos (¢ +¢') = r,
Rcos(q’///_u‘)”) + HCOS ((PI//_’_?I/') —_ r’

equations anxquelles on peut donner cette forme
(R +a)cos¢’ cosg + (R —a)sing’ sing —=r,
(R ~-a) cosp” cos ¢’ 4 (R — &) sin ¢” sin¢" = »,
(R +- a) cos ¢” cos "+ (R — a) sin 9" sin 9"’ = 7,

En soustrayant chacune de ces équations de la suivante, et en remarquant qu'on a

€OSx— COS X+
s y:tang( y),
siny— sina 2

on obtient
Ion/4
9"+ R—a ,
t —_— ) == r
angk 2 ) R+(ltan5<p,
(0" 40 R—a "
tang (‘P ¢ :R+(l tang %",

Sous cette forme, il saute anx yeux que ces équations coincident avec celle qu’on donne
pour la multiplication des transcendantes elliptiques.
En effet, soit U'intégrale elliptique

¥ dy .
e
0 \/ I — »*8In* ¢
ol x représente une constante quelconque; en posant, d’aprés une notation qui m'est

particuliére ,
v = am (u),

et de méme
o =am(t),
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« designant un angle quelconque, enfin

¢ = am (e + t),

o= am (u + 2¢),
on sait, d’aprés le théoréme fondamental des fonctions elliptiques, quwon a

r 1"
tang (i__:i__) — Aam (t) tang wl,

i

ou

Aam ()= \/1 — zisinta = \/1 — z*sin*am(t).
Si, dans le cas actuel, on détermine les grandeurs » et ¢ ou z par les deux equations

R —

R+Z::Aam(t):\/m, o = am (u -+ 1),
on aura

= am(u),

= am (1t +t),

= am{u + 2t),

= am(u+ 3¢),

v am (u + 41),

¥
9 ’
”
¢
1
?
¢

et 2¢', 2¢”, 24", ¢'* sont donnés par les constructions indiquees au commencement de

ce paragraphe.
§ V.

Déterminons maintenant « et z, ce qu’on effectue au moyen des éguations

v=—amiu), a=am(t), ¢=am(u--1), Aam()=y1—x"sin® = i
Les éléments de la théorie des fonctions elliptiques donnent

€05 ¢ €08 ¢/ - sin ¢ sin ¢’ /1 — »* sin’ « = cos«,
ot nos formules de ci-dessus

R—u 7

c0s 9 cos ¢ +singsing’ —— — —w
PR PP R YT Rt
ce qui fournit, pour la détermination de « et de «, les deux équations

Viswsma =0T e cosa= ol
R+a R+a
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Fon 1l suit

. 4 Ra i B—ap—r
= o — et ————
R+ ap—r (R—l—a)‘l—r'"
Ensuite on a
r{t—4A 2R cos o
R-—}'(I: k] 2R ( ), R
CO8 « CcOS « 1+ A
. rA r{1—4) R{r—aj
R—a= 9 2@ = - —2) a:~(- =
cOs « CcOS A

pour abréger, on a mis A au lieu de Aam (z).
{les formules donnent un moyen facile, lorsqu’on a

am (u) =y, am(t)=a,

de trouver am (u - nt;; ce qui est le probléme de la multiplication des fonctions el-
hiptigues, et cela par une construction de la géométrie élémentaire. D’un point ¢ ave
ur: rayon quelconque 7, on décrit un cercle ; et du centre C, éloigné de ¢ de la dis-
tance Ce == @, on décrit un second cercle de rayon R, oli @ et R sont détermines par
les équations

r(‘ri:rA)ﬂ R_r(] —+ 4)

a == —— —= 9 -
I+ A 2CO5 &

St 'on prend le point A sur la circonférence du cercle C. de telle sorte que I'on aut
ACP = 2¢ (§1V),

et que P'on détermine les points A’, A", A”,..., A" par les constructions indiquées au
commencement du précédent paragraphe, on aura

AGOCP

== o = am (u + nt,.
> ?

Si I'on veut seulement déterminer am (nt), alors le point A coincide avec le point P.
Drailleurs, il fant remarquer que les angles 29, 20/, 26", 29”,... doivent toujours étre
pris en croissant, de manicre qu'ils puissent dépasser 360 degrés.
Cette construction semble n'étre pas sans quelque avantage sur celle de Lagrange, au
moven du triangle sphérique.

§ VL
C’est une circonstance bien remarquable que les grandeurs » et = sout entierement

indépendantes de ¢ et de «; ainsi, quelque part qu'on prenne fe point A sur la circon-
férence du cercle C, et si
ACP A'CP

—— == ¢ = am(u}, - = =amiu+t,
Y K 2 ;
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(oo droite AN touchera toujours le cercle dont la position et la grandeur sont fivécs
par les équations

R 1—A 2R cos «
- r = —
“ (\1+A ’ 1 A

Car il faut se représenter CP comme une droite fixe, & partir de laquelle on compic
Pangle 29, et dans laquelle estsitué le centre du cercle c. De méme, quelque part qu’on
ait pris A, la droite AA” touchera un cercle dont la position et la grandeur sont fixces

par les équations
1 — A
a—R (——-I hL_A?‘—) 9

2D =am(28), A =1 %tsin’ /",

si I'on pose

et, en général, quelle que soit la position de A, la droite AA(™ qui ferme le polyzone.
touchera un cercle dont les ¢léments sont donnés par les équations

R (1 Al 2R cosalr
a = ——= | o ee————
(, 1+ Am) 14 A%
ol
2 == am (nf), AP = 1 — xsin? 27,

Les centres de tous ces cercles sont sur la droite CP.

Nous allons maintenant démontrer que tous ces cercles forment un svstéme qui a
la méme droite pour liew des tangentes égales, dénomination convenable que M. Steiner
a introduite dans ses travaux géométriques. Pour deux cercles, cest une droite per-
pendiculaire & la ligne des centres, et qui jonit de la propriété indiquée par son
nom; si par un queclconque de ses points, on méne des tangentes aux deux cercles,
ces tangentes sont égales. Comme nous savons déji que tous ces cercles ont leurs contres
sur la méme droite, il nous faudra seulement faire voir qu'il existe sur cette droite
un point tel que les tangentes menées aux cercles par ce point sont érales; car cette
propriét¢ appartiendra A tous les points de la droite, élevée par le point ainsi fixe,
perpendiculairement 2 la droite des centres,

Cherchons donc le point de la droite AP qui jouit de cette propriété, relativement
aux deux cercles C et ¢. Soit D la distance du point cherché & G; sa distance & ¢ sera
D —a; la tangente au premier cercle est égale 3 /D* — R: et an second cercle
= \/(D — a)— r?; donc

’ D* — R*=(D — a)* + 72,
d'ott
_R4+a—r (R+aef—r
- 2a 2a -

D

—R;
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nous avons trouve ci-dessus

4a®
St e S

TR +ad— pe

d’on

et ainst

Nous voyons que z ne paralt pas dans Uexpression de D (ui dépend seulement de »;
mais , pour tous ces cercles, x reste le méme, et ils ne différent que par . Si nous
avions done cherché le licu des tangentes égales pour C et un autre cercle, nous anrions

trouve la méme expression pour D; ainsi, tous ces cercles ont en commun le méme
lien des tangentes égales.

La détermination analytique des éléments du cercle, que la droite AA™ touche
constamment pendant quc le point A se meut sur la circonférence du cercle €, serai
méme, pour de petites valeurs de 7, d’une difficulté insurmontable; et, de cette ma-
niére, cette détermination est ramenée 4 une théorie connue, ¢t le probléme est résoln
dans sa plus grande généralité.

La proposition spéciale que AA” touche dans son mouvement constamment un
cercle, peut s’énoncer ainsi:

Si Uon inscrit dans un cercle un angle en méme temps circonscrit & un autre cercle, ot
si Pon fuit mouvoir cet angle de telle sort: que son sommet parcoure la circonférence
du premier cercle pendant que ses cdtés touchent Uautre cercle, la corde du segment
qu’il forme dans le premicr ccrele touche un troisiéme cercle ayvant le licw des tan-

gentes égales commun avec les cercles dennés.

M. Poncelet ¢énonce cette proposition dans son Trairé des proprictés projectives
(page 3206).

Au moyen de la méthode des projections perspectives, on peut étendre cette propo-
sition et appliquer au systéme de deux coniques.

§ VIL
M. Poncelet donne 2 sa proposition encore une bien plus grande extension. Nous
avons supposé que les cotés du polygone touchent un seul et méme cercle, ou, en pro-
jection , une scule et méme conique. Mais M. Poncelet prescrit seulement que ces cotes
touchent, suivant un certain ordre, des sections coniques données , tellement qu'une co-
nique peut toucher plusieurs cotés, et alors plusieurs coniques sont censées se réunir en
une seule, Ces coniques sont seulement assujetties & la condition qu’elles doivent avoir
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avee la conique dans laquelle le polygone est inscrit, les mémes sccantes réelles on
idéales [*]. Ainsi:

Théoréme. « Ayant inscrit 4 une section conique un polvgone dont les cotes, &
» Pexception d’ur seul, touchent d’aulres conigues, ayant mémes sécantes communes
» entre elles et avec la premicre, il arrivera qu'en faisant varier le polygone dlaprés
» ces conditions, le c6té libre et toutes les diagonales rouleront également sur d’autres
» coniques ayant mémes sécantes communes avee les proposces. »

Or, cette généralisation se déduit facilement de nos considérations sur les cercles,
d’ou I'on peut, par les projections, les appliquer & des coniques quelconques. Nous
abtenons méme de suite les éléments du cercle cherché dans toute sa généralite, .

Désignons, comme ci-dessus, les cercles dans leur ordre de succession et d’apreés leurs
centres ¢, ¢y ¢, ¢", .., ¢, etlears rayons par r, 7'; 77, ", 0, 0 (705 et les distances
de leurs centres A C, cC=ga, ¢/C=2a', 'C=2q", "C=d",..., " C=al""),
Ensuite, déterminons les angles

Uy Gy Ry Gayessy  Oipeils
r r r” I plni

CO8 4 =% —mmy COS Oy T ————y  COS O, == = COS oy = s COS 2y == B (l(u—-v\"

2 p e e R
R4« R+4-a’ R+ a” R "
et posons

z==amt, a,=amt', a,==amt’, a,=amt”,..., o,_, = amt",
Maintenant, d’un point quelconque A pris sur le cercle €, menons la‘(angente AA au
cercle ¢, la tangente A’A” au cercle ¢/, la tangente A”A" au cercle ¢”, et ainsi de suite;
et finalement la tangente A" A(® au cercle ¢ tous les points A, A', A7,..., AU,
sont sur la circonférence du cercle C; nommons derechef
ACP =129, A'CP=12¢, A'CP=102g¢",..., A™CP = 290",

on aura, sl 9 — amu,

[Z

O =amu-t, o =am{u-t4-t'Y, " —amin-i4-t'4-t",. .., e ™ = am (et e e

*1 M. Poncelet déterminc la sécante commune de deux coniques A 'aide des propriéics suivantes,
qui servent aussi i la définition la plus générale de ces sécantes. Soient AB, A’B’ denx demi-
diamétres, respectivement conjugués dans chaque conique a la sécante commune; il faut, 10 que les
deux diamétres , prolongés s’il est nécessaire, se coupent en un point O3 ensuite, si Pon fait

AB=a, A'B =4,
et qu'on désignie par b et b’ leurs conjugnds respectifs, il taut qu’on ait, 20

b3 B2
—.0A OB= —0A".08".
a

Ces conditions, qui existent évidemment lorsque la séeante coupe réellement les deus coniques, sont
encore satistaites lorsque cette sécante est extérieure anx denx coniques, et, dans ce cas, M. Poncelet
la désigne sous le nom de sécante idéale. Pour deux cercles qui ne se coupent pas, cette sécante idéale
est le Jicu des tangentes égales de M. Steiner.

Tome X. — Décemsre 1845. 56
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Si Pon fait
[ L = T T Y S,

alors, d’aprés le § VI, la droite A™A, qui ferme Ie polygone, roulera sur un cercle dont
les éléments sont déterminés par les équations

__2Rcosam$ __R{1—Aams)

14 Aam$ ’ 1 %;_171;1_3_

7y =

ot 7, désigne le rayon et a, la distance de son centre, situé sur la droite AP, au
point C. La condition que tous les cercles onten commun un méme lien de tangentes
egales coincide avee I'identité du module.

Ce qui preecde donne une construction peur Vaddition de plusieurs fonctions ellip-
tiques, analogue & la construction que nous avons trouvée ci-dessus pour la multiplica-
iion. D’ailleurs, il résulte encore de nos formules que, dans quelque ordre que les eHtés
AAT, ATAY, A"AY, etc., touchent les cercles, le pointfinal A(™ reste le méme.

§ VIIL.

Si Pon détermine maintenant K par I'équation

amK =+,

on sait qu’on a
am (i 4 2K) == am (#) + =,
et généralement, / ¢tant un nombre entier,

am (n -+ 2iK) = in-+ amu.

Ceci posé, si AA’A”...AA renferme ¢ fois la circonférence, nous aurions dd, pour
plus d’exactitude , écrire

S—=2iK — (424" ... l(nal));

mais cela ne change rien aux expressions de a, et de r,. Si tous les cercles ey oy e,

=, () se réduisent au senl cerele ¢, alors le polygone se ferme et est inscritau cercle €
et circonscrit au cercle ¢ ; pour ce cas

_ — ! 4 —1 .
S=t=1t'=1t". =1
donce

. 27K
(n4-1)t=2iK e ¢= .
71
c’est I'expression analytique de la relation qui doit avoir licu entre les grandeurs et la
position de deux cercles, pour qu’on puisse inscrire A 'un un polygone de n —+
colés, qui soit circonserit & lautre, et qui mesnre 7 fois tonte la circonférence. Pour
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teux qui n’ont pas Phabitude de nos notatiens,
cette manicre :

£ 7
443
nous allons transcrire ce theéoréme de

Théoréme. « ret R étant les rayons de deux cercles, dont I’
polygone de » sommets et dont lautre y estinscrit,

silon détermine « et o par les équations

un est circonscrit a un
s0it a la distance de leurs centres

r
COS 20 === ey

R-7

On a torjonrs

7 dy i ' ey
Wi el Sy S
o VI—«sm 9 0 v

I—2'8in? ¢

o1 7 designe le nombre de fois que le polyg

one parcourt la circonférence. Cette equa-
tion donne en méme temps Véqu

ation de condition qui doit cxister entre R, ret «,

L’équation de condition
¢ 2K

m
etant enticvement indépendante de u, il s’ensuit quc

le choix du p()i!lL initial A, aiusi
e M. Poncelet le dit n'est d’aucunc inﬂuencc.
1 ’

Du reste, on peut tonjours admettre
la le polygone revient sur lui-meme.,
Mémoire est complétement résolu dans toute

que 7 et s wont pas de facteur commun, sans ce
Ainsi, le probléme ¢noncé en téte de oe
sa genéralite,

§ TX.

Soit e == 255 ainsi le polygone est @’
eLAPEC A ep Alptn)
ATAPFL AT AL

un nombie pair de ¢Otés; alors A el A A
- AlP=1 et ACP sont des sommets opposés; et AA‘Y.,
» €te., sont des diagonales qui réunissent ces sommets ; ce
nales, d’apres ce qui preeéde, toucheront donc un cer
mines par les équations

s diago-
cle, dont les éléments sont déter

Ri—aami ps)) 2R cos am (pr)
= e =
1~ Aam { pi) L~ Aam ! pt}
Mais comme on a
2K
=5
ot 7 est un nombre impair, il vient
. i1
n=—=iK et amipt — "
/ LT o

done

Ainsi fe cercle se reduit & un point dans lequel se coupent toutes les diagonales et qui

56..
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reste fixe pour le nombre infimi de polygones qu’on peut construire, sous ces condi-
tions, pour diverses positions du point initial A ; car la détermination de ce point, ren-
fermée dans I'¢quation

e T

est entiérement indépendantede u oude ¢, Ce pointest un des deux qui serventen quel-
que sorte de limite & la série des cercles qui ont le méme lieu de tangentes égales, et
par lesquels passent tous les cercles qui ont leurs centres sur la droite des tangentes
égales, et coupent orthogonalement la série des cercles. (#vir le Mémoire de M. Steiner.
Journal de M. Crelle, tome I°T, page 161 .)

M. Poncelet a étendu ce théoréme au systéme de deux coniques (Propriétés projec-
tives, page 364). Tl ne serait peut-étre pas sans intérét pour la théoric des fonctions
elliptiques, d’établir des considérations analogues immédiatement sur le systéme de deux
coniques. L’intégrale pourrait se présenter sous une forme compliquée, qui devra pour-
tant se ramener a la forme plus simple trouvée ci-dessus. Je pourrai revenir sur ce si-
iet dans unc autre oceasion.
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