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AV AN WA

THEORIE
DES POINTS SINGULIERS
DANS LES COURBES PLANES ALGEBRIQUES;
Par C. BRIOT,

Professeur & la Faculié des Sciences de Lyon.

§ 1.

Caractere général des points singulicrs.

L’idée fondamentale de la théorie que je vais exposer est due a
M. Sturm, et a été indiquée par M. Liouville dans son cours & I'Ecole
Polytechnique. J'ai cru faire une chose utile en lui donnant ici tous
les développements qu’elle comporte.

Une équation algébrique a deux inconnues x et ) peut étre mise
sous la forme

ay F(x, y) = o,

F (a, y) représentant un polyndome entier du degré n par rapport & x
et . Tragons dans un plan deux axes rectangulaires de coordonnées;
la série des points du plan dont les coordonnées satisfont a I’équa-
tion [1) peut étre considérée comme la représentation géométrique des
solutions réelles de cette équation.

Soient M I'un de ces points, a et & ses coordonnées ; nous nous pro-
posons de rechercher quels sont les points voisins du point M qui
jouissent de la propriété.énoncée. Appelons a + £, b +- £ les coordon-
nées d’un point voisin, I'équation (1) se développe ainsi :

.. dF dF 1 [d'F d'F d*F
793 — —k A b ; ;2 ... = O.
2) dah+db’1‘+g<da2}’+Adaabk/f+db2/‘>+ o

Du point M comme centre avec un rayon g infiniment petit. décri-
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vous une circontérence { P, 11, fig. i), et recherchons les points de
cette circonférence qui satisfont i I’équation proposée. En appelant 4
Pangle du rayon vecteur avec une paralléle a Paxe des x, on a

h=¢cost,

k=psin §;
dailleurs il est toujours possible de déterminer un module Ii et un
angle , tels que

{F .

bl = — H sin Uy
da ’
dF

75 = Hecos a;

Péquation (1, prend alors la forme
(3 Hsin(0 — o)+ Pp + Qp? +... = 0.

Le rayon ¢ étant infiniment petit, si H n’est pas nulie, I’équation (3,
ne pourra étre satisfaite que par des valeurs de 4 voisines de celles
qui annulent sin (§ — «), cest-idire voisines de o ou de 180° - 4,
Par le point M menons donc une droite faisant Pangle o avec I'axe
des x, les points cherchés ne pourront se trouver que dans le voisi-
nage des points A et A’ ou cette droite coupe la circonférence. En
effet, donnons & 6 une valeur différant de o ou de 180° ~+ o d’une
quantité supérieure ou égale a Pangle & tres-petit, mais déterminé, il
sera possible de trouver une quantité tres-petite ¢, telle que, pour
toute valeur de o inférieure ou égale a e, le premier terme du poly-
nome
(4 Hsin (6 — o) 4 Po+Qp2+ ...
obtienne une valeur numerique plus grande que la somme de tous les
autres termes, et par conséquent donne son signe au polynéme. Con-
sidérons la dérivée

(5) Heos(§ — o = 2=

du polynome (4) par rapport a ¢. Le premier terme de cette dérivée
ne s'annulant pour aucune des valeurs de 4 comprises entre ¢ — @

Tome X — Octone 1843, 47
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et o -+ ©, ou bien entre 180° + o — O et 180° + « + ©, on pourra
de méme pour chacune de ces valeurs de § trouver une quantité tres-
petite e’ telle que toute valeur de p inférieure ou égale & e’ rende ce
premier terme supérieur numériquement 4 la somme de tous les autres.
Appelons & la plus petite des quantités e et e’, et supposons que le
rayon de la circonférence décrite autour du point M soit égal on infé-
rieur & ¢; menons d'ailleurs deux droites BB’ et CC’ qui fassent de part
et d’autre avec AA’ Pangle 6. De ce qui précede on conclura: 1° Que le
polynome(4) étant positif pour tous les peints de Parc BC’ et négatif pour
tous les points de V'arc B'C, ces deux arcs ne renferment aucune solu-
tion de l'équation (1); 2° que ce méme polynéme, fonction con-
tinue de 6 (car il est facile de démontrer qu'un polynoéme entier par
rapport au sinus et au cosinus dun arc est une fonction continue de
cet arc), ayant des valeurs de signes contraires aux deux extrémités de
chacun des arcs BC et B'CY, chacun de ces deux arcs contient une solu-
tion au moins de I'équation proposée; 3° quenfin, la dérivée du po-
lynome (4) ne s’'annulant pour aucun des points des arcs BC et B'C,
chacun de ses deux arcs ne renferme qu'une solution.

Concevons maintenant que g décroisse d’une maniére continue de ¢
% 0, chacune des vaieurs de p donnera dans chacun des deux angles in-
finiment petits BMC, B'MC’ un point particulier, et la série de ces points
formera évidemment une courbe continue passant au point M. Ainsi :

Tutorkvie. Une équation algébrique a deux inconnues représente
généralement une courbe continue.

Comme I'angle 20 peut étre rendu aussi petit que I'on voudra, la
droite AA’, qui a pour équation

dF dF
a—;(x—d)-%-;ly(.)’—‘b):()?

est tangente a la courbe au point M.

Etudions la forme de la courbe dans le voisinage de ce point. Pour
cela, dans le polynome (4), faisons 0 = o« ou 6 = 180° + a; le pre-
mier terme s’annule, de sorte que le polynome se réduit a

6 Po + Qp* +..5
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on pourra trouver une quantité petite e’ telle que pour toute valeur
de o inférieure ou égale i ¢”, le premier terme du polynoéme (6} qui ne
s'annule pas donne son signe au polynéme. Appelons ¢’ la plus petite
des quantités ¢ et e”, et supposons que la circonférence décrite autour
du point M ait un rayon inférieur 4 ¢’. Ohservons d'ailleurs que pour
9 = a et pour & = 180° + 4, les coefficients P, Q,... ont la méme va-
leur numérique, les coefficients d’ordre impair avec le méme signe,
ceux d’ordre pair avec des signes contraires. Cela posé, si le pre-
mier terme ¢ui ne s’annule pas dans le polynome (6) est de rang im-
pair, le polyndéme (4) aura meéme signe, par exemple le signe -,
en A et A’, et, par suite, les deux points de la courbe seront situés,
’an entre A et C, 'autre entre A’ et B'; dans ce cas la courbe est con-
vexe et la concavité est dirigée dans le sens des o négatives : si le signe
commun était — , la courbe serait encore convexe, mais la concavité
serait dirigée dans le sens des x positives. Dans le cas ot le premier
terme qui ne s’annule pas dans le polynome (6) est d'ordre pair, il est
aisé de voir que la courbe passe d’un coté a I'autre de la tangente, c’est-
a-dire que le point M est un point d’inflexion { fig. 2).

Lordre du premier terme qui ne s’annule pas indique Yordre de
contact entre la courbe et sa tangente. En effet, on peut appeler ordre
de contact entre une courbe et sa tangente I'ordre de petitesse du rap-
port de 'arc compris entre ces deux lignes au rayon p du cercle (en
regardant p comme linfiniment petit du premier ordre), ou, en d’autres
termes, ['ordre de petitesse de 'angle formé par la tangente et le rayon
vecteur allant da point M 4 un point voisin, en prenant pour infini-
ment petit du premier ordre la distance de ces deux points. Soit
5 — o = 61 I'équation (3) devient
i) Hsind + Po + Qp* + ...+ Up" + ... =0,
dans laquelle U représente le premier coefficient qui ne s’annule pas
pour ¢ = o. En observant que les coefficients qui s’annulent pour
9 — o contiennent sin & en facteur commun, nous verrons que pour
satisfaire 4 Péquation (7), sin &, et par suite §' doivent étre des infi-
niment petits de Pordre m.

On peut trouver par les mémes considérations le cercle osculateur;

47..
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appelons K la valeur de P pour § = «, léquation
Hsin(9 — o)+ Kp = o
représente un cercle qui a un contact du second ordre avec la courbe;
H
=
De tout ce qui précéde, on déduit 1a conclusion générale suivante :

le rayon du cercle osculateur est donc

TroioriMe. Ftant donnés une dquation algébrique
Fle,y)=o0

et un point dont les coordonnées satisfaisant & Céquation proposec
rwannulent pas a la fois les dewa dérivées du premier membre par rap-
portax etay, en ce point passe une branche de courbe simple avec ou
sans inflexion.

Si donc on ne range pas parmi les singularités des courbes les in-
flexions et les contacts d’ordres superieurs, on peut dire :

Tatoreme. Les points sz'nguliers ne se trouvent que parmi ceux dont
les coordonnées annulent ¢ la Jois les devwac premiéres dérivées du pre-
mier membre de I'équation proposde.

§ 11

Distinctior des points singulicrs.

Soit M un point dont les coordonnées satisfont aux trois équations

oy . A=)

F(x,7) = o, o =0, e 03

I'équation (3) se réduit a la forme générale

dnF w m d"”F - . ‘ anF .
- -+ — =——— CO§ =i —— Sir
8) <(la”‘ €COs™ § + — ——— cos™ ' G sin S S G) o,

+ Sp + Tp® + ...

m étant un nombre entier au plus égal au degré n de I'équation.
Pour satisfaire a 'équation (8), il faut donner 4 5 des valeurs voi-
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sines de celles qui annulent son premier terme; cherchons donc les
solutions de P'équation
m  d"F d»F

drF m Iyt —A m f;
= S — ST = Q.
(9) g Sin ¢+ T ap g Sin Gcosl 4.+ Tan €O8" 0 =0

my

Ve G P s \
Si i n’est pas nul, la valeur o donnée 4 cos ¢ ne satisfaisant pas a
€l

P'équation (g), on peul diviser tous les termes par cos” 9, ce qui met
cette équation sous la forme

o d™F m m  d"F et .
(]O’, ‘[mtang 9+Tmtang 6’—?-...——0,

ou, si ’'on pose tang § = u,

d"F m  dmF
dbm wo+ 1 db" da

(1r) WL = o

Péquation (8) peut aussi ’écrire de la méme maniére,

.\ {dmF m  dnF oy
(12) (?17" W+ — g W+ ) 4+ €c0s08'p + cos?§ o4 =0,
S, T',... représentant des polynomes entiers par rapport i . Cette
equation, résolue par les méthodes ordinaires, a m racines; ce qui
donne sur la circonférence am points diamétralement opposés deux i
denx.

Si les m/ premiers coefficients du premier membre de P'équation ()
sont nuls (m’ étant un nombre inférienr 4 m), cette équation se (lé-
compose en deux équations

) cos” § = o,
et
. inF .
{(14) e W = 0.

La premiére donne une racine du degré m/’ de multiplicité; cette racine
est 5 =go°% ou § = 270° La seconde donne m—m' racines différentes
de la précédente. Ainsi, en résumé, si nous ne faisons varier § que
de 0° 4 180° en convenant de regarder deux points diamétralement
Opposés comme une seule solution , nous pourrons dire que Véqua-
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tion (g) a m racines. Il n’y a lieu & considérer parmi ces m racines que
les racines réelles; nous les distinguerons en racines simples et en ra-
cines multiples.

Soient { fig. 3) Ay, Asy Agyeens A, AL, AL, des diverses solutions
de Iéquation (9); By, C,, By, Cyy By, Cyy... despoints distants des premiers
de Pangle trés-petit ©, plus petit que la plus petite différence qui existe
entre les racives de I'équation (g). Te premier membre de 'équation (g),
et, par suite, le premier membre de Péquation (8), si p est suffisam-
ment petit, ne s'annulent pas et conservent le méme signe dans toute
Pétendue des arcs B, Cyy By Cys By Gy Les solutions cherchées ne
peuvent donc se trouver que dans les arcs infiniment petits B,C,, B,G,,
B,C.,.... Or il est facile de voir que les polynomes dont nous venons de
parler auront aux deux extrémités de chacun de ces arcs , méme signe,
si cet arc correspond a une racine d’un degré pair de multiplicité, et
des signes contraires si le degré de multiplicité est impair. En effet,
distinguons la solution § = go° ou § = 270° qui, si elle existe, pro-
vient de Péquation (13), et les autres solutions qui toutes proviennent
de I'équation (14). Dans le premier cas, nous mettrons le polynome (8)
sous la forme

1h) Geos™ 0 + Sp + Tp* +...3

{3 ne s annulant pas pour § = go® ou § = 270°, on peut choisir O assez
petit pour que cette quantité conserve le méme signe de go® — © &
go® + 0, et de 270° — © & 270° + 0. Dans le second cas, en appe-
lant #, la tangente de langle qu’on consideére, et m’ le degré de multi-
plicité, le polynome (8) s’écrira

(16} G (u — uo)™ + Sp -+ Tp* +....

Ainsi chacun des arcs B, Cy, By Gy, renferme un nembre pair (o étant
compris dans les nombres pairs) ou un nombre impair de solutions, sui-
vant que le degré de multiplicité correspondant est pair ou impair. En
outre, ce nombre de points sera aw plus égal au degré m’ de multipli-
cité ; car s'il était plus grand, il faudrait que la dérivée d’ordre m’ des
polyndmes (15) on (16) s’ annulat dans I'étendue de 'arc dont il sagit,
ce qui est impossible, puisque P'une et Pautre de ces dérivées contien-
nent un terme de la forme G sin™ G ou G.
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Les racines simples n’offrent aucune difficulté; chacune delles
tournit une branche de courbe particuliere, avec ou sans inflexion.

Etudions une racine double § = a, et soit AA’ ( fig. 4) la droite cor-
respondante. Nous pouvons diviser par G les polynomes (r5) et (16, ce
qui nous donne

{17} cos® § + S'p + T'p% +4-..,,
18) (ot — w4+ Sp 4+ T'0* +....

Aux extrémités des arcs BC et B'C/, ces polynomes ont le signe —-.
Si le premier terme du polynéme

(19) S + T'p* +...,

qui, pour § = « ou § = 180° + e, ne sannule pas, cst d’ordre pair,
ce terme, et, par suite, le polynome auront le méme signe en A et A"
Supposons ue ce soit le signe —; dans ce cas, il y a une solution de
chaque coté des points A et A’, et la courbe a la forme représentée
par la fig. 4. Lorsque ce signe commun est +, il y a ambiguité; cha-
cun des deux arcs BC et B'C' peut ne contenir aucune solution, ou
bien en contenir denx placées d'un méme coté de A et A’. Sile premier
terme du polyndéme (1q), qui, pour § = « ou § = 180° + «, nes’an-
nule pas, est d’ordre impair, ce premier terme, et, par suite, le poly-
nome auront des signes contraires en A et A’, par exemple le signe —
en A et le signe 4 en A’; Parc BC renferme alors deux solutions, une
de chaque coté de A, maisil y a incertitade pour l'autre arc B'C.
Cette incertitude peut étre levée aisément si le premier terme dont
nous avons parlé est S'. Ecrivons, en effet, les polynomes sous la forme

cos’0 + p(§ + T'p+...),
(v —u)+pE +To+..);

$’ donne son signe i la parenthese dans toute I'étendue de Parc 8'C

s

et, par suite, le polynome, somme de deux quantités positives, ne

peut s’annuler. Dans ce cas, la courbe offre donc en M un rebrousse-
ment de premiére espece ( fig. 5).

Cherchons maintenant un moyen de faire disparaitre Pincertitude

que nous avons rencontrée dans la discussion de la racine double. Lais-
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sons de coté, pour le moment, la solution § = go° ou § = 270° s
elle existe; il sera permis, dans P'étude des autres racines, de substi-
tuer a la circonférence decrite autour du point M deux paralleles a
I'axe des y, situées de part et d’autre de M 4 une distance infiniment
petite % ( fig. 6. De cette maniere, I'équation de la courbe prend la
forme

{20) G(u — u,* + Sh + Th? +...= o,

dans laquelle G, §, T,... représentent des polyndémes entiers en u, et G
ne s’annule pas pour u = u,. Pour satisfaire a cette équation, il faut
nécessairement que u — u, soit une quantité¢ infiniment petite; posons
done

1w =u,+ t'h,

I’équation (20) devient (S, étant nulle)

L / o 15, 5
21) (Gou" - {7— w - To) + Sh —T'h? ~..=o0.

\ Lo /

On étudiera Uéquation (21) de la méme maniére que 1'équation 20)
par la considération des deux racines de I'équation du deuxiéme degre

ﬁzz’—!—TO: 0.

G,u'* +
U

Lorsque les racines sont imaginaires, les arcs BC et B'C ne renferment
aucune solution. Lorsque les racines sont réelles et inégales, ’équa-
tion (a1), et, par suite, I’équation (20) admet denx solutions dans cha-
cun des arcs; on a, dans ce cas, une branche double. Enfin, lorsque
les racines sont réelles et égales, Péquation (21) peut s'écrire

22) Goltd — ) + Sh+ Tk +..= o.

Y . i . S
Si =* n’est pas nulle et a, par exemple, le signe —, Péquation (22} a
Q9

deux solutions pour A > o, et aucune pour 2 < o; dans ce cas, la
courbe offre en M un rebroussement de deuxieme espéce (fig. 6}, 4
moins que #, ne soit nulle, auquel cas le rebroussement scrait de pre-
miére espéce. Si §) = o et que 'ambiguité se présente , on fera subir a
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Péquation (22) la méme transformation que nous avons fait subir tout
a I'heure a 'équation (21); et ainsi de suite.

La méthode que nous venons d’employer dans la discussion d’une
racine double peut étre généralisée et étendne 4 une racine d’un degré
quelconque de multiplicité; afin d*éviter les lmaginaires, on posera

h = ic,

¢ représentant une quantité positive infiniment petite, i le noinbre + 1
pour la parallcle de droite, et le nombre — 1 pour celle de gauche.

§ 1IL

Autre méthode pour la distinction des points singuliers.

Remplacons encore la circonférence décrite autour du point M par
deux paralleles a Paxe des y situées 4 la distance infiniment petite ¢ et
de part et d’autre du point M; Péquation de la courbe se met sous la
forme générale

d"r m d"F 4 d"F
('Zjb’;" i T ddg W e da™

2 3) . =0,

+ i8Sz 4+ T+ (U ...

dans laquelle S, T, U,... représentent des polynomes entiers en w.
Commencons par résoudre I’équation

P illF n m d™F o d"F
(‘24) dbm wr =+ 1 dbm dau et da™ ~ 0y

et solent u,, u,,... ses différentes racines; ordonnons ensuite le poly-
nome (23) par rapport a u, et appliquons & ce polyndme le théoreme
de M. Sturm, c'est-i-dire divisons-le par sa dérivée, celle-ci par le
reste changé de signe, et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on arrive & un
reste indépendant de . Les coefficients étant des polynémes entiers
en ¢, il sera souvent nécessaire, pour effectuer une division, de multi-
plier par un polyndme en ¢; or il faut avoir soin que ces multiplicateurs
soient positifs: pour cela, comme ¢ est infiniment petit, il suffira que
le terme le moins élevé en ¢ soit positif. Appelons

(25) A, B, C,..., F
Tome X. — Ocroske 1845. 48
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la série des polyndmes ainsi obtenus et ordonnés par rapport aux puis-
sances croissantes de z. Donnons & « une valeur un peu plus petite que
Pune quelconque des racines de 'équation (24), que x, par exemple,
et comptons le nombre des variations que présente la série (25); chaque
polynéme prenant le signe de son premier terme, on considérera sim-
plement les premiers termes. Donnons ensuite & « la valeur ,, puis une
valeur un peu plus grande, et comptons de meéme les variations. Les
nombres de variations perdues daus ces deux intervalles indiquent
exactement les nombres de solutions situées dans le voisinage de la ra-
cine 1, soit d’un ¢coté, soit de lautre.

La méthode gue nous venons d’exposer pour la discussion d’une
courbe plane peut s'appliquer aux surfaces courbes; ce sera I'objet
d’un autre Mémoire.



