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PURES ET APPLIQUEES.

VLWL R M A e

AWV VUL AR Y
Sur le principe du dernier multiplicateur et sur son nsage
conine nouveau principe général de mécaniqie

Par M. JACOBI.

[Article traduit de Pitalien el extrait da! Giornale arcadico. |

Te démontrerai d’abord un lemme de ealeul intégral , lemme important par ses ap-
plications & la recherche des intcgrales d’un systéme d’équations différentielles, et en
particulier des équations auxquelles on raméne la détermination du mouvement d’un
systéme de points matériels.

Lemme. « Soient X, X, X,,..., X, des fonctions quelconques des variables x, x,,. ..,
» %a3 et M et u deux autres fonctions des mémes variables qui vérifient les équations

> anx différences partielles suivantes :

d . MX d. MX, d.MX,
Td T e T g =0
x® g ax,
dx lx, dx,
+ Posons
U=,

+ 2 étant une constante arbitraire; et de cette équation tirons la valeur de pour a

substituer dans les fonctions X, X,,..., X,_, et dans la quantite
M

M=
: du
;l*'z'T,‘l

» La fonction M, des variables x, x,,..., z,_, vérifiera une équation analogue 4 celle

» 4 laquelle satisfait M, savoir :

d.M,X d.MX, d.M X, _,
~+ - —— = 0. »

dr  dz, 7 dr,_,
fémonstration. L'equation & démontrer,
dMX  d.MX, dMX,_,
e e T )
dx dr, dr,_,
o
13

Towe X, — SgprevMexe 1545.
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peuat se mettye sous la forme

d.log M, X d.log M,

l.log M
— + X, dr+ X, ‘ _9%1\'
dx dx,

dant

dX  dX, dX e
: -+

— e =0
dx dx, dap_,

f.es quantités X, X ,..., X,_, et M,, qui sont regardées comme fonctions des variables
indépendantes x, x.,.. , z,_,, contiennent cependant dans leur expression primitive la
variable r, qui dépend des autres en vertu de I'équation

En conservant done cette forme primitive, 'équation précédente devra étre écrite ainsi:

{ d.log M, d.log M, d.log M,
d log M, dz, dx, dx,
, + d.zg',, (X dx + X dx, e Ko rl'r;,i:l\)
o dX dX, dX,_,
dx | dz, 7T dma
dX dz, dX, dz, dX, ., dx,
de, dx " dmde, T Tdm, da_,
Les valeurs des dérivées partielles
dx, dx,
g‘;‘ ’ ., FERER
se deduisent de Yéquation
U= z,
au nioven de la formule
du
dx, (Z;)
diz; BTN
=)
Amst on aura
dx, dx, dzx,
X 7 X‘rﬁ, et X o,
1 dur du du
= du ( d. X dz, e Ry da,_, )
(i)
A rause de
du du du
Kd X, I + X,,E— ,
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il viendra done

. {; n d n T
21 x &, xS
dr dx, dx,_,
Lo outre, on a
dX dz, dX, dx, dX,., dx,
dx, dx 71‘; dz, 7{1;,,7 ;l.z:,,___
3 _ T dX, du i dX, du dX, ., du
- du ‘) dz, dr dz, dx, +e dz, de,_,
dx, |
Or I’équation
[ du i du du
- KX ;l’;‘ -+ Xl ;1;] ...+ Xn-—-l d.l'”__;‘,) = Lxp 7[;“7
e .. . .., du .
differentiee par rapport a x, et divisée par T fournit
"Z‘V’l
1 dX dn dX, du + dX, ., dx,
Tdu’ \dz, dzx dr, dz, = dz, dz, _, )
7
du du
d.log d.leg —
dX, ) © dr, dz,
o 4 B, X =
dr, X dx - dx, +
dlog dr, d.log (ch,,
+ Koy = X
dx,_, dz,
d’ott, par la formule (3), résulte
dX dxz, dX, dz, dX,_, dx,
da, dz T dz, da, “dz,  ditn
4 ! I 4
d.log = d.log & d.log bt
dX, dzx, 'z, dx,
= +X +Xx +'--+Xn o
dx, dx dr, dr
Combinant les formules (2) et (4) avec la formule (1), on obtient
{.1 . d.logM d.log M
()_—_X(..ﬁ_l\}__;_xl ¢log M, +... . 108 s
dx dz, dx,
] d du
dlog i d.logiﬁ d.log -
dx, dx, dx,
4X — 4 X, X
dx dx, x,
dX dX, dX, dX,
S e T
dx dur, de, _, x,
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el, comme

on en conclut
dlog M d.log M

dx - dz, et "z,
dX @ dX,

dz “+ dz, et dx,,

o=X

?

formule qui, multipliée par M, se change en

. d.MX 4 d . MX, o+ d.MX,
 dr dz, dz,

Ainsi Véquation A démontrer se trouve réduite & I'équation méme qui sert & définir la
fonction M. Le lemme est donc démontré.

Avant
du du du
X a‘ -+ X] -{—i—‘;‘ +-..+X"d—xn = G,
on peut définir ’équation
[/ s 4

comme étant une intégrale premiére du systéme des équations différentielles ordi-
naires

dridx t.oidr, =X 10X, 1.0 X,
c’est ce que nous ferons désormais,

II.

De la méme maniére qu’on a déduit de M la fonction M,, on pourra de M, déduire
ape nouvelle fonction M,, puis de M, une autre fonction M, etc. Et le lemme prece-
dent fournira successivement pour chacune de ces fonctions une équation aux diffe-
rences partielles & laquelle elle devra satisfaire, le nombre des variables diminnant &
chaque fois d'une unité,

Admettons que 1 = « soit une intégrale du systéme d’équations ordinaircs

dr i dx, ....dx, =X 1 X, :.... X,
€t qu’on ait

dMX  d.MX, d.MX,
+

r dx, ) dzx,

—

ta fonction

M
M=

Zdl; >
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satisfera a 1'équation

d.MX | dMX, AM X, .,
_.;Z;__ 7, ces P .z‘,,_Vﬁ O,

oli, par le moyen de Péquation

&= z,

on suppose la variable z, éliminée de X, X,,..., X,_,, M,.
Soit #, = =, une intégrale des équations différentielles

de idz tide, =X X, ... X,

2, désignant une nouvelle constante arbitraire; et posons

M
My=

du, ) !
dz,

on aura, par le méme théoréme,
dMX d.MX, + dM, X,

dr dz, SR dz,_., =

ot X, X,..., Xaoay M. sont des fonctions de 2, x,..., &, ., la variable «, | avant éte
éliminée au moven de la seconde intégrale u, = «,,
Soient =, une troisiéme constante arbitraire et #,=x, unc intégrale des équations dif-
ferentielles
de idx ide, =X X 10X,

¢t posons

g Mo M M
YT duy, T Tdu,  du, du, du, du’
die,_, dz,_, dx,_, (l‘rn‘Z.drn~t.%—u

en éliminant x,_. au moyen de I’équation #, == «,, on aura

dMX d.M,X d.M; X, _,
dx T.Z‘l- h 7 dx/z—& -

En continuant de cette maniére, soient les intégrales successives

74} _ [ R
\5 H=u, Uy == 0yye.y Uy == Qpeny

ol 2, %i,...5 %,_» SO0t les conslantes arbitraires, et ol 1; =— a, est Péquation en », o,
Ly -y Lo qui doit servir 4 éliminer z,_;. Posons, en outre y

M

-—
du  du, du,_,

(Hl ' —(l‘rll—l drz

\h\ B']’n—l =

et Uelimination de 2., &;,..., x, étant opérée au moyen des intégrales citées dans X, X.,
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2t M,_,, Vapplication repétée du lemme que nous avons démontré nous donnera

dM,..X dM,_ X,
- =

dx dx,

i)

Or, quand les variables @, &y,..., 2z, ont été ¢liminées par le moyen des intégrales (5},
vest-a-dire de toutes les intégrales du probléme sauf une seule, il ne reste plus &
integrer qu'une équation différentielle du premier ordre et & deux variables x,, ., sa-
voir, I'équation

'8) X,dzx — Xdzx, == 0;

ot la formule (7) prouve que la quantité M, est le maltiplicateur de cetle équation
différentielle. Ce multiplicateur rendant le premier membre de 'équation (8) une diffe-
rentielle exacte, réduit Iintégration de cette équation & unc simple quadrature. De li
découle le théoréme suivant qui, par son importance et sa fécondité, a paru méviter une
denomination particuliére:

fitant proposces les équations différentielles

deide, ;. idr, =X X, 10 Xy,

soit M une quantite satisfaisant & I'¢quation

A.MX  d.NX, A.MX,
e

dx F dzx,

admettons gu’on ait trouvé toutes les intégrales a 'exception d'une seule, et repre—

sentons par

W= oy Uy T Wyyeeey Uy T Upyy

. les intégrales qui nous sont cONNUES, &, &iy-+-y %n étant les constantes arbitraires ;
» faisons servir successivement chacune de ces intégrales a I’élimination d’une variable,
» el que u; == a; soit 'équation en &, & .y Tuiy qui sert & éliminer «x, ;; le multipli-
» vateur de la derniére équation différentielle

X, dxr — Xdx,=— o
i SCrd
. M

= dn, dug_.

dx, dr,_, dx,

expression oil, par le secours des intégrales trouvées, il n'entre plus que les deux

variables z et z,. »
Ainsi est démontré le principe du dernier multiplicateur, que connaissant la quarn-

tité M, la derniére intégration s’effectue toujours par une simple quadrature.
dX dX, dX,

1) T -+ —(-E +.. 4

Quand on a
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on peut prendre M = 1; d'olt il suit : « Qu'étant propose ce systéme d’equations dif-
» férentielles ordinaires

dr L dey Lot de, =X 1 X, 1.0 X

1y

dX dX, d¥X,
i Wiy I i

dx du, o dr,

» ct dont foutes les intégrales sont connues A 'exception d’une seule, la derniére equa-

» tion différenticlle qui reste A traiter pourra toujours étre intégrée & laide d'une
» simple quadrature. »

On trouvera dans le Journal de M. Crelle(*] des développements plus ¢tendus s
ce sujet. Passons 4 application aux problémes de mécanique.

II1.
Principe du dernier multiplicateur dans les problénmes de mécanique.

Considérons les formules de dynamique relatives au mouvement de 4 points mate-
riels. Les 34 coordonnées rectangulaires de ces £ points étant
Ty Ty Tageeey Tikos
posons, en outre,

dz dx, dzg_,
‘10) d—[:xﬂ., T Bk g T e
011
n—==06F—1.

Admettons que les forces qui sollicitent les points matériels suivant des directions pa-
ralléles aux axes des coordonnces sont des fonctions des coordonnées =, x,,..., z, |,
indépendantes dn temps et des vitesses; supposons, de plus, les points entiérement
libres. Le mouvement dec ces points dépendra du systéme suivant d’équations différen -
tielles ordinaires ,

dry Ay, dx,

{rr) —d?—-xsh P == Xipprseoes ar = X,,

Xiis Xshppeeoy X, étant des fonctions de z, z,..., x;_,. Pour rendre ces formules ¢n-
core plus semblables & celles des articles précédents, posons
T =X, T == Kiperrs &y = Xy

Les formules (10) et (11) réunies conduisent & ce systéme d’¢quations différenticlles du

t*] Tomes XXVIT et XXIX. Le Mémoire auquel I"auteur renvoie est écrit en latin, sous ce titre
Theoria novi multiplicatoris systemati equationwm differeutialium valgarium applicand.. U
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premier ordre,

g de tda, Lot de, =X X, 10 X,

/

apres I'intégration duquel on pourra exprimer X en fonction de x seule et trouver le
temps ¢ par la formule

o dx
13 t—= % -~ constante,

De la ce resultat connu que, dans les problémes de dynamique, la dernicre intégrale
qui fournit le temps en fonction des coordonnées dépend d’une simple quadrature.
Mais je dis que les deux derniéres intégrales peuvent s'obtenir par des quadratures, et
gu'outre V'intégrale (13) ot il en entre une, on peut obtenir par le principe du dernier
multiplicateur une autre intégrale, savoir, la derniére intégrale du systéme (r2). En
effet, Xy, Xypry..., X, étant des fonctions de =z, z,,..., x;4_, seulement, et les
quantités X, X,,. .., Xy, étant égales aux variables x4, x4y, . ., £,y ON voit que
Ja fonction X; ne contient jamais z;, ¢t que, par suite, on a, pour chaque valeur de/,

dX;
Prala kil
e fa

dX dX, dX,

Nous sommes donc dans le cas ot I'on peut prendre M — r. Partant, dés que l'on
counaiira toutes les intégrales, excepté une, du systéme (12), le multiplicateur de I’équa-
tion différentielle restante sera donné par la formule du dernier multiplicateur en y
posant M = 1.

Le principe relatif aux denx derniéres intégrales subsiste encore pour un systéme de
points liés entre eux. Cela deviendra manifeste en écrivant, comme on va le voir, les
equations de la dynamique sous une forme convenable.

Soit 34 — m le nombre des équations de condition pour notre systéme de % points
matériels; exprimons les 34 coordonnés x, xy,. . ., &, par m quantités indépendantes

9 -5 Gmj
posons ensuite
dqi

— 'l
- qis

dt —
ja torce vive T du systéme pourra s’exprimer par les quantités
’ r *
G Yoo Guy G5 Gogerey Qo

Maintenant posons les ¢quations

dT dT dT
A Ll R

= Pp.
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lesquelles sont lincaires par rapport & ¢, ¢',,.. ., g, résolvons-les et tirons-en les
valeursde ¢, ¢',,. .., .. en fonction de Pi> Pus- . -y Py puis substituons ces valeurs
dans T qui deviendra ainsi fonction de

(/I) 7?)' e qnz, [)l’ ]}-_/,. AL ] [)m)

variables quil convient d’employer dans les problemes de dynamique. Pour obtenir les
equations qui sy rapportent, concevons que #; soit une des coordonnées du point oil
se trouve la masse my, ot que ce point soit sollicité dans le sens des z; par la force X .,
En substituant les valeurs des coordonndées x, z,,..., ay._, exprimées par q,, ¢.,..., Toms
nous obtiendrons

mXde - m Xy, dze 4+, ., .+ mypy Xy dsg_, = Q, dy+ Qudg, 4. . . 4~ Qn dq.

Les quantites Xy, Xikeiy- .- Ctant fonctions de Ly Eiy-ooy T, seulement, les quantités
Qi» Qz..., Q, seront des fonctions de qis 42-+05 ms €t les équations différentielles re-
latives 4 q,, 74,,..., Yms Pis Prree ey P §€Crivont ainsi ;

dy, _dT dp dT

T Ay R T T gy, T

g dT dp, dT

—F = [——7 Tp = - ‘l—‘ +Q2a
‘,[4/\ at P2 dt e,

L S PR S

e P, dt dgm

La démonstration de ces formules générales peut se déduire de celle que M. Hamilton
a donnée dans le cas o

m X:sk dx = m, X3k+xdx1 e g, X/z [l‘l's/c-—l
est une différentielle exacte {voyez deux Mémoires que cet auteur a insérés dans les

Transactions philosophiques, années 1834 et 1835). En éliminant 'élément dt, on les
mettra sous la forme d’une proportion, savoir,

dy, tdgy i dgn
dp tdpy il dpn

(15) _(IT.(IT. , dT
_dl—}l.(—l“z.-...}m
dT d'T
‘ -“;?;"‘Qi.....'-d—([”:—}—Qm.

On aura d’abord A intégrer les équations (15); ensuite le temps s'exprimera en fonc-
tion d’une s2nle des variables Tv Joees 4 par une simple quadrature. Recherchons
donc la quantité M qui répond au systéme des équations (15). Or, quand il s’agissait du
systéme d’équations
dr 2 de, ... de, =X : X, :...: X.,
Tome X. — Seprevpre 1845. 44
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nous avons pris la derivée de chaque fonction X, X,,.. , X, par rapport A la variable
3 la différentielle de laquelle cette fonction est proportionnelle. Et la somme des
dérivées en question étant nulle, nous en avons conclu que la derniére intégration
se réduit 2 une simple quadrature. Dans les équations (15), prenons de méme les
derivées de

dT dT dT

geery =

dp.” dp. dpn

par rapport aux variables respectives

Gtg Graeves Gmy
et les dérivées de
dT dT dT

“’;l-q“_"QH —"(’l;'z'*_Q‘-”-", "_{‘{_q;,' +Qm;

vespectivement aussi par rapport a
Pis Pieess Pme

Or la somme de ces 2m dérivées 'évanonit encore, parce qu'en les combinant deux &
deux on a pour toutes les valeurs de I'indice 7,

dT dT
{.— d | — — ;
; dp; . < dy; - Q‘> dQ,
+ = — == 0.
dg; dp; dp;

Donc étant proposées les équations différentielles (1 5) relatives 4 un systémne de points
liés entre eux, on pourra encore prendre M — 1, et par conséquent la derniére inté-
gration s'effectuera par une simple quadrature.

Quand Vexpression des forces contient explicitement le temps ¢, on ne peut plus
obtenir, comme ci-dessus, la valear de 2 I'aide d’une simple quadrature. Mais, du
moins, & I'aide du nouveau principe, on réduira aux quadratures Pintégration de
Téquation différenticlle du premier ordre qui restera & la fin entre ¢ et une des coor-
données.

Le méme prineipe s'applique aussi au mouvement d’une cométe dans un milien
résistant et & quelques cas particuliers du méme genre.



