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LTI ALTARAL AR A LIAAA VA AR A

NOTE

RELATIVE

WAV LAY

A LINSTABILITE DE L’EQUILIBRE D'UN SYSTEME DE POINTS MATERIELS ;

Par M. Juiss VIEILLE.

Considérons un systeme de 7 points matériels en équilibre, et liés
entre eux d’une maniére quelconque.

Désignons, comme a l'ordinaire, par X, Y, Z les composantes paral-
leles & trois axes rectangulaires de la force motrice qui sollicite le point
(. 7, 5) dont la masse est i, et soient
(e L=o0, M=o, N=o,..
fes équations, au nombre de 7, qui expriment les liaisons du systeme.
L., M, N,... sont des fonctions des coordonnées X, ¥y 5,y quion
suppose ne pas renfermer le temps # explicitement. Le nombre des coor-
données de tous les points matériels étant 37, il y aura 3n — i va-
riables indépendantes , et 'on peut concevoir qu’on exprime toutes les
coordonnées en fonction de ces variables.

Lorsque les forces données satisfont a la condition que fa somme

2 (Xdx + Ydy + Zdz),

¢tendue a tous les points du systeme, soit la différeéntielle exacte
d’une fonction des coordonnées . ¥ 3, x'5...5 ou, du moins, lorsque
cette condition d’intégrabilité est remplie par la somme ci-dessus, apres
quon I'a réduite 4 ne contenir que les seules variables indépendantes;
on sait que, pour les valenrs de ces variables qui répondent i la posi-
1 74 1 - ;, SN 2 he : 3 4 A y N

tion d’équilibre, la fonction des forces (C’est ainsi qu’on appelle la fonc-
tion dont 2 (Xdax + Ydy + Zdz) est la différenticlle) est, en général,
Un madcimian o un minimum.

De plus, sil’on vient & écarter un tant soit peu le systéme de cette

Fome X. — Sgpremurs 1845. 42
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position, on démontre que, dans le cas ou la fonction des forces est un
maximum, la somme des forces vives ne peut demeurer constamment
positive, qu’autant que les variables qui déterminent & chaque instant
la position du systéme restent toujours trés-petites ; en sorte que lequi-
libre est alors stable. Mais ce genre de calcul ne fait pas voir que, dans
le cas ou la fonction des forces est un minimum, V'équilibre soit néces-
sairement instable.

Lagrange a résolu cette deuxiéme partie de la question dans la sixieme
section de la Mécanique analytique, ou il étudie les oscillations tres-
petites d’un systéme de points matériels autour de leurs positions
d’équilibre. 11 y démontre incidemment Pinstabilité de Péquilibre,
dans le cas ou la fonction est un minimum.

1. objet que nous nous proposons est de donner a cette démonstration
une forme plus simple et propre 2 étre admise dans I'enseignement.

r

Nous partirons de I’équation générale de la dynamique, saveir :
[ dix dy dz .
(2) zm == 0x + d—ﬁd\.)’—}— — 9% :Z(Xd‘x+Yd‘]+ 1.0z},

et d’abord, il convient 'y remplacer x, 7, 2, &';... par leurs valeurs
en fonction des 37 — i variables indépendantes.

Soient a, 3, v,... les valeurs de ces variables pour la position d’équi-
libre, et p, q, r,... les accroissements qu’elles prennent au bout du
temps ¢ par suite d’'un déplacement trés-petit imprimé au systeme.
Ps ¢, I'y... sont des fonctions inconnues du temps ¢, dont les valeurs
sont d’abord trés-petites, au commencement du mouvement; chacune
des coordonnées x, ¥, z, &',... est une fonction connue de o+ p, B-+¢,
¥ ~+ 7y... qui ne renferme pas ¢ explicitement. Nous supposerons, pour
abréger I'écriture, que ces variables indépendantes solent au nombre
de trois.

Lorsqu’on substitue les valeurs de x, 7, z, x';... dans la somme

Y (Xdx + Ydy -+ Zdz), elle devient, par hypotheése, la différentielle

exacte d’un fonction ¢ (= - p, 8 -¢, 7+ 1}; par conséquent, la méme
substitution, effectuée dans le second membre de V'équation (2) ou les
d sont changés en ¢, donnera

Y (Xox + Yoy + L2 =dpla+p, B+ v+ 1)
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Tant que p, ¢, r auront de trés-petites valeurs, cette fonction @
pourra étre développée, par la formule de Taylor, en série trés-conver-
gente, ordonnée suivant les puissances et les produits de p, g, r. Comme
o2, {3, ) est un minimum, les termes de premiére dimension en P
¢, i seront nuls, et I'on aura

ga+p g v+ =y
+ _l'_? (Ap*+ Bg® + Cr* + 2Dpg + 2Epr + 2Fqr) + ¢,

en posant, pour abréger,

(lzq) . (12'? _ d”tlu _
= A ;,@——B, i = G,
(lz(p - {lj‘;‘ _ d?cp —F
dadf - dad ’ dfdy ’

¢ désigne I'ensemble des termes d’ordre supérieur au second, qu'il est
inutile de développer. Nous supposons que le minimum de la fonction
puisse ¢tre constaté par la considération des seuls termes du deuxieme
ordre; en sorte que le polindme (Ap® + By? +...+ 2Fqr) conserve
constamment le signe +, quels que soient les signes et les grandeurs
de p, g, r.

En prenant la variation de la fonction ¢, et omettant les termes pro-
venant de ¢, lesquels contiendraient les carrés et les produits des va-
riables p, ¢, r, supposées trés-petites, on aura simplement

0 (o ps £+ ¢y 7+ 1) = (Ap + Dy -+ Er) dp + (Dp + Bg + Fridy
-+ (Lp -+ Fg + Cr)dr.

Sion compare entre eux les groupes de termes qui multiplient dp,
7. or dans le second membre de cette égalité, on remarquera que les
coefficients des variables qui entrent dans un groupe se répetent tous
une fois dans les autres groupes, 4 Pexceptien du coefficient de la va-
riable soumise au signe ¢ dans ce méme groupe, lequel ne se répete
pas. Par exemple, les coefficients D et E du premier groupe qui est affecté
de dp, se retrouvent une fois dans les autres groupes, savoir, D dans le
second groupe et E dans le troisieme, et de plus, ils multiplient pré -
cisément la variable p dans ces groupes. Mais le coefficient A n'est pas

i)



332 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

répété. Cette remarque, qui nous sera utile plus loin, subsiste ¢videm-

ment quel que soit le nombre des variables indépendantes.
Considérons actucllement le premier membre de I'équation (2). On

a, pour chaque coordonnée, un développement en série de la forme

x =a +ap+a,qg+ar+¢,

y =0 +b,p-+byqg+br+u,
2 =¢C 4+Cp+Cyq+cyr+0,

x'=a +a\p+ag+a,;r+ ¢,
etc.;

&, %, 6,& ... désignent I'ensemble des termes du deuxiéme ordre et des
ordres supérieurs. Les coefficients @, a,, da,,..., &, b,,... etc., sont des
constantes données.

diz dy dz
det’ At de
dy, 0z; et 'on négligera les termes qui proviendront des restes &,

On en déduira les valeurs de =2 , et aussi celles de dx,

0, 6 - fans 1 duits 22 oz, T oy, et :
%, 9., parce que, dans les produits —= .x', 'y, etc., ces termes

ltz
introduiraient les carrés et les produits de p, g, r, et de leurs dérivées.
que nous sommes convenus de négliger. On aura ainsi

dxr ,dp , d*q , Ay
Z’”(dﬁ .7‘—}—7!—26\]‘—!———6\) <A pTE D;l,—[—;—FE—‘—[F o'

+ (D' PN R, (o ) g + (E' ST (o (%) or,
en posant

Zm (ai + b} +c3) = A/, 2’" (a,ay + b,by + cycy) =10,

Zm (@2 + b +cl)="1, Zm (ayay + b6y + ¢,c,) = E,

Zm (@t + b2 +c3) = C, Zm (@yy + byby -+ cy0,) = T,

1l y a, sur la composition des groupes qui multiplient dp, dg, dr dans
le deuxiéme membre de I’équation ci-dessus, une remarque analogue
a celle que nous avons faite plus haut. Chaque coefficient se trouve
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repété denx fois, a Vexception du coefficient de la dérivée de la va-
riable soumise an signe ¢ dans le groupe que {'on considere. Ainsi, par
exemple, les coefficients I’ et 7 du premier groupe en dp se retrou-
vent, 'un dans le deuxiéme groupe, 'autre dans le troisieme, etils y
multiplient précisément les dérivées de la variable p. Ce fait est génc-
ral, et a lieu quel que soit le nombre des variables indépendantes.

Les deux membres de Uéquation (2) étant ainsi transforinés. on
devra ¢galer séparément les coefficients de chacune des variations in-
dépendantes dp, dy, ¢r, que ces deux membres renferment. 1l en ré-
sultera des équations linéaires a cocfficients constants, en méme
nombre que les variables indépendantes p, ¢, r, et propres i déterminer
par approximation ces variables en fonction du temps, du moins tant
qu’elles resteront trés-petites.

Ces ¢quations sont ici au nombre de trois. savoir :

] I(ll]) ’(l)(/ I({Qr .
v — Y= — AP — g — Lr = 0.
A+ D+ B A\p — Dg r=o,
s d*p d? dir
3\’ S A T _ Ty ——
{ Do+ B+ F o~ Dp—Bg —TFr=o,
, A g S ir . . e
B —= Ym0 —Ep—Fg—Cr=o.

En rapprochant les deux remarques que nous avons faites ci-dessus,
on peut dire que tout coefficient de I'une de ces équations se retrouve
dans 'une des autres, a 'exception des deux coefficients relatifs a ja
variable p dans la premiére équation, & Ia variable ¢ dans la deuxieme,
a la variable r dans la troisicrue, lesquels ne sont pas répétés. De plus,
les coefficients relatifs & une variable, et susceptibles de répétition,
dans I'une des équations, deviennent, dans les autres équations, coel-
ficients relatifs & la variable pour laquelle il n’y avait pas répdtition
dans I'équation d’oti 'on est parti.

Nous allons maintenant démontrer que, dans le cas ou la fone-
tion ¢ est un minimum, les valeurs de p, ¢, r, qui vérifient ces équa-
tions, ne sauraient demeurer toujoul‘s tl’{‘:s-petites, quel]e qu’ait été
lenr petitesse dans lorigine. 1} en faudra conclure que 'hypothése d’un
mouvement oscillatoire dans lequel les points du systéme resteraient



33, JOURNAL DE MATHEMATIQUES

toujours tres-voisins de leurs positions d’équilibre, est inadwissible , et
par conséquent que P'équilibre est instable.
On sait u’on satisfait aux équations (3) par des valeurs de la forme

p=FkHsin (¢ vp—h), q=kTsin(¢yp—h), r=~kHsinlz Ve — R,

H et /2 étant des constantes arbitraires, et Uon a, pour déterminer ¢ et

les rapports K%a T”a les trois équations
p Ak -+ DR — Bk + (Ak + DA+ EBA") = o.
4 p(Dhk+B A& +FE") 4+ (DL + BE + FA”) = o.
P(E’A—‘l—F/IL, e C,/:"”> + (EA e FA./ - C/\" — 0

, . I -
De deux d’entre elles, on déduira les valeurs des rapports —» -
i

sous forme de fonctions rationnelles contenant la deuxieme puissance
de p. et la substitution de ces valeurs dans la troisieme équation four-
nira une équation en ¢ du troisieme degré. En général, ceite équation
en o sera d’un degré marqué par le nombre des variables qui servent
a déterminer la position du systeme. A chacune des racines de cette

7.7 1

) . . A
equation correspondra un systerre de valeurs des rapports T ion
3 7

i
pourra prendre, pour lasymétrie, £ égal au dénominateur commun de
ces rapports. De cette maniere, on aura trois systemes de valeurs par-
ticulieres pour p, ¢, r. et il ne restera qu’a en faire la somme (en af-
fectant dans chaque systéme les constantes arbitraires H et 7 d’un ca-
ractere différent) pour avoir les intégrales générales des équations (3).
Quant aux six constantes arbitraires, on les déterminera au moyen des
dp dg dr

valeurs donn¢es de p, ¢. r, 7" oor 7 pour t=o0; comme ces der-
de " dr " de

nieres sont supposées trés-petites, il est visible que les valeurs de H le
seront aussi: et, par suite, les valeurs de p, ¢, rseront trés-petites, du
moins au commencement du mouvement, ainsi que cela devait étre.

Or, sans prendre la peine de composer I'équation en g, on peut
s'assurer aisément quelle n’aura pas de racines réelles et positives ; et
cela suffira pour prouver Pinstabilité de 1’équilibre. Car alors les va-

leurs de v étant toutes imaginaires. les sinus qui entrent dans les



PURES ET APPLIQUEES 335

expressions de p, ¢, r se transformeront fous en exponentielles réelles .
et, par suite, les valeurs générales de p. ¢, rse composeront de termes

de la forme
(Rew: + Se—ot),

ou nous désignons par w P'une des valeurs de V"_——p—, et par R et S des
constantes qui dépendent du déplacement initial du systéme. Si R n’est
pas nul, le terme ci-dessus finira par croitre indéfiniment avec z. Ainsi,
i moins qu’on ne suppose le cas tout a fait exceptionnel d’un déplace-
ment initial présentant cette circonstance singuliére que tous les coef-
ficients, tels que R, des termes 4 exposants positifs, soient nuls, on
sera certain que les valeurs des variables p, ¢, r cesseront détre tros-
petites au bout d’un certain temps. Le systéme tendra donc toujours i
s’¢loigner davantage de sa position d’équilibre, quel que soit I'ébran-
lement initial; sauf toutefois le cas unique que nous venons de signa-
fer, et ou I'analyse précédente ne permet pas daffirmer qu’il y ait
instabilité.

La question est ramenée & prouver que 'équation en ¢ n’a pas de
racines réelles et positives; a cet effet, nous allons mettre les équa-
fions (4) sous une autre forme: désignons par T ce que devient la
demi-somme des forces vives des points du systéme, c’est-i-dire la
. . 1 dz? dy? dz?
fonction 5 Zm <Fi? + I
par les valeurs suivantes :

\) quand on y remplace do dy
L) 1 ¥ k2 Sy o . .
; v ! dr’ dr e

2 _
i]—f =a,k+ ay,k’ + a, k",
l 7 "
T= bk + bk + byk”,
d A ~ )
—=c/k—+ ok + ¢k,

nous aurons
T = L (A4 -+ BA"? + CE"® 4 aD'kk’ + 2Bkk" + 2F h'4" ),
Soit encore V ce que devient le polyndme du deuxieme ordre de Ia

fonction des forces, c’est-i-dire { (Ap® + Bg? +-...), quand on y rem-
place p, ¢, r respectivement par &, k', k", en sorte que

V = L (AR? + BA" + CA™ + oDkk' + 2Ekk" + oFk'A" ).
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Il suit des remarques que nous avons faites sur la composition des
équations (4), que les coefficients de p dans ces équations ne sont autres
que les dérivées partielles de T relatives a &, k', £”, et que les groupes
indépendants de p ne sont autres que les dérivées partielles de V re-

tatives aux mémes quantilés, Les ¢quations (4) peuvent donc s’écrire
ansi

d'T 4 1A% — o
Far Tar T
4T dv.
Ca Tt ar T
dT - AV
£ T e 0,

et si on les ajoute, apres les avoir multipliées respectivement par &, A,
k”,..., on aura, va que T et V sont des fonctions homogenes
deuxieme degré .

.v - "
¥V = ¢ ) = —
e T+ g, dou T

Cette formule renferme la démonstration de la proposition énoncée. En
effet, remarquons que les valeurs réelles de p doivent correspondre a
des valeurs réelles de &, k', k"5 et qu’en supposant £, K, i réelles, les
fonctions T' et V sont essentiellement positives, savoir: la fonction T
par sa définition méme, puisqu’elle provient d’une somme de carrés
de quantités réelles, et la fonction V & cause que ¢ (, 5, 7) est un mi-
nimum. Donc les valeurs réelles de p sont négatives.

il nous a suffi, pour établir Pinstabilité de I'équilibre, de démontrer
que Péquation finale en p ne saurait admettre de racines réelles po-
sitives.

M. Sturm a soumis les racines de cette équation a une discussion
approfondie. Apres avoir établi que toutes ces racines sont réelles et
inégales (ce quavait déja fait Laplace, d’une maniere moins simpl¥,
dans un chapitre de la Mécanique céleste), M. Sturm a fourni le moyen
de les séparer, et a fait connaitre plusieurs propriétés remarquables
gu’elles possedent. Un extrait sealement de ce Mémoire important «
#té inséré dans le Bulletin de Férussac (octobre 182q).

et S RS ———r—



