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NOTE
SUR L’ INTEGRATION DE I’EQUATION DIFFERENTIELLE
A Ao+ Ay) (wdy — ydx) — B+ B + By)dy + (C+ Cax + Cy)dr == o:

Par M. LEBESGUE.

I équation qui fait I'objet de cette Note a été traitée d'une maniere
fort ¢légante par M. Jacobi (Journal de M. Crelle, tome XX1V, page 1).
Voici comment Pillustre auteur résume sa méthode :

« Etant donnée I'équation différentielle
A+ Al + ATy} (edy — yda) - B+ Ba + By)dy + (C+ Cax + Cyjdx =o.
» 1l faudra résoudre I'équation cubique
A L) (B —2) (C"—Z) —B'C'(A—Z)— CA” (B'— Z) — AB(C'— Z)+ A'B'C + A" BU = o
» et si, en représentant les trois racines différentes par %, %, 2", on
» posc, pour abréger,

BC'—B'C=D, CA—CA=Ty, AB —A'B=D", B+-CU=L.

» lintégrale complete de I'équation diftérentielle proposée sera
[D—E)l +2* + D'+A'%) a+(D'+A")) y]"—

XD —EN + X2+ (D'+AX) e+ (D"+A"N) ]+ = constante. -

D —EX 4 R4 (D AN e + (D7 A"y

On peut se demander ce que devient cette formule pour le cas des
racines égales, et comment on peut la mettre sous forme réelle quand
elle est compliquée d’'imaginaires. Pour le cas des racines inégales et
sous la relation

D/)AII — A,” DI’
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comine on a
D+Ad=o0, D+ Ar=0, D—E)l+ 3= o0,

il faut encore modifier la formule. L’auteur n’étant poiut entré dans
ces détails plus longs que difficiles, J'indiquerai une méthode qui, dans<
tous les cas, et par la résolution de I'équation cubique doxnée plus
haut, conduit 4 Pintégrale sous forme réelle. Elle se rapproche bean-
coup plus du moyen employé par Euler pour séparer les variables
dans I'équation

Jydx{c +nx)—dy(y + a + bx + nx*) = o, Pdxr — Qdy = o.

ol

nx (xdy — ydx) + dy (y + a + bx) — cydx = o.

Euler pose

ce qui conduit & 'équation

du . da ]
ulna +c—be—b—acju—+ul = (c4-nx)ia 4+ ba 4+ nat)’

mais il ne fait point remarquer qu’en posant

w— ¢ = ny,
il en résulte

v . da
(¢ no) (a + bo - not) - (¢e+ nzj{a+ b 4 nxty’

de sorte que l’intégration dépend uniquement de la résolution de
Péquation cubique

(¢ + nx)(a+ bx + nx?*) = o.
Pour I'équation plus générale
A Na + Ay)xdy — ydz) — (B+Bax + By, dy+(C+ Ca + Cyide — o,
on posera d’abord

A+ Ao 4 A"y = e,

et Iélimination de » conduira a une équation qui peut se mettre
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sous la forme
dr  oux - pr-+qu—+9 I
du  anto Fa-tqyut o 6

5 (Oﬁ = A”Z).

3
Lette equation se traite préciscment comme celle d’Euler, en posant

2 P
= =
Q
ce qui donne Péquation 4 variables séparées
dz
Erad—p (20 —v') s + (B — Py’ — F'y + ad') 2 — (ad — By

(2477
T owwal(p ) (fy — By o ut G5 —

Quand on n’ani 2 = o0, ni f’ = o, en posant

au + £ = f'w,
on trouvera
dz dw

bo I’
pr= e — =) 2 (B — fy — By ad)z — (a0 — )
et de méme, en posant
ow + = iz,
on trouvera
dw _du

o gu’
gu=a’u’ +a(f+ )+ (fy— vy + ad)u + (6'— [0
Ainsi Pintégrale dépend de la résolution de I'une des équations
¢z = 0, gu=o.
La derniere revient précisément a I'équation cubique donnée plus

haut.

Il y a quelques cas en défaut, mais pour lesquels les variables se
séparent sans difficulté, etla résolution de gz = o suffit toujours pour
la détermination de Pintégrale.

I’équation différentielle

A+ Ax + Ay)(xedy — ydx) — (B+Bx+By)dy + (C+ Cx +Cy)dx =0
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n’est pas réduite & la forme la plus simple; on pourrait prendre

)
YIG

{a -+ a’y)(ady — yda)+ b+ b 1 Oy dy + (¢ +cx c'yyde = o;

c¢est pour la symétrie des calculs et du résultat que Pauteur a intro-

duit un coefficient surnumeéraire et pris convenablement les signes.

Si Ton se proposail ce probléeme: Quelles sont les équations de la
forme

e {Ax® -~ Bay +-Cy*+ Dy + Ex+F) -+ dy (AN'a? + By +Cy2 4+ Dy + e 17—

¥

qui peuvent avoir une intégrale de forme
(4 B+ P of + o+ ') (o + Ela+y"y)y" = constante,

on serait conduit 4 un systeme de douze équaiions qui déterminerair
@ (j o« x6, Y , , ) )

les rapports =, 5 £, iy w0 = - par le moven d’une equation du troi-
T T 7 .

sieme degré et d’autres de degré inférieur, et qui donnerait, en outre .
des équations de condition entre les coefficients A, B, ete., A B, elc,

Ces ¢quations de condition n’existent plus pour l'équation

~2

daiday + By 4 Cy -+ Do + F) — dy (Ax® + Bxy + Cy+ D — F — ¢
Ay 4 4 , ¥ " J

b
et les équations définitives prennent une forme symétrique quand on
choisit Yéquation différentielle de M. Jacobi; Panalyse méme indigue
Pintroduction d’un coefficient surnumeéraire, car on obtient finalement
huit équations qui se simplifient quand on partage 'une delles en
deux autres. Nous ne mettrons pas ici ce calcul, assez élégant, parce
que la méthode indiquée plus haut est plus simple et plus générale.



