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MEMOIRE
SUR QUELQUES PROPRIETES GEOMETRIQUES ,
RELATIVES AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES;

Par M. Wiiam ROBERTS.

Un savant géomeétre, M. Gudermann » qui est i"autear de plusieurs
Mémoires intéressants publiés dans le Journal de M. Crelle, a con-
sidéré, parmi d’autres questions, la rectification de la sphéro-co-
nique, courbe produite par Uintersection d’un céne du second ordre
avec une sphere, dont le centre est le sommet dn cone. 11 résulte de
P'analyse de ce savant, qu’on peut toujours représenler une fonction
elliptique de troisiéme espece par un arc de cette courbe, si le para-
metre est circulaire; mais il ne parait avoir donné aucune représenta-
tion de la fouction II logarithmique, ce qu'il regarde comme une ques-
tion un peu difficile. Voici ses paroles : « In applicationibus analyseos
» ad geometriam , imprimis sphericam et dynamicam, rarissime inci-
» dimus in integrale quod sit natura hyperbholica, frequentissime vero
» incidimus in integralia que sunt cyclicae. » (Journal de M. Crelle,
tome XIV, page 169.) Quelques anndes apres les recherches de M. Gu-
dermann, j’ai démontré, dans ce Journal , qu’on pouvait représenter
toute fonction elliptique (au moins avec I'aide des transformations mo-
dulaires dues 2 Lagrange et 4 M. Jacobi) par les arcs de la courbe
tracée sur une surface sphérigue par un cone du second ordre, dont le
sounmet est situé sur la surface, et dont un des axes principaux exté-
rieurs passe par le centre. Je me propose, dans ce Mémoire, de réunir
ces différents résultats, et de faire voir ('on peut exprimer I'arc de
Uintersection d’une sphere avec un c¢éne du second ordre, dont un
des axes principaux passe par le centre, quelle que soit 1a position de son

Toime X, — Aoct 1845. 38
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sommet, par les fonctions elliptiques. J’ajouterai aussi quelques géne-
ralisations des propriétés de la lemniscate, qui, dans les recherches de
ce genre, mérite d’étre étudiée avec attention.

Remarquons d’abord qu’il ne sera nécessaire de considérer que le
cas ou le sommet du cone est dans I'intérieur de la spheére, ce qui,
sans diminuer la généralité du probléme, simplifiera beaucoup la dis-
cussion de l'intégrale résultante.

Car, soit

Ax? +By* +(z— 2P =o
I’équation d’un cone qui coupe la sphere
x2 +]«2+z2: I,

dont nous prenons le rayon pour unité; on verra sans difficulté que
Ja courbe d’intersection de ces deux surfaces sera située aussi sur le
cone dont Péquation est

! 2
A'x? +— By + (z - Z—I,> = o,

ou
A,_A+z’2—l B,___B+z”—1

zlz Z/ﬂ

Cela posé, soient o et 8 les compléments des demi-angles principaux
du cone, et z’ la distance de son sommet au centre de la sphere; on
aura pour Péquation de cette surface, en supposant que I'axe inté-
rieur passe par le centre,

2 2 -2 2 - nf\2 .
x*tang® o + y*tang® 8 — (z — 2/’ = o:
substituant pour x, y, z leurs valeurs en p et », coordonnées po-

laires de la sphére, on trouve pour 'équation de l'intersection

86¢7 x COS*w -+ séc? Psin’m . , 2z’
(@) P sin® p -+

TaCosp=1,
lorigine étant le point ot Vaxe des z perce la sphére, et 'angle o étant
compté & partir du grand cercle situé dans le plan des xz.

Si 'axe du cone qui passe par le centre est un des extérieurs, ’équa-
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tion de cette surface sera
x® — y*tang® § — (z — z')*tang®*a = o,
et celle de la courbe d’intersection

\ séct o — séc? Bsin’w . 23z’
b ! sin® p +——
(o) (1 + 2" tang* « P 1432

COspg = 1I.

les équations (a) et (5) sont toutes deux comprises dans la forme plus
générale

) Q sin® g + sin 26 cosp = 1,
ou Q désigne une fonction quelconque de w, et § une constante.

Nous considérerons d’abord cette équation plus générale, 4 cause qu'il
’ q

existe pour toutes les courbes qu’elle représente une formule de rec-
tification trés-simple.

Ia différentiation donne

49— 40 +-sin?20 dp*
Q' do’

sin*p =

en désignant par Q' la fonction dérivée de Q. Donc, s étant Varc, si'on
substitue dans I'équation connue

. de*
ds = \/sm2 P+ dw,

ds — 497 4+ Q"— 40 4 sin? 26
_ 402 — 40 +sin® 2.6

Mais on a, par I'équation (c),

on aura

sin p do.

€0s 6 YO — sin*0 = sin 6y — cos* ¥

sin g =
e Yo

et identiquement,

40 — 4Q + sin® 20 = 4(Q — sin?6) (L2 — cos*§);

done

J cos sinb V4P 4- 21— 40 1~ sin? 20 /
ds = (- * — de.
V@ — cos’d VQ —sin®f 24

Ainsi, en désignant par s,, s, les arcs que U'arc vecteur, correspondant i
38..
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I’angle polaire o, détermine sur ia courbe, on aura

" Qi 07— 0 Y sin’26 d,
8y + 8, = cos G for+ 49 +-sin’ 2 =,
D—cos?O Q

4024 0" — £0 4 sin? 2§ d
o= sing [/ FEEL = a,
L — sin2§ o

Failsons maintenant l’application de ces formules aux courbes dont

(d

nous nous occupons. Si 'on met pour Q sa valeur tirée de Péqua-

tion (@), on trouvera, 4 cause de z’ = tang 0,
2 ; p —+ ¢ tang’ v
A5 + 8) = —= ~ - Fom £rd é_ do.
Vi3 séc’ % cos* o + $€¢7 B sintem 7+ tanb ™
en faisant . pour abréger,
_ (s¢?a—2z") tang’a — (séc?6 —2"%) tang? &
4I—|—z'”) (1+z")
;_ tang'a , __ tang®f 6
T oz 1 Tz

Pour la réduction de cette difféventielle, il faulra prendre un angle - .
tel que
Vg tang » = \/p cotang ¢,

ce qui donnera

) . sin 2 (séc? f— 2" i dy
(l(s, Sy = - — = — =l o
tang o \séc' 2 — z/2 L+ Asin’g /7 — k*sin® 4
ou
tang? f§ — 2" sin* 5 2 lang® @ — tang: f
= —3 —_—— . T T —— .
tang® o« — z'?sin’ o sée? o — 2”2

Donce, si Pon compte s, et 5, du grand cercle qui est perpendiculaire
a celut duquel on a mesuré I’ angle o, on aura, en employant la nota-
iion des fonctions elliptiques,

. sm 2f (se(‘2 B—2z"

§, -+ 8 210 (1, A, o).
— 2

tang a \/SL d
On trouvera de méme, ponr la différence des arcs,

2z i
\, T - 272 $0C7 w 08T o) -+ séc? G %sintun /) +r/ mng ™

v,

Wy
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les quantités p, ¢ ayant les mémes valeurs que dans la somuwe, et p,,
1 VAL

seciy — z'v S(*sz—~/:
- &)

v iz
pour o sa valeur en ¢, et faisant les réductions convenable

¢, €tant respectivement égales a Substituant

z't

$, 0L aura

equation dans laquelle le parametre 7z st le meme que dans la somme,

ot on k2 = Ex T g p
tang? =

Il est évident qu'en supposant o > 5, les quantités A el h, seront
plus petites que I'unité. Done, un grand cercle passant par
des branches opposées de la conrbe déterminera sur el
dont la somme et la différence seront exprimables par les fonctions
elliptiques de troisieme espéce, dont les amplitudes et parametres
sont les mémes, mais dont les modules sont différ
sera toujours de espece circulaire. les périme
branches seront respectivement

les centres
les deux arcs

ents. Le parametre
tres entiers des denx

2.51n 20 sec’ § — 278 427 sin’ & s_é‘c-'r'i—_a"" o
2 P‘Jﬁ_ﬁ’ 0 (n, k) + 200 sccrfp - S 1in, ko,

T AT PR 2
tang « y/séc*x — z tang o SeCa — 2z

2sin2f (sec’ f —z %) 0 e b 4z’ sin‘ & \/ ;
i A (n, A" -

tang « \sec? 3/
o ysécla —2

eL. par consequent, pourrout s’exprimer par des fonctions de la pre-
miere et de la seconde espece. (Traité des fonctiorns (?lliptiques_, tome 1.
chap. 23.)

Si 'on pose z’ = 0, on retombe sur

le cas de I'ellipse sphérique,
dans lequel les deux arcs sont égaux ; si le sommet du cone est syr la

surface, 2z’ = 1 et le second arc s, disparaitra.

Passons au cas dans lequel un des axes extérienrs du cdne
diametre de la sphére. Pour cela, il faut substituer dans
tions () la valeur de Q tirée de Péquation (

est un
les ¢qna-
c); il en résultera, pour
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la somme des ares,

. Ty T 2 _.__...————_rz_ ’
(e) d(&—ksﬁ: 2\/I—I—z tang’® o \/P"‘qtan‘o“’dw

séc? o cos? w -+ (tang’ @ — tang? B)sin’w Y p/-+¢'tang’e
ou
{1 —z"sin’a)cos’« __ [tang® p — (1 — z"*) tang’ «] tang’ §
P = (14 2%sint ’ - (1 + z"*) tang' =
, r ,_ —tang'
P = e’ = oo anes
(r +2")tang’« (14 z")tang’«

Soit d'abord la quantité ¢ positive, c’est-a-dire soit
tang 8 > V1 — z’* tang oz,
et faisons
Vg tang » = yp tang ¢,

ce qui donne

. ap V1422 sin « dt
d{s, + &) = rY . - ! BN
/ t. 12 pp e y?2 L — P .
vap . [p( ang o tang® f) _ ]] sin‘z \/u‘ _qr !I)!ﬂ Sin ¢
q sce” qp

F oan .
Puisque la quantité ZB——I}?M— est plus grande que I'umté, il faudra en-

ployer une seconde transformation, en introduisant un nouvel angle «.
tel que

Vqp — pg sin £ = \/&F’ sin ¢
alors, apres quelques réductions, on obtient

atang z cos f (1 — 7% sin? &)

§, 8y, = (n, k, ).
1 2 tang b (n, Kk, ).
ou
, . Ltang® o
== —1 +1—2%sin*a) —>->
; /tang® 5
et

k* =sin® 8 — (1 — z'*} tang® o cos® f3.

On a aussi

¥ "y1 + 2" tang? T o tangt s
tj) (l(s,—s2>:23 \/1+z dngz\/p -+ ¢ tang )du),

séc? z — séc*Ssin’e pi g, tang® w
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ou p et q ont les mémes valeurs que dans l’expression pour s, +s,, et
ou
__1—12"%s5in% . tang®f — (1—2"%) tang®a
P T 42 sinte 7= (1+2") tang* «

Posant

Vp tang © = yq tang ¢,
et ensuite
sin ¢ == sin f3sin ¢,

on obtiendra enfin

. R 1— z"%sin%a . \
§) — 8§, = 2z’ sin & cos 3 \/tangzp— g 11 (n,, sin 3, ¢

ou
tang’oa —tang*@ — z/2sin’ & tang’ «

= tang® P — (1 — z’%) tang® «

La courbe, dans le cas qu'on vient de considérer, est composée de
deux branches fermées égales entre elles, et Pangle 23 est le supplé-
ment de celui que forment les tangentes menées du centre, comme on
peut aicément s'en assurer en se rappelant I'équation (). Les deux ares
$y Sy sont situés sur la méme branche, et on les détermine par un
grand cercle, issu du centre, qui la coupe en deux points.

T , N el . )
La plus grande valeur de o, (5 — ﬁ), répond a ¢ — ~» ce qui montre
que le périmétre entier s'exprimera & I'aide de la fonction compléte.

La plus grande valeur de ¢ est arc (cos =1 — 72 ?Eg:f)
ang

La fonction II se réduira a une fonction de la premiere espéce , dans
les expressions pour la somme et la différence des arcs, pourvu gion
ait

2?2 — w‘_’g@.
sin’ a tang® «

Lorsque cette relation existe, la courbe jouit d’'une propriété remar-
quable, savoir, elle est le lien géométrique du sommet d’un triangle
sphérique, dont la base est donnée, et on le produit des sinus des

demi-cotés est constant et plus petit que le carré du sinus de la qua-
trieme partie de la base.
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En effet, soit ac la base d’un triangle sphérique, dont les cotés a, b
satisfont 4 la condition dont il s'agit; on aura, X étant un angle con-
stant,

(t —cosa; (1 — cosh) = (1 — cos ¢)*sin? A.

Si Uon exprime cosa + cosb ot cosw cos b par les coordounées po-
laires dont Porigine est le milicu de Ia base, on obtient, pour I'équa-
tion du lien cherché,

I — sin?esin’ o cos ¢

sin® o +

" — COS 0 —=— 1.
2coset-sin® £ e cos’h COS ¢ —— 28in” 3 ¢ cos*: e

La forme de cette équation coincide évidemment avec celle de I’¢qua-

tion [5), et si on les identifie entre elles, on en déduira les équations
suivantes :

(14 z*)sin® z = acos ¢ + 4sin® L

1

2]
1+ 2 tang? e cos® Ssin® ¢ = acosc + 4sin® |

L, .1 2005¢ -4sinficeosth
Tt gt 7T Cos ¢

Des deux premiéres on tire
Cos o = sin ¢ ¢cos 5,

et de la premiere et de la troisieme,
z’ sin? ¢ == cos ¢;
dounc, en éliminant ¢, il résulte

_se _ tang'a — tang'f
Z T e s

sin® % tang® «

ce qu’il fallait démontrer. On parvient ainsi, dans la géométrie de la
sphére, & nn résultat qui a une frappante analogie avec le beau théo-
reme de M. Alfred Serret, sur la rectification de Pellipse de Cassini,
qu’il a publié dans le tome VIII de ce Journal, page 145.

1l suit de ia propriété bien connue des fonctions I, que larc par le-
quel le demi-périmetre excéde la somine des arcs s, et s,, représente
la fonction qui est complémentaire & celle qui exprime la valeur de
§y -+ g
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La courbe g3nérale (&) en comprend une autre qui jouit d'une pro-
priété analogue, savoir, d’étre le lien géométrique du sommet d’'un
triangle sphérique dont la base est donnée, et ou le produit des tan-
gentes des demi-cotés est constant et plus petit que le carré de la
quatrieme partie de la hase.

L’équation de ce lieu s'obtient sans aucune difficulté, et ’on peut
identifier avec (8, pourvu qu'il existe entre les angles principaux du

cone et la distance de son sommet an centre de la sphére, la relation
sulvante :

or2 __ CO8'L— cos’asin’f
- sin’ x cos* f
Substituant cette valeur de z’ dans le modul

e de la fonction par laquelle
Ia somme des arcs §, et s, s'ex

prime, on pourra voir qu’il se réduit
simplement i cos {3. Done, dans le cas dont il sagit, les fonctions ellip-

tiques qui expriment respectivement la somme et la différence des ares
£ el s,, auront des modules complémentaires : le plus grand appartient
a la différence, et le plus petit 4 la somme ; ce qui est encore analogne
A une autre partie du théoreme de M. Serret.

Lorsque le cone est de révolution yona a=f, etle parametre , dans
les deux fonctions qui expriment la somme et la différence des arcs
devient ¢gal au carré négatif du module; par conséquent, ces fonc-
tions seront réductibles aux transcendantes de Ja seconde espece.

L’expression pour la somme des arcs sera, dans ce cas,

/ Tagiin Sl
V1—2z"sin*fsintg

. ?sin?f sing cos
Si + 8§ = acos [E(z’sm 3, o) — u’ii—?],

et, pour la différence,

YA . sin® B sin cos-y

$1 =S =2v1—2"sin* B |E(sinf3. ¢) — ~4E‘~j‘.4-— :
V1— sin® B sin®

On déduit aisément, de la formule bien counue

pour la comparaison
des fonctions E,

que Tarc par lequel le tlemi-pamlnétre excede |a
somme de s, et s, aura pour valeur 2 cos SE (z'sin B2, o, étant
donné en ¢ par la relation

-

{(1— z"? sin? £ tang ¢ tan

Tome X. — Acur 1845.

3?121
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11 nous reste & examiner le cas ol ¢ est négatif, c'est-a dire ou
tang 8 < 1 — 2 tang a.
Faisant alors, dans I’équation (e),
\/‘f—"?]' tang o = VP sin £,

et ensuite

V;;)(? sing = y— gp’ sin g,

on obtient finalement, apreés les réductions nécessaires,

28N « T — A’%m
Sy Sy = \/1 — z%sin® \/ q’
tang @ 1+ 2 sm 9
ou )
o e [ 4 Sin‘la') 2 (I——-Z"'“') tangﬂamtanglﬁh
sin® f (1—7) tang'a + 1

Pour la différence des arcs, faisons, dans I'équation ( f),
Vg tang o = \Vp, tang ¢,

il en vésultera

. 1 —z sty V1 — cos? pwﬂp
S, —— $g== 2z7'sin & 2 ly,
! 2 \/(1 — 7/ tan( 52 g — t'mfr”B f 1+ 72,sin?

22 sin* wséc? fB
tang? 8

ol

n, =

72y o 2 .
(1—z* ) 1ang’a

Dans le cas ot ¢ = o, ¢’est-d-dire ou

tang S = 1— 2" tang « ,

les arcs uic dépendront que des fonctions circulaires, comme on pourra

le voir en se rappelant les équations (e) et ( /).

M. Gudermann a démontré que Paire sectorielle d’une ellipse sphé-
rique §'exprime par une fonction elliptique de troisiéme espece a4 para-
metre circulaire ; nous allons faire voir que l'aire de I'intersection d’un

come du second ordre avec une sphere, dans le cas le plus général
quon vient de considérer, ne dépendra quc de transcendantes ellip-

Hques.
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Pour cela, il faut se rappeler la formule connue pour la différentielle
de I'aire A d’une courbe sphérique en coordonnées polaires, savoir,

dA = 2 sin? 4 p .
Substituant pour p sa valeur tirée de I'équation (¢), on trouve, pour
l'aire indéfinie,

sin 20 &= V{0 2 0 T sint oh
A’:“)_‘%f Vi m d .

Mais, dans e cas dont il s’agit, ) est une fonction linéaire de cos 24
b2 2 ¥

et si 'on fait cos 260 = 1, on aura une expression pour A du type sui-
vant:

A = Larc (cos = ll) -+ /'S‘_iﬂ 20 \/;1[;17'4:—('“2 e

ct+Su o o

@, b,... étant des coefficients constants. Cette expression est éviden-
ment réductible aux fonctions elliptiques.

Le cas particulier de notre courbe ou le sommet du cone est si-
tué sur la surface de la sphere (dont jai discuté la rectification avec
quelques détails dans le tome IX de ce Journal ) est lié, par des rela-
tions intimes , avec I'ellipse sphérique. C’est ce que je vais montrer par
les considérations suivantes.

Prenons le centre de la sphére pour le sommet d’un céne semblaly]e
au cone donné et semblablement placé; la sphéro-conique produite
aura un centre verticalement opposé au sommet du cone donné,
et elle divisera en parties égales les arcs des grands cercles qu’on
mene de ce centre & notre courbe. Cette derniére, regardée sous ce
point de vue, fournit une analogie remarquable avec lexpression de
Iaire totale de Pellipse plane, et qu'on ne tronve pas dans le cas de
Vellipse sphérique. En effet, 1'équation d’une ellipse sphérique, dont
les axes sont o et 3, étant

I COs® o sintes

sin?p " sintlq sin?tg’
celle de notre courbe sera

1 costo sin?

- .
sin®i o sin’+z sin’+ 5

3g..
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d’ot P'on déduit, pour la valenr de I'aire comprise entre et un grand
cercle qui fait angle o avec o,

ey sin’{ Bcos®w — sin’ ¢ « 5in’ w

sin§ «sinf B arc(cos = —— S — )
= sin®4 « sin® @ -+ sin® ¢ f cos®

Faisant w = {x, et multipliant par 4, on trouve, pour I'aire sphérique

entiere que la courbe comprend ,
frmsin Lasinf f.

[l existe un autre procédé pour dériver la méme courbe d’une

sphéro-conique , lequel indique une analogie entre elle et le lieu
‘géométrique des projections orthogonales du centre d’une section co-

nique sur les tangentes.

Pour le faire voir, il est seulement nécessaire de rappeler les ex-
pressions pour un arc perpendiculaire, abaiss¢ du centre d’une
sphéro-conique sur un grand cercle tangent, qu’on doit aux géometres
qui ont traité des propriétés de cette courbe. En effet, soient a et 5 les
demi-axes d’une ellipse sphérique, et mun arc abaissé du centre perpen-
diculairement sur une tangente, et faisant un angle » avec o, on aura

tang® = = tang® o cos® » + tang?® 3 sin® v.

Mais si 'on regarde la sphéro-conique comme une hyperbole, il tau-
dra la rapporter a la projection de P'un des axes extérieurs sur la
sphére comme 4 son centre. Si donc on considere un arc perpendicu-
laire & une tangente, mené du centre extérieur qui est situé sur le
prolongement de ¢, sa valeur sera donnée par ’équation

tang®* @ = cotang® « cos? w — cotang® o tang? 3 sin® o [*]-

[*] La démonstration de ces formules s’effectue sans difficulté.
Pour la premiére, soit I'équation du cdne, qui donne la sphéro-conique,

x? cotang® z + y? cotang® f — 2z — 03

velles d’un plan tangent quelconque, et d’un plan perpendiculaire passant par P'axe
des z, seront respectivement

rx’ cotung? « -+ yy’ cotang* 8 — zz’ = o,
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Maintenant si, dans les équations (a) et (), on pose 2z’ =1, il est ais¢
de voir qu’elles prendront respectivement les deux formes
(g tang® { p = tang?®  cos® w + tang® Bsin® v, |
tang® L p = cotang® « cos* w — cotang® o tang® 8 sin’® &,
On conclut donc que les courbes représentées par ces équations sont
les lieux géométriques des points situés sur les grands cercles, menés
du centre d'une ellipse ou d’une hyperbole sphérique perpendi-
culairement aux tangentes, de telle maniére que leurs distances au
centre soient divisées en parties égales par les tangentes.

On peut démontrer ce résultat par une méthode trés-simple, déduite

yx' cotang® 2 — zy' cotang®B — o.

hy

Done, en désignant par %, w, v les angles que la droite, reprisentee par ce systems
d’equations, fait avec les axes des @, ¥, z, on aura

+ cotang® z cos k 4 y' cotang?f cos p. — z’ cosv = o,

'’ cotang®z cos p. — ¥’ cotapg? f cos A = o.
Mrant les valenrs de cos i, cos g, €os v, ¢t substituant dans Péquation

€08’ h - c08* u -+ cos8*v = 1,
on obtient
tang’y = Z'*cotang?« -+ ¥’ cotang’ 2
x?cotang’ « —+ y " cotang' p

Mals, en appelant o angle que fait le plan des zz avec celui qui contient Faxe des = et
la droite dont nous avons parlé, on a
Jy/*cotang' b
2 f o L i TE
z*cotang’ o -+ »'* cotang* B

SIN? @ —

. x'? cotang' «
€os* w == -~ . S
"t cotang’e +- v " cotang' £

de fa équation
tang?v == tang'z cos’ » —+ tang?Bsin® w,

qui est identique avec la formule du texte, Pangle » étant mesure par Fare m. L'expres.
sion, dans le cas hyperbolique, peut étre prouvée de la méme maniére.



310 JOURNAL DE MATHEMATIQULS

de la propriété des cones réciproques qu’on doit 4 M. Chasles. En
effet, soit une surface conique construite en abaissant des droites per-
pendiculairement du centre de la sphere sur les plans tangents au cone
qui a son sommet S sur la surface; ce cone nouveau sera du second
ordre et réciproque a celui que nous avons donné, c’est-i-dire que ses
plans tangents couperont les arétes du cone donné a angles droits, et
la sphéro-conique qu’il produit aura le point S pour un de ses centres.
Si donc on abaisse de ce centre les arcs perpendiculaires sur les tan-
gentes a ladite conique, et si on les prolonge jusqu’a la rencontre
de notre courbe, on verra qu’ils sont divisés en parties égales par les
tangentes, ce qu’il fallait démontrer.

Il est & propos de remarquer ici deux variétés de la sphéro-conique,
qui ont beaucoup d’analogie avec I'hyperbole équilatére. La premiere
a lieu quand il existe entre les demi-axes la relation

sin o = tang 3;

son équation, par rapport au centre hyperbolique situé sur le pro-
longement de «, cst

1 CcOS* w sin® o
tang’y ~ tang*a sin* @’
o
a=13In—u

et est analogue au demi-axe réel de Phyperbole. Cette courbe jouit des
propriéiés suivantes :

1°. Soit w Varc du centre perpendiculaire a la tangente a I"extre-
mité d’'un are vecteur quelconque £, On aura

sin & lang ¢ = sina tang a.

2°. Si I'on mene des arcs de graeds cercles des foyers conjugués des
branches opposées & un point quelconque pris sur la courbe, le produit
des tangentes trigonométriques des demi-arcs sera égal au carré de la
tangente du demi-arc tiré du centre a ce point.

3°. Elle est lieu géométrique du sommet d’un triangle sphérique
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dont la base est donnée, et dont la différence des angles 2 la base est
constante.

4°. La courbe particuliére représentée par la seconde des équa-
tions (g) qui appartient & cette conique, coincide avec le lieu géome-
trique du sommet d'un triangle sphérique, dont la base est donnée , et
dont le produit des sinus des demi-cOtés est constant et égal au carré
du sinus de la quatri¢me partic de la base; son arc peut s’exprimer
par unc transcendante elliptique de premiere espece.

Fai déja considéré cette courbe dans une Lettre adressée 4 M. Liou-
ville et publiée dans le tome VIII de ce Journal.

On reconnaitra sans peine les propriétés de I'hyperbole équilatere
auxquelies celles-ci sont analogues.

L’autre variét¢ de 1a sphéro-conique a laquelle jai fait allusion.
a lieu quand le plus petit axe est ¢gal &4 L 7; son équation, rapportée
au centre exterieur sur le prolongement de P'axe le plus grand, est

tang® p cos 2w = tang® a.

Les deux propriétés suivantes, dont jouit cette courbe, paraitront assez
remarquables :

1”. La courbe représentée par la seconde des équations (g quon
en tire a pour équation

2

tang® £p = tang?® a cos 26

elle coincide avec le lien du sommet d’un triangle sphérigue dont Ia
base est donnée, et dont le produit des tangentes des demi-cOtés est
constant et égal au carré de {a tangente de la demi-base. Son arc sera
aussi exprimé par une fonction elliptique de troisieme espcce, dont le
module est sin 1 7.

2". Dans une ellipse sphérique de cette espece, si 'on mene deux
cordes (arcs de grands cercles) par le foyer, mutuellement a angles
droits, leur somme sera constante et égale 4 m.

Donc, si ’'on prolonge une des cordes jusqu’a la rencontre de la se-
conde branche de la conique, la partie comprise entre les deux branches
sera égale 4 Pautre, ce qui a une analogie directe avec uue propriété
connue de ’hyperbole équilatére.
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Le lieu géométrique des projections orthogonales du centre d'une
ellipse ou d'une hyperbole quelconque, sur les tangentes, jouit d’une
propriété trés-analogue 2 celle de la lemniscate, qui n'est qu'un cas
particulier de Pellipse de Cassini.

Premiérement, pour Pellipse, soient ¢ et b les demi-axes de la
courbe, et, sur le grand axe, prenons les deux points qui divisent
en parties égales les distances entre le centre et les foyers. De ces
points, comme centres, décrivons deux cercles égaux avec le rayon
L ya* +b*. Si l'on méne d’un point quelconque pris sur le lieu des
projections du centre , les tangentes a ces cercles, leur rectangle sera
constant et égal au carré de la moitié de la corde qui est commune aux
deux cercles.

Pour I'hyperbole, il faut distinguer deux cas, selon que l'axe
réel est plus grand ou plus petii que I’axe imaginaire. Dans le pre-

mier, décrivons des cercles ¢égaux avec le rayon § ya*— b* autour
des deux points qui divisent en parties égales les distances entre le
centre et les foyers. Si F'on méne d'un point quelconque, pris sur le
lieu dont il s'agit, les tangentes a ces cercles, leur rectangle sera
constant et égal an carré de la tangente mencée du centre a Y'un
d’eux.

Dans 'autre cas, quand & > «, décrivons des cercles égaux avec les
méuies points comme centres, le rayon étant 4 vhr—a*. Si d'un point
elconque pris sur le lieu des projections du centre on méne les droites
qui, rencontrant les circonférences de ces cercles, soutendent des
angles droits aux centres, leur rectangle sera constant et égal a ¢ 6%

Quelques propriétés analogues se présentent, dans la géométrie de
la sphere.

Cherchons le lien d’un point tel, que menant de 14 les arcs tan-
gents £,, t, 4 deux petits cercles égaux, le produit tang § ¢, tang 5 7,
soit constant et égal au carré de la tangente de la quatricme partie de
la corde commune si les cercies se coupent, ou, si le conlraire a lieu,
au carré de iatangente de la nioitié de Parc taugent qu'on mene a I'un
d’eux du milieu de la distance des centres. En prenant ce point
milieu pour origine des coordonnées polaires , et désignant respective-
ment par y et ¢ le rayou des cercles et la moitié de la distance de leurs
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centres, on trouve, pour I'équation du lien cherche,

sin?y - sin®4

2 sin?y — sin‘d . ,
S =~ COS% ) - —— - SIS 5.

tang? Lo = )
N cos’y + cos*o cos? y ~ c0s* g

Le premier des cas dont nons avons parlé répond a y > d, ot
fa forme de I'équation s’accorde avec celle de la premiére des éqna-
tions (g); dans autre cas, quand 3 < J, elle appartient 4 la seconde.

On parviendra sans difficulté anx théoremes semblables en prenant
les sinus des demi-arcs an lieu des tangentes.

Pune maniere analogue a la précédente, on peut décrire une sec-
tion conique plane en prenant le lieu d’un point tel, que si de la Pon
mene des tangentes a deux cercles donnds (qui peuvent étre inégaux).
lfeur somme ou différence sera constante.

Sembliablement on peut décrire une sphéro-conique en vrenant le
eu d'un point tel, que si de 1a on mene des ares tangents a denx
pelits cercles donnés, teur somme ou lifférence sera constante.

Ce dernier théor¢me parait donner unc extension i la théorie des
droites focales des cones du second ordre, en substituant pour elles
deux cones de révolution.

Revenons a I'équation générale (¢), ou
Qsin® o + sin 29 cos po=1,
et 'on verra qu’elle peut étre transformée dans

I — sin2%
tang* 1o — aQtang®Lp + — 2 —
g ap & uf 1~ sin 26

. . - o . . 11— 24
en e¢crivant sunplement Q dans cette dermere au heu ¢»

- sin?//A

Ceci démontre que le produit des tangentes trigonométriques des
demi-arcs vecteurs qui répondent i la méme valeur de Pangle polaire
sera constant; si donc, dans cette classe de courbes, on détermine
quatre points en tirant par l'origine deux arcs vecteurs quelconques ,
ils seront situés sur la circonfirence du méme petit cercle.

On tire aussi de la une méthode pour déduire, comme un lieu sphe-

rique, Fintersection symétrigue d’une sphére avec un cone du second
ordre, dela sphéro-conique.

Tome X. — Aovr :845. /EO
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En effet, si 'on porte sur un arc vecteur central ¢ d’une sphéro-
conique, une partie g,, comptée du centre et telle que

tang 4 ¢ tang L o, = constante,

Fextrémité de Parc p, décrira une courbe formée par lintersection
d’un cone dont un des axes principaux passe par le centre de la
sphere.

Considérons la classe des courbes planes dont P'équation

Pt — 2Qr? 4+ k' =

est analogue a la précédente dans la géométrie sphérique. Elle admer
une formule de rectification tout 4 fait semblable; car si I'on désigne
par s,, §, les arcs qui répondent a la méme valeur de I'angle polaire o,

1 T )
(o gy = " [ ford-at—qn
: v/g . (A J—

! [era—
S Sy = = f\/—’—*‘““
Ve

Quand (& est une fonction linéaire de cos 2w, il n’est pas difficile
"apercevoir que chacune de ces expressions est réductible 4 une inté-

on trouvera

grale du type

o,

P --g'tang® o

{‘ 'p - ¢ tang’ o

<«

et, par conséquent, a une transcendante elliptique, en général de la
troisieme espece. Cette forme de Q se trouve dans le cas des courbes
siivantes ; _

1. Le lieu géométrique d'un point tel que si de }a on mene les
tangentes & denx cercles égaux donnés qui ne se coupent pas, leur rec-
tangle soit constant et plus petit que le carré de la tangente mence
a un d’eux du milieu de la distance des centres,

2°, Le lieu géométrique d’un point tel que si de la Pon méne des
droites qui rencontrent les circonférences de deux cercles éganx
donnes, de maniere i sontendre des angles droits & leurs centres.
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leur rectangle soit constant et plus petit que la somme des carrés du
rayon des cercles et de la moitié de la distance des centres.

La limite de ces deux lieux, quand les cercles vont s'évanouir, coin-
cide avec le cas particulier de Vellipse de Cassini, auquel M. Serret a
donné le nom de lemniscate lyperbolique, et dans lequel la somme
et la différence des arcs sont exprimables par les fonctions de la pre-
miere espéce.

3°. Le lieu géométrique ’un point tel que si de 14 'on mene deux
tangentes 4 une ellipse donnée, I'angle qu’elles font soit constant.
Cette courbe se compose de deux branches fermées, concentriques
avec lellipse, qui satisfont a la condition donnée par les angles sup-
plémentaires.

I est bon de remarquer que le lieu semblable, pour le cas d’une hy-
perbole équilatére, coincidera avec la variété elliptique de la cassi-
noide, et ses foyers ou poéles seront situés sur Paxe imaginaire,




