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Note de M. LieuvviLLe,

Les valeurs de x et y pour les courbes de la premiere classe sont
fournies par la formule

'“‘T oz a)n+

C —ta

ol ¢ est une constante que nous pouvons supposer réelle; de cette

formule on déduit 2 — 3 V=7 en permutant entre elles dans le se-
cond membre les deux constantes imaginaires con

juguées
=g+ hy—r1, a=g—hy—1,
qui doivent au surplus satisfaire 4 Iéquation de condition

(a_—l—z)2_ n
bax T a7’

ou g* = nh

A cause de cette ¢quation de condition, nous trouverons

de + VT idy = — laFatnfo— Gt apae g
) (Z —_— 2)2 (z —+- 2‘)71-0«_1\*'
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En permutant entre elles les imaginaires a et 2, on aura ensuite
dx — —1 dy;
la multiplication donnera deés lors

- Crdz*
dx? -+ d]’2 = (Z?——l?)—(;:~ot7)7
pourvu qu’on pose
G =c*la+ a)P —n*(a — af]=4n{n + 1) A

I.e théoréme de M. Serret pour cette classe de courbes est donc vérifié.
Mais nos calculs ne demandent pas que 7 soit entier; cet exposant
doit seulement étre rationnel, pour que la relation entre x et y de-

7 J . 2
meure algébrique; on peut supposer n = une fraction quelconquei} ;

il suffit de prendre toujours g = / vn (le signe du radical est indiffé-
rent). Voila donc des fonctions elliptiques de premiere espece, expri-

mables par des arcs de courbes algébriques, le module A= \/ pp—_f_—q de ces

fonctions (ramenées a la forme ordinaire en posant z = Vao. tang 1 6)
n’étant assujetti qu’a la seule condition d’avoir pour valeur de son carré
une fraction proprement dite.

En introduisant des sinus et cosinus, on peut se débarrasser des
radicaux que nos formules contiennent quand 7 est fractionnaire.
Soit

hcosg
z+ g = ;

sin g !

il nous viendra
h .
s a= g (cosp + y— 1sing),
s+ a=-""(cosgp — y— 1sin¢)
sin ¢ ! 7
et aussi, puisque g = b yn,

— . — . \
Yy :lz (coszp—-z Vn S.]nq)—}-\/—l sing)
sin e

0
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Par conséquent

clcos(2n41)g+ y—1 sin (2n + I)cﬂ,

X = — I = — —
‘7‘/ cos?——z\/nsinqaﬁ—\/—xsin?

d’ou, en multipliant les deux termes de la fraction par Vexpression
’ P

imaginaire conjuguée au dénominateur, et décomposant I'équation en
deux,

clcos 29 — 2 \/;sinr’a cos( 22+ 1)9)

$: . «
I —4\/nsxn<pcos§a ~+ 4nsin’y

__c[sin2ng — 2 Vusingsin (272 + 1) 9]

T — 4 Vnsing cosg +- 4nsin’s

Quant 2 la valeur de dx? + dy?, elle est

C*dz? . 4n(n 1) ctdy? .
(22— a?) (88— oY) 1 — 4 \/rsin ¢ COSQ +4nsin“cp’

cette valeur peut d’ailleurs se déduire directement des expressions de
et y, ou plutdt de ar == y \/— 1, en fonction de ¢, ce qui leve tous les
scrupules que la présence des radicaux aurait pu faire naitre.
L’élément ds de I'arc de courbe est donc égal a I'élément de fonc-
tion elliptique
2 Vn (- 1).cdy
\/1 — f\nsing cos ¢+ 4nsin’g

?

qu’on rameénera du reste, si ’'on veut, 4 la forme ordinaire des fonctions

de premiére espéce, en posant cotg = \n -+ 1 tang L9 + Vn. 1l a
une relation simple avec le rayon vecteur r = yx? +- y%; le produit
dex + y y— 1 parx — y—1 donne, en effet,

R <

r — ’
1 — 4 y/rsing cosg + 4 nsin’y

et, par suite, ds = a2 yn (n + 1).rdy.

Je ne m’arréterai pas 4 conmsidérer les autres classes de courbes.
Bornons-nous 4 dire que généralement dans les formules de M. Serret
on peut supposer le nombre z fractionnaire.
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Les représentations ainsi obtenues sont du genre de celles que nous
irouvons dans la lemniscate. Il y a véritablement identité entre 1'arc
de chaque courbe et I'intégrale qui le représente. N'exprimer 'arc,
par une intégrale donnée, qu’a une quantité algébrique pres, offre
beaucoup moins d’intérét et n’a d’ailleurs aucune difficalté. 1l suffir
de se rappeler les formules

x = (G)sin 6 + ¢ (9) cos G,
7 = (B cosl — " (9) sin §.
s =9 @)+ ¢ O,
par lesquelles on résout, comme on sait, 'équation
ds* = dx® + dy*.

Soit P uue fonction algébrique de sin 9 et cos §; pour que 'arc s ap-
partienne 4 une courbe algébrique, et soit, 4 une quantité algébrique
pres, égal & la transcendante fPd%, on n’aura qu’a prendre

Li6) = fPd5, ou =[Pdi-+Q,

{) désignant une fonction quelconque algébrique aussi. Mais d’une
telie formule & celles que M. Serret nous donne, il y a loin, surtout
quand il s’agit des fonctions elliptiques de premiere espece. Clest prin-
cipalement dans ce cas qu’il importait en effet d’arriver a des résultats
débarrassés de termes complémentaires, afin de pouvoir transporter
immédiatement, et dans toute leur élégance , aux arcs de courbes, les
propriétés si curieuses de ces fonctions. M. Serret a su atteindre le
but proposé, en résolvant en méme temps une belle question d’analyse
indéterminée; et 'on voit assez combien son travail mérite I'attention

dles géometres.
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