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Addition aw Mémoire précédent ;

Par M. J-A. SERRET.

Je me propose, dans cette Note, de former I’équation de la pre-
miere des courbes de la seconde classe dont il a été question au § X1.
Ainsi qu'on I'a vu dans mon Mémoire, la courbe dont il s’agit pourra
étre définie par I'équation
(e—b)(z+af

() (x = &) + iy —v) = Cev Ty

ou £ -+ iv désigne une constante arbitraire, que nous supposerons
ici égale & — Ce»¢; on a d’aillears, pour déterminer a, « et b
g ’ ’ ’ y

(@ 4+ a®) :%7 aoc =1,
d’ou
2 1+ iy2 2 1—iy2
a® == ———pmo o = - o
V3 V3
et
bh— 3a? 4 5

=a 3%’ L Ba?’

& désignant la quantité imaginaire conjuguée de b. on aura

E=o 3’ + St
— % 3a1 b
et I'on trouve aisément
B — 43 — 131’\/;
- %
2743
e 434+13iy2
0 = ——
27 y3

avec

b8 =1.

[ ' 1 ; [ o
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De Féquation (1) on tire

. s s —b{z4ap—(z —a) z 4+ a);

{2) X —+ y = Ceni \—--"'-)*—(—,—“—’)‘T;,—k" Ty
- (z—a) (2 4 a)
Il est facile de s’assurer que le numérateur du second membre ne ren-
ferme que des termes en z* et en z, et par conséquent, que x + iy est
une fonction impaire de z; Véquation (1) ne changera donc pas en
changeant les signes des trois variables &, y et z, et 'on aura
i " . N (z+b)(z——a)°
3 {x —+ i V)= — Cewi 7T
\ \) X +‘5) () +v) z— i (z + F
Comine les équations (1) et (3) ne cessent pas d’avoir lieu en chan-
geant / en — 7, on aura finalement les quatre équations suivantes :

. . (z—b) (z 4 af

(v — il ¥ — ) = Cewi 2T lizt+af

L E) +ay v) Ce (z — 2%zt ar

72— 8) (34 a)

o —E —i{y—u)=Ce >
\ - \J ) 4 ’\Z'—“(l/,‘z(z—‘_f[f“)

. ¥ a4+ (z—ar
for - 2N iy +vi—=— Ce» - L
K ’ = : \.) +_ (Z “2)""/\Z+2"\‘
) . . (z 4+ 8) (z —a)
. =N / ‘:_Ce-wl(’_' o Co
(x+&)—i(y+v (2 — )iz 4 a)f

d’ou V'on déduit, par la multiplication,

=By — = G

B ( v e tbierbE—ajs
(@ + &5+ (y +vpP =C Eral s o

Les premiers membres des deux équations précédentes représentent
les carrés des distances d’un point de la courbe aux deux points fixes
&, u)et — &, —uv), dont la distance est égale & 2C; en désignant par o
et o’ ces deux distances, on aura

cp—y gt (3—}/)(2"‘“6}{.34—(13(2-__{13:).

g z—a :-;(fz — a)?
4 . , Ny .
e Gl A Gl O N Gl k0
— 4 — ( 9

2 a(z 4 a)
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et I'on obtiendra 1'équation de la courbe en p et o', par I'élimination
de z entre ces deux équations; cette élimination, qui au premier abord
semble devoir étre fort pénible, s'exécute trés-simplement en opérant
de la maniéere suivante.

En multipliant entre clles les équations {4), on trouve

pz ‘012 — C* (2 — 67 (2" — &)

— gi— (b2 6%) 2+ 076?
(zz——-aﬁ)(z'l—oﬁ) - 3 —(a?+ ') 2+ are’ ’

et, en remplacant a2, 2, b*, 6* par les valeurs écrites plus haut,
, 273
2 /3 ___ 4 .
©. et = O
Cela posé, I'équation (2] peut s’écrire de la maniére suivante :

iy = Cow B NEL L 23002,

(zz — az‘/.,z

et, en changeant partout ien — 1,

(3u — €)z° +- (a® — 3a’6) z
(z’ _ a‘z)z )

x— iy= Ce- "
Des deux équations précédentes, on déduit par la multiplication . et

en observant que ax = i, b8 = 1,

3(ab + ab)]z' +[6(a*+o'} — 9lab 4 o) — (be® + 6a’)] 5* + (10 — 3{at -1 2b)|
T ’ [a' — (@*+a?)z? 1} )

. . o o 10—
2t byt = 2 42 LI

on trouve d’ailleurs aisément

at + o = 2, as + ab = 1—4—7
V3 9
10 —_— 2
ab + b= —=> ha® -+ 8a® = —=;
3y3 9y3 ’

on aura donc, en désignant par r le rayon vecteur va? =4y,
/ 10
gt gt — - = 2P 1
16 3v3

re=- 2
3 3t — -—27: z:P 41
NE
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D’ailleurs, le rayon r est une médiane du triangle dont ¢, ¢ et 2C
sont les cOtés; on aura donc

FF e =ar? 4 2,

et, par counsequent,

. to 0
z? z'—~—~;z>’-+1)
323 ( 3y3 /.

3 2 \ 2
z‘-——/—;z’—f—l
V3

Cest entre les équations (5) et {6) que nous allons waintenant éli-
miner z,

o gt pi—a2C =

Si dans ces équations on pose

. ]
"2":“:',"—11.,

elles deviennent

56
i — o

5 2743

Gt = 2TV

it —— ——=

v’/‘).

O
{4 —
Ja 3y3

: 2 AR
2r? ou ¥ 4 72— 2 (P = R ’)'\ :

, ( w— i ‘f
\‘ N V3,

ILa quantité « entre au premier d(‘.g!‘i'! dans la premiere de ces équa-
tions, élimination de cette quantité s’effectue immédiatement, et I'on
trouve

o= 23 (0

210G _(‘2(1’2\/‘(9‘0:{5,2 —_ :1./'3’

10

2 ! At g /3‘ 4 2 2.0 3,0z
(7 Co{p* = p* — 2CH = J,;‘ G — ey gpte — L

ce qui est I'équation de la courbe cherchée entre ses deux coordonnées
polaires p et ¢/, la distance des deux poles étant représentée par 2, On

5
Tome X. — JruLsr 1847, Ny
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sait que la lemniscate, en adoptant le méme genre de coordonnées,
est représentée par I’équation
pp’ = G~
Pour avoir I'équation de la courbe en coordonnées polaires ordi-

naires, il suffira de remplacer, dans I'équation (7}, g et ¢’ par leurs
valeurs tirées des équations

p?=r*—oCrcost + C2,
p?=1r* 4 2Grcost + C3,
d’ou I'on déduit
p?p? =r* —aC?ricosat -+ CY

on trouve ainsi

&
gr? (r* — 2C?cos of)* + 8C* (r* — 2C* cos 2¢) + 8¢,

9v3



