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SUR DEUX SYSTEMFS GENERAUX DE TRAJECTOIRES ORTHOGONALFS:

Par M. Micuare ROBERTS.

M. Serret, dans un Mémoire inséré au tome VIII de ce Journal
page 498,, a déterminé les trajectoires orthogonales des courbes qui
Jjouissent de cette propriété que le produit des distances d’un point
quelconque de 'une d’elles aux sommets d’un polygone régulier est
constant. Je me propose, dans le présent article, de donner une géné-
ralisation et une démonstration du théoréme de M. Serret , fondées sur
des considérations géométriques. Voici I’énoncé de notre théoreme.
Désignons par r,, ry, r,,..., r, les distances d’un point O anx som-
mets Py, P,,..., P, d’un polygone quelconque, et par o, t,,..., », les
angles OP, P,, OP,P,,.., OP, ,P,; je dis que les équations

L) PEPB P T = ko p e

U 20 - gt B0, = (A 4+ p—+...+ 7)5,

ou £ et § sont des parameétres arbitraires, A, ., v,..., = des nombres

donnés quelconques), representent deux systémes de trajectoires or-
thogonales.

Soit OO’ (ds' un élément d’une courbe quelconque du premier sys-
teme /U, on a

2r, = ds cos PP, OV,

7y, = ds cos P,O0Y,

My, = ds cos P, 00
Fallews Vequation U donne
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on anra done

. cos P,00’ P00’ .03 B, 00
() P 4 o 8B 00"
4 7y Tn
Soit encore Q0" (ds') un élément d’une courbe quelconque du sys-
teme (U’), on aura

dw, _ sin P, 00"

———

os’ 7

Oay sin P, 00"
= ——

o’ 7

S sin P,00”
— = —
O r

el, a cause de I'équation (U’
’ q ’

3 S, e, R 0w, 0
TRy T Ry
done
, . sinP, 00" sin P,00” sin P, 00"
(u') A —— -+ {J,—r———{—...—|— T = 0.
t 2 n

On conclut aisément des équations () et (') ue les éléments ds et 9%’
sont perpendiculaires entre eux; ce qu’il fallait démontrer.

Si les points P,, P,,..., P, sont les sommets d’un polygone régulier
de n cotés et de rayon a, et que les quantités A, ., v,... soient toutes
égales, on pourra aisément déterminer V'équation des courbes du sys-
teme (U).

Pour cela nous poserons

]

T

- — — W, =

- 1 $yy
™ ™ 0, = \
> p 2 = Ya»
bl 1 o, = ¢
> 2 n = Yas

ce qui donne

n= — = (W) 0y et 0, = Yy b
2 7
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On aura aussi, en désignant par r et » les coordonndes polaires de
notre courbe relatives au centre du polygone,

rsin o

tang Y = - -

9
—7rcosSm

, 27
rsin (oo — —>
n
tang ¢, = ’2” ,
a — rcos (cn -_— —‘—>
X n

ou [¥]
ro. reo. rto.
Yy = —sin o + — sin 20 + — sin 30 +...,
a 2at 3a*
ro ar rro, 27 roo A
d, = -sin (0 — =) 4 —sin 2 m~—)+—51n$ W= ] ..,
r= a z 2a? n 3a’ ”
ro 2(n—1)m rr . / 2(n—1)x
Y, = —sin {6 — 2! +—251n2(m————~
! @ n 2a n
reo 2(n—1)x
+z=sind (o — LT} 4
3a n

ajoutant ces équations, et se rappelant que la somme

\ . (n—1)x
sin kw ...+ sin & [m —_ &n;r]

est égale a 72sin Ao ou & zéro suivant que A est ou non divisible par 2.
on aura

in Sn

N Lo " Vi . . 3 . Nane 7SI Ho
w e oy A ‘P"—— ;1 sin i —+ Py S1n 27200 + 373;1 SN JAW -+ ... = arc¢ ﬂl]é’ ;1" _—-;”-;:‘;S”w,

ou, en faisant tang (¢, + ¢, +...-+ ¢,) = cotnd.
(1) rrcosn(w — d) = a” cosnd,

7

ce qui s’accorde avec ’équation de M. Serret.

|*] Voyes Journal de I'Ecole Polytechnique, x1x¢ cahier, page 4io.
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La propriété qui a servi A former cette équation a été constatée de-
puis longtemps pour U'hyperbole équilatere, ou dans le cas particulier
de 7= 2.

Dans le Mémoire déja cité, M. Serret a moniré que les courbes re-
présentées par Péquation (1) possédcnt n sommets, déterminés par les
2(n—1)7

. .Y 4
valeurs de I'angle polaire, J, — + DPyenes -

+ d, et sil’onaug

mente les rayons correspondants dans le rapport \/2 a1, les extré-~
mités seront des points analogues aux foyers des hyperboles équila-
téres {(qui, du reste, font partie des systémes de courbes que nous con-
sidérons). Ces points sont sur la circonférence du cercle dont le rayon ¢
est déterminé par 'équation

¢" = 2a" cosnd,

et le produit des distances d’un point de la courlie aux foyers est égal
a la puissance nm du rayon correspondant de la courbe; enfin le lieu
des foyers du systeme de courbes représentees par I"équation (1} est
une courbe dont I'équation est

= 20" cosnm.

‘

Nous allons maintenant démontrer quelques theorcmes analogues dans
la géométrie spherique.

Soient py, 0z9:+5 fn les distances mesurées par des arcs de grands
cercles, d’'un point O aux sommets P,, Py,..., P, d'un polygone quel-
conque formé aussi par des arcs de grands cercles, et o, g5y O
les angles OP, Py, OP,P,,..., OP, ,P,; il est facile de démontrer que
les équations

AR fa\ 6\ T By smp
v <tang ;) (tang;) ---(tang‘;) = (\tang 5\ .

v Aoy Ly A B0, = | o @)

représentent deux systemes de courbes orthogonaies. | 7
S OO est un élément d’une courbe quelconque du svsteme V., on

trouve aisément
sin P, 00"

' !’
cos P,OO
P OO 8T e — o,
sin o sin p. Sin s,
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et de méme si OO” est un élément d’une courbe quelconque du SYs-
teme V’, on a aussi
3 cos P, 00" " cos P, 00" cos P, 00"

- ! - +.oT — = 0,
sin p, sin g, sin p,,

ce qui démontre la propriété énoncée.

Si les points P,, P,,..., P, sont les sommets d’un polygone régulier
de 72 cotés et de rayon sphérique 2., on aura facilement en coordon-
nees polaires g,  équation des courbes du systéme V.

On trouve, en effet, assez facilement

tang? L p, = tang® $p — 2 tang § o fang; p cos w—t tang? L o ,
21 = tang’; ptang®+x + 2 tang « tang Lp cos w + 1
, o7 \
tang® 7 ¢ — 2 tang + z tang + p €os <m — ~”—> ~+ tang® & «

2 1 — /
tang® ¢ p, == Py ’
tang? ; p tang® ;@ - 2 tang 3 « tang -+ v cos (w —- ,_> -+ 1
n )

2(n—1)n .
- -+ tang’ ; a

tang? ¢ p — 2 tang ; « tang L o cos (ox —

tang® £ 6, =

21 ' 1 1 2(’2_1\]‘7 7
tang?; ptang® Lo - otang e tangsocos fw — T}
n

et, par la multiplication,

tang®* 40 — 2 fang” ¢ z tang”® + p cos nw - tang* 1

tang™ 5 p tang™ | o = atang” L ptang” L & cos nw 1

= tang 2’
g
le signe supérieur ou inférienr devant s’employer selon que n est pair

ou impair.
On déduit aisément, pour Péquation différentielle du systeme V',

dp  _ tang"3p0(1 = tang™ g o) — tang” 5 (12 tang» L g) €oS nw
sinpdy tang” L a sin o (1 32 tang™ 4 o) -

L'intégration de cette équation s’effectue sans difficulté: o désignant
une constante, on trouve pour 'équation du systéme V,

1 T tang™ £ p tang® £ p cos 7 (w —d)

(’2\) % J—
v 1 Etang™la

o tang" & « cos nd
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Si n = 2, 'équation du systeme V devient

tang’ fo—tang'tf o
1 —tang'ta tang' s B

h

21
s tang®5p cos 26+
1 —tang'la tang' 8 5 2f

atang’L«{1—tangi 1 &)

-
a
=

ago

e

équation qui présente de Panalogie avec celle des cassinoides honio-
[ocales. Si l'on considére la courbe représentée par cette équation
comme la base d’'un cone qui aurait pour sommet le centre de la
sphere, cette surface sera du quatrieme ordre; I'équation (2) pour n==2
deviendra

1 (1 -—sin® asin® d) cos* (w — ) — {1 — sin? « cos*d) sin? {w — 4

siinfp 8in? « cos 20
et représente des hyperboles équilateres sphériques ayant méme centre
et un point comiun.

Concluons donc que :

Si deux droites passent par un point , le liew d’une troisiéme droute
qui passe par le méme point et fait les angles 0, &' avec les deux pre-
mieres, tel que le produit tang %0 tang + 5" = constante, sera un cone
du quatriéme ordre, et le systéme de cénes, dans lequel cette constante
varie, sera coupé orthogonalement par un systéme de cénes du second
ordre, ayant méme sommet et une commune aréte. Le lieu des lignes
Jocales des cones du second ordre sera un céne du quatrieme ordre et
fait partie du systéme des trajectoires orthogonales.

Ce théoréme parait étre analogue & un théoreme donné par M. Lame,
at dont parle M. Serret dans le Mémoire si souvent cité.
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