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Sur les fonctions de Laplace, qui résultent du développement de

la* — 2aa’[cos w cos ¢ + sin v sin g cos (§ — §)] - ay T

-

Par M. JACOBI [*).

Toute expression de la forme
1

Ve
V'Az_}_Bz _'_ Cz
peut se représenter par l'intégrale définie

2
1 =T da

N . v b
o7 J, A+ iBcosae+ iCsinz
ou i = y—1. Soient donc

=acosw—a’cosg, B—asinwcosf—a'singcoss’, C=asinwsinb--a'singsins’.
T ¢ > ?
J.expression que nous nous proposons de développer s’exprimera ainsi :
. 1
V=

ya*— 2.aa’ [cos v cos g -+ sinw sin ¢ cos (§ — 6 )] + &’
1 R

do

Tan J a[cosw —+-isinw cos (f — aj] — a’ [coso + ising cos (8’ — )|

Soit, pour le développement en question,

Y a' a“
V: —0 + Yl '—2+ Yz'—a +....
a a a
Daprés la formule précédente, le terme général Y, sera fourni par Uintégrale définie
v o ! 27 [cosg —+ i sing cos (4" — a)]" da
"Tom ), [cosw-+isinecos(d —a)]"

En posant

[cosy 4 isinpcos (0 —a)]* = X, - 2iX cos (¢’ —a) — 2X! cos 2 (¢ —q)...,
[cos e+ isinwcos (§ — )]~ () =P, + 2iP] cos(6 — 2z} — 2P” cos 2(§ —«)...,
I'expression précédente de Y, devient

Y. =P.X,— 2P X' cos(0—¢) 4+ 2P" X" cos2 (6~ 0')....
"0 n n n

[*] Dans cette Note, que nous empruntons & un journal italien, M. Jacobi a reproduit, mais avee
quelques différences de détail, un précédent article éerit en allemand et que les géométres, curicux
A si juste titre des moindres idées de lillusire analyste, trouveront dans le Journal de M. Crelle,
tome XXVI, page 81. J. L.
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Les quantités P, ' ,... dépendent senlement de »; les quantités X, X' ;... seulement
de g. En outre, les quantités correspondantes P{™, X" doivent étre les mémes fonc-
tions (du moins & un facteur numerique prés) 'une de o et Vautre de ¢. C'est une
conséquence immeédiate de la nature méme de la fonction V qui reste la méme (ot il
résulte que le coeflicient Y, reste aussi le méme) lorsqu’on change 'une dans autre les
deux quantités » et o.
En faisant w=o, l'intégrale par laquelle on vient d’exprimer la valeur de Y, se réduit a
. o
Y, = — {‘ [cos ¢ 4 ising cos (0" — o))" du,

ar J,
et en substituant & la quantité sous le signe [ son développement écrit ci-dessus, on en
eonclut pour ce cas particulier Y, == X,. En méme temps V se change en

V— !

Done I'éguation
Yo ! a

ve=taoy Sy, L
(23 [44 a

devient, par la supposition de » = o,

4
= x2 %2

2

’:
a

1 X, a
Var— 2ad’ cosg +a’? a a
De la méme maniére, en posant ¢ = o, on obtient

27
1 . _—
Y,——- f {cos w ~+ isin o cos (6 — )" da = P,
4]

2T
I P, a a'’
; 7‘—;7:4:—+P17+P2‘3‘ -+ ...
yat— 2aa’ cos w - a' a a a

Quant aux premiers coefficients, dans ces deux cas on a X, =P, == I, comme on le voit
en faisant «’=o0. Dans les intégrales qui déterminent les autres X, P,, on peut écrire
simplement « au heu de 8’ — « et de § — «. D’ailleurs ce sont deux fonctions toutes pa-
reilles de ¢ et de » qui ne différent pas méme 'une de P'autre par quelque facteur nu-
mérique puisque les deux radicaux dont ces fonctions provienncnt sont identigues
quand ¢ — w. De Ia on conclut ce théoréme :

« Solent

.

i
I 1 a a’
e = = X e X e
\/(ﬁ— 2ad’ cosg+a’ a o a

» et P, ce que devient X, lorsqu’on y change ¢ cn o; on aura

2 df 1 !
L'j - v - = - +P1an—,l +pgxzizj el
2% Jo  Val—2aa’[cosw cos p+sin Osin g cos(§—0")j+a’* 4 a a

Ce beau résultat a été donné pour la premiére fois par Legendre dans ses Recherches
sur la figure de la Terre.
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Les valeurs de X,,, X/ ..., P, P ,... peuvent se trouver au moyen du théoréme de

Taylor et d’une extension importante de ce theoréme relative au cas d’une fonction de
P+ zdont le dévc]o])pement doit contenir tout i Ja fois des puissances positives et des
puissances négatives de z.

Posons cos ¢ = i, isin g.e™ — z, nous obtiendrons I'équation remarquable

22 (cos p -+ isin ¢ cos «) = (z+ 2P — .

En écrivant 2 au lien de 9’ — « dans la série donnée ci-dessus pour le développement de

[cosg+ising cos (5" — 2) ", et introduisant des exponentielles an licu des cosinus, on a
1059 g ) s
[z 4+ 2)* — 1] = angn (cos v 4 ising cos )

. [ - ' .Z' . M ;
Xp+iX, e — X, ¥ ;X" o3

— 2tz" [ ” ; 1% :
+iX, e “’——X,e—g’“——iX“ e 3ix_
. ’ z " z? " 23
Xp+ X — + X, oo X, S
— guga sin ¢ sin® ¢ s’ o .

’ - " . o —_ oo,
. X, sin 9.2~ + X, sin® 9.2~ — X, sin* -

Orsing =y1 —7 etles quantités X{™) sont des fonctions de = seule. La série préce-
dente est done une serie ordonnée suivant les puissances de z, et le coefficient de z++m
dans cette série est exprimé par la fonetion de z suivante
- 2" (m) ___ 2" . X(m)
. ==X ",
sm™ [ v (I — _z-z)m

Mals par le théoréme de Taylor, ce méme coefficient est égal a

n

{(/H—m.(x? —1 )n

ﬁ( 7~ m) dxvtm ’

ol T (4) = 1.2.3... #, Par suite, il vient

X{'") — S_IHB T,
" 27 I (r 4 m) datm

Pour m = o, cela fournit
dn.(xz_ I)“
T (n) dz?’

n

o pour X4 cette expression générale

Xl(lm,‘ —_ H (”) (I _ .Z'l)? li’i}gi R
iz + m)

dx™
- } . .
Pour trouver maintenant P, je fais

COsSw == p, isinw.e” =z,
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d’oiL résulte encore
[(p—+zp—1]=0 = (22)=("0) (cos & —+ isin w cos ) {m
\ \
— ——{n-1) ! Z 9 / : — SR -2 -
= (22) P, =+ Py = Py e - — Py sin .27 o Py st 2T
sin sin’
101 (n-+1 2~——(n-—'r—|) (m) .
e coeflicient de z—{(**1+m dans ceite formule est ——, — P, Pour obtenir une autre
sin™ w

valeur de ce méme coefficient du développement de {p—+2r— 1]+, Jobserve que
le principe sur lequel repose la formule de Taylor (3 savoir I'égalité des dérivées par-
tielles par rapport & p ct z d’une fonction de p —+ z) reste applicable méme aux déve-
loppements qui, comme le précédent, conticnnent & la fois des puissances positives
et des puissances négatives de z & I'infini. Dans un développement de ce genre, soit 1
NM{n—m) d"u

{n) dp™
Dans le développement proposé de [(ptzp—1]7 ), le coefficient de z— (" esi

le coefficient de z—(+1; et le coefficient de z—{(*+\+™ sera (— 1)

o . . 9 (rF) .
o=(=+1 P, , et généralement le coefficient de z (P~ ¢St e P . Enappliquan
sin™ e
donc i ce développement la régle générale qu’on vient d’indiquer, et multipliant pa
on+ gin™ w, on obtient
/ 3
P = (—1)m.sin® o —m) 7P
n _— .
k {n) dp™

Mais P, est fonction de p comme X, I'est de , en sorte que

. dn'(\pz_ I)".

P, = — s
P and () dpt
on aura donc, en géneral,
(m) N{n—m) A pt— 1)
P = (= N (1 —p) M
(=1) 2" (7). T1(72) (x 7 dpmtm

.
{m

¥ substituant les valeurs trouvées pour X, ) P I'expression de Y. rapportée ci-dessus,
r r " "
Y, = P, X, — 2P, X, cos {6 — 0y + 2P X cos 2 (8 — 6') etc.,

devient

oTl {7 —1)sinw sing AP, dX, .
— P X, e : il el 6 — o
Y= PuRa ILn—t1) dp* dx* cos { )

2Tl {1z — 2) sin*wsin’e AP, d*X, )
C. . Tt eos2 {8 —0) + etc.
I (72— 2) dp dx

Telle est I'expression du terme général Y, auquel Laplace a appliqué un procedé tout &
fait différent.



