JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

POINSOT
Réflexions sur les principes fondamentaux de la théorie des nombres

Journal de mathématiques pures et appliquées 1'® série, tome 10 (1845), p. 1-101.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1845_1_10__1_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1845_1_10__1_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

JOURNAL
DE MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

S T T i s e o e I

REFLEXIONS

SUR

LES PRINCIPES FONDAMENTAUX

DE LA THEORIE DES NOMBRES

S,
Par M. POINSOT.

1.

Je me propose de parcourir et de démontrer dans cet écrit les prin -
cipales propositions qui servent de base a la théoric des nombres.
Quoique les géométres en aient déja donué des démonstrations plus on
moins ingénieuses, je ne crois pas inutile d’en présenter encore de
nouvelles, qui me paraissent a la fois plus simples et plus directes, ou
qui, étant tirées d’un nouvel ordre de considérations. sont propres i
mettre la doctrine dans un nouveau jour [*]

[*] Tavais jeté sur le papier ces réflexions et ces démonstrations relatives i fa théorie
des nombres, dans la seule intention d’échaircir, pour queiques personnes, les premiers
principes de cette importante théorie, On m’a persuadé qu'il pouvait étre utile de les
publier; mais je prie le lecteur de les recevoir avee indulgence, parce que je les donne
ici telles qu’elles se sont présentées dans le cours de cetie espece de conversation mathe.
matique.

Tome X — Janvien 1845,
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Ces démonstrations pourraient entrer facilement dans nos ouvrages
élémentaires, et par la contribuer, bien plus qu’on ne l'imagine, aux
véritables progres de la science. Car si la théorie des nombres est en-
core peu avancée, malgré les efforts des plus grands géomeétres, ce n’est
pointuniquement & la difficulté propre de la matiere qu’on doit attribuer
la lenteur de ces progres : elle tient peut-étre encore plus & cette espece
d’isolement et d’abandon o1 'on a laissé jusqu’ici cette premicre partie
de nos étndes mathématiques. 11 faut observer que la théorie des
nombres est tout a fait négligée dans nos Eléments, et que Pesprit ne
s’y exergant pas d’assez bonne heure , n’est peut-étre plus capable de
s’en rendre ensuite les principes assez familiers. Les Anciens y donnaient
plus de soin dans leurs ouvrages; on dirait qu'ils en avaient mieux
senti 'importance, et leurs livres, & cet égard, ont encore de I'avan-
tage sur les notres. Mais depuis longtemps il semble que les auteurs
aient regard¢ la théorie des nombres comme une spéculation singuliere,
qui ne se lie & rien ni dans I’ Analyse ni dans la Géométrie, et qui n’offre
ainsi a Pesprit que des vérités plus curieuses qu’utiles. A peine en trouve-
t-on quelques traces dans les Traités ordinaires d’ Arithmétique et d’Al-
gébre. Et cependant, pour peu quon y veuille réfléchir, il est aisé de
voir que cette arithmétique transcendante est comme le principe et
la source de l'algebre proprement dite. C'est une vérité qu’on pour-
vait établir par le raisonnement, comme je le montrerai tout & ’heure,
mais qu’on peut aussi prouver en quelque sorte par Vexpérience. Car,
observez que ce peu qu’on ajoute de temps a autre a l'algébre vient
du peu qu’on déconvre par intervalles dans la science des propriétés
des nombres. On en a surtout un bel exemple dans cet heureux rap-
prochement qui a fait connaitre 3 M. Gauss la résolution algébrique
des équations binémes de tous les degrés, et la nature des nombres
premiers par lesquels on peut diviser régulicrement le cercle au moyen
de la regle et du compas. C’est un pas inattendu et bien remarquable,
que la théorie des nombres a fait faire a la fois & V’algebre et a la géo-
métrie. 1’algebre, a son tour, par ses signes, et la géométrie méme,
par ses figures, peuvent g’ appliquer aussi heurcusement a la théorie
des nombres , y faire éclore de nouvelles idées et de nouveaux théo-
véemes, indiquer de nouvelles routes dans la science, et nous ap-
prendre enfin quelque chose sur Part encore inconnu de nous y con-
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duire. C’est ce que jai tiché de montrer d'une maniere assez frap-
pante, dans un Mémoire étendu ou j’ai donné le premier essai de cette
singuliere application, et ot I'on a vu les imaginaires mémes servir 4
la représentation analytique de certains nombres dont la loi nous était
entiérement inconnue [*].

Ces rapprochements et quelques autres semblables montrent assez
la liaison de Palgebre et de la théorie des nombres; mais, comme je
Iai dit plus haut, cest ce qu’on peut voir aussi, indépendamment de
ces exemples, et pour ainsi dire 4 priori, en s’élevant i Iidée qu’on
doit se faire de la science mathématique considérée de la maniere la
plus générale. Cette réflexion mérite d’étre déve]oppée.

IT.

On définit ordinairement les mathématiques la science des grandeurs
en général , ou la science des quantités, c’est-a-dire, au fond , la science
des rapports; ¢est 1a définition la plus générale quon ait donnée jus-
qu’ici du mot de mathématigues. Mais, quoique cette définition pa-
raissc embrasser la science tout entiere, il me semble quelle n’en
donne encore une idée ni assez profonde ni assez étendue. Les mathg-
matiques ne sont pas seulement la science des rapports, je veux dire
que Pesprit n’y a pas uniquement en vue la Proportion ou la mesure,
il peut encore considérer |e nombre en lui-méme, Pordre et la Situation
des choses, sans aucune idée de lears rapports, ni des distances plus
ou moins grandes qui les séparent. Si'on parcourt les différentes par-
ties des mathématiques, on Yy trouve partout ces deux objets de nos
spéculations.

Alnsi PArithmétique nous offre d’abord Farithmétique ordinaire,
qui n’est guere autre chose que Vart de la numeération, et qui peut
s'établir d’une infinité de manieres, selon 'échelle ou la base que I’on
veut choisir, Mais les nombres, considérés en eux-mémes, ont des pro-
prietés qui ne dépendent point du tout de la maniére dont op les repré-
sente, ou dont on opcre actuellement sur eux. Ainsiil y a des nombres

*] Vovez le volume XIV et dernier de la Classe des Scicrnees mathématic ues de
. J q
FInstitut, et le tome 1V des Memoires de U Académie des Sciences

I..
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qui ne peuvent étre divisés par aucun aulre, et qu'on nomme pre-
wiers, ou simples, parce que tous les autres s’en composent par lam ui-
tiplication; il y a les différentes puissances des nombres, qu’on pro-
duit en les multipliant plusieurs fois par eux-meémes; et une foule
d’autres formés par diverses lois, et par toutes les combinaisons ré-
guliéres de celles-la. Or tous ces nombres et leurs propriétés demeu-
rent toujours les mémes dans tous les systemes possibles de numéra-
tion; et de la résulte un certain genre de spéculations et de vérités
mathématiques, qui constituent cette arithmétique transcendante qu’on
nomme aujourd’hui la théorie des nombres.

Si vous considérez I’Algebre, vous y voyez également deux parties
trés-distinctes. Et d’abord, I'algébre ordinaire, qu'on peuat trés-bien
nommer Parithmétique universelle. Cette algebre, en effet, n’est antre
chose qu'une arithmétique généralisée, ¢’ est-a-dire étendue des nom-
bres particuliers a des nombres quelconques , et, par conséquent, des
opérations actuelles qu’on exécutait a des opérations qu’on ne fait plus
qu’indiquer par des signes ; de manic¢re que, dans cette premiere spé-
culation de I'esprit, on songe moins a obtenir le résultat de ces opéra-
tions successives qu'a en tracer le tableau , et & découvrir ainsi des for-
mules générales pour la solution de tous les problemes du méme genre.

Mais il y a une algebre supérieare, qui repose tout entiere sur la théo-
rie de Pordre et des combinaisons, qui s'occupe de la nature et de la
composition des formules considérées en elles-mémes, comme de purs
symboles, et sans aucune idée de valeur ou de gquantité. Cest & cette
partie qu’on doit rapporter la théorie profonde des ¢quations, celle
des expressions imaginaires, et tout Part des transformations algébri-
ques; et ¢’est méme cette seule partie élevée de la science qui mérite, a
proprement parler, le nom d’algébre.

Si ’on passe maintenant 4 la Géométrie, qu'on débinit la science de
Vétendue figurde, on y voit d’abord la géométrie ordinaire, qui ¢tudie
les propriétés des figures sous le seul point de vue des rapports de
grandeur, et qui n’a ainsi d’autre objet que la proportion ou la mesure.
Mais on distingue ensuite une autre géométrie, qui ne regarde, pour
ainsi dire, que les lieux dans espace, c’est-a-dire 'ordre et ia situa-
tion des choses , sans aucune considération de leur grandeur ou de leur
figure. C’est une science encore neuve, que Leibnitz parait avoir le
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premier entrevue, et qu’il a nommée la glométrie de situation. 11 en
avait pris I'idée dans [a considération de quelques jeux remarquables ,
dont la foi ne dépend que de la situation des différentes pieces quon y
emploie; mais elle s’étend & beaucoup d’autres questions importantes,
et c’est A cette géométrie que jai cru deveir rapporter les polygones et
les polyeédres étoilés, et plusieurs problémes d’ordre et de situation que
J'ai proposés et résolus pour la premicre fois dans un Mémoire qui a
été¢ imprimé dans le Recueil de Ulnstitut et dans le Jouwrnal de UEcole
Polytechnique.

L.a Mécanique elle-méme nous presenterait également deux especes
de mécanique. Et d’abord celle qui caleule la quantité des mouve-
ments, les forces, les vitesses; ensuite celle qui n’a en vue que la dis-
position des corps, leur jeu réciproque, la maniere dont ils croisent
leurs routes, et cela sans avoir égard ni 4 la direction de ces lignes, ni
au temps que les corps mettent 4 les décrire, ni aux forces qui sont
nécessaires pour les mouvoir. Telles sont plusietrs machines ou wme.
caniques ingénieuses, ou ’on ne considére ni la force ni la grandeur
du mouvement, mais uniquement la situation et le monvement géo-
métrique des différentes piéces qui les composent. Mais il est clair que
cette espéce de mécanique serait toute fondée snr la géométrie de situa-
tion, et se confondrait, pour ainsi dire, avec elle.

Quot qu’il en soit, vous voyez que les mathématiques nous oflvent
partout ces cdeux objets de spéculation : d’un cdté, la grandeur ou la
quantité, c’est-d-dire la proportion ou la mesure des grandeurs; de
Pautre, le nombre, Vordre et la situation des choses, sans aucune idée
de mesure ou de quantité. De sorte que les mathématiques, considérées
de la maniére la plus générale, pourraient étre définies la science
qui a pour objet le nombre, Vordre et 1a mesure.

Je mets la théorie des nombres en premier lieu, parce quelle est
nécessairement la premicre qui doive s'offrir dans la chaine naturelle
de nos idées, et que la science des rapports y a elle-méme ses premiers
principes. Et, en effet, il n’est gucre de probleme mathématique, quel-
que simple qu'il soit, qui ne présente plusicurs choses i considérer,
et qui n’ait ainsi de premiéres difficultés relatives au nombre de ces
choses; de sorte que les premiers principes de la solution doivent étre
nécessairement puisés dans la théorie des nombres.
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Cependant cette spéculation, que je mets la premiere dans la suite
de nos idées, parait ne s’¢tre présentée que la seconde; et méme on a
vu les diverses branches des mathématiques s’élever & une assez grande
hauteur, sans rien emnprunter & la théorie des nombres, qui est restée,
pour ainsi dire, isolée, et comme sans usage dans Panalyse et la géo-
métrie. Mais il y a la-dessus une remarque essentielle a faire.

1l faut observer que la plupart des questions traitées jusqu’ici par les
géomeétres ont exigé, sij'ose le dire, encore plus d’adresse et de saga-
cité que de force etde profondeur. N’ayant presque jamais en vue que
la quantité, iis ont pu la saisir, et meme la suivre jusque dans les al-
fections des grandeurs qui varient par nuances insensibles. Dans les
premiers problémes qui nous intéressent, il y a si peu d’éléments a
considérer, que les difficultés qui tiennent au nombre et a Pordre de
ces éléments disparaissent pour ainsi dire d’elles-mémes, et ne peuvent
gucre retarder la solution qu’on se propose d’obtenir. Mais sitot ¢u'on
a voulu résoudre des questions un pen moins simples, ces difficultés
se sont fait sentir, et nous ont paru insurmontables. Dans ces sortes de
recherches, on a & peine effleuré la matiére; et les solutions particu-
lieres, qu'on avait obtenues dans quelques cas simples, n’étant pas
tirées des principes généraux, n’ont pu donner aucune lumiere sur les
(uestions du méme genre. Cest ce qu'on peut voir et rendre sensible
par plusicurs exemples, ef, entre aulres, par cet exemple remar-
quable que j’ai cité plus haat. Ainsi les Anciens ont trouvé qu’on pot-
‘ait construire, par la regle et le compas, le coté du triangle équilatéral,
et méme le coté du pentagone réguliier, inscrits & un cercle donné; et,
quoiqu’ils aient trouvé dans ces deux cas des constructions exactes,
ils n’ont rien vu au deld, et ils ont méme cru gu’on ne pouvait aller plus
loin. ls ont pu résoudre le probleme pour ces deux nombres premiers
3 et 5, parce que la difficulté qui vient des nombres est ici presque
nulle, et n’est pas méme apercue. Mais il n’en est pas de méme pour
ies nombres premiers supérieurs, et ils ont été arrétés tout a coup
dans leur recherche, parce que les vrais principes de la solution, qui
ne peuvent etre pris que dans la théorie des nombres, leur ont entiere-
ment échappé. Et, en effet, s'ils avaient eu ces principes, ils auraient
vu que la possibilité de diviser géométriquement le cercle en 3 ou
5 parties égales tient essentiellement & une propriété qui est commune
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A ces deux nombres premiers, et qui consiste en ce que chacun d’eux,
étant diminué de 'unité, fait une puissance exacte de 23 et de 12 ils
auraient conclu que la solution est également possible pour les autres
nombres premiers, tels que 17, 257, etc., qui jouissent aussi de la
méme propriété; mais cest ce que leur solution, trouvée dans le cas
de 3 et 5, ne leur avait pas méme fait soupconner, parce ue ce n’était,
pour ainsi dire, qu’nne solution de fait, et qui ne venait pas de cette
propriété des nombres, qui seule la fait réussir,

Il résulte donc de ces réflexions que la théorie des nombres, qui,
au premier coup d'eil, ne parait qu’une spéculation singuliére en
mathématiques, s’y présente au contraire d'une maniére naturelle, et
qielle forme méme la premiére partie essentielle de la doctrine, comme
étant celle o la science générale des rapports a elle méme ses pre-
wiers fondements. C’est par cette théorie de 'ordre et des nombres
qu’ou peut connaitre la mature propre de Palgébre, et rendre raison
de cette ¢quivogue, on multiplicité de sens, quelle attache & ses signes,
el qui nous présente souvent plusieurs racines ou solutions différentes
dans un probléme ou notre esprit n’en voit qu'une seule : propriété
singuliere de 1'algébre, dont on ne sest point encore bien rendu
compte, et que je vais tacher d’approfondir afin de jeter un nouvean
Jour sur la philosophie de la science. ‘

11I.

Quand on applique ’algébre 4 la solution d’un probleme, on trouve
souvent une équation de degré supérieur, qui a plusieurs racines, et
qui donne ainsi, outre la valeur propre a résoudre le probleme tel que
Pesprit le considére, d’autres valeurs auxquelles on n’avait pas songé,
et qu’il parait quelquefois impossible d’interpréter par les nombres ou
par les lignes dont il s’agit dans la question proposée.

D’Alembert a fait li-dessus des réflexions dans plusieurs de ses écrits,
et notamment dans le dictionnaire de I'Encyclopédie, au mot Equalion,.
Il parcourt quelques questions tres-simples, ou l'algebre donne 4 la
fois plusieurs solutions différentes, quoique le probleme paraisse n’en
avoir qu'une seule dans le sens précis de son énoncé; et il tiche d’ex-
pliquer cette multiplicité, en faisant voir que Péquation est souvent
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plus générale que I'énoncé, et qu'elle est la traduction algébrique de
plusieurs énoncés différents dont ’algébre ne peut exprimer la diffé-
rence. « Quelques algébristes, dit-il, regardent cette généralité comme
» une richesse de I'algebre, qui répond, non-seulement & ce qu’on
» lui demande, mais encore a ce qu’on ne lui demandait pas et qu’on
» ne songeait pas & loi demander.... Pour moi, ajoute d’Alembert, je
» ne puis m'empécher d’avouer que cette richesse prétendue me pa-
» rait un inconvénient. Souvent il en résulte qu’une équation monte
» & un degré beaucoup plus haut qu’elle ne monterait, si elle ne ren-
» fermait que les racines propres & la vraie solution de la question telle
» qu'elle est proposée. 11 est vrai que cet inconvénient serait moindre,
» etserait méme, en un sens, une véritable richesse, sil’on avait une
» néthode générale pour résoudre les équations de tous les degrés. 1i
» ne s'agirait plus que de déméler parmi les racines celles dont on
» aurait veaiment besoin ; mais maiheureusement on se trouve arrété
» dés le quatrieme degré. 11 serait donc & scuhaiter, puisqu’on ne peut
» résoudre toute équation, qu’on plit au moins I’abaisser au degré de
» Ta question, c’est-a-dire & w’avoir qu'autant d’unités dans I'exposant
» de son degré, que la question a de solutions vraies et directes; mais
» la nature de Palgébre ne parait pas le permettre. »

Telles sont 4 ce sujet les réflexions de d’Alembert, philosophe & qui
I'on doit sans doute beaucoup de lumiéres sur d’autres points de la
science; mais il me semble qu’ici ses réflexions manquent a la fois de
force et de justesse, et qu’elles ne vont point au fond de la question
philosophique dont il s’agit. Cette généralité de Palgebre n’est ni une
richesse mi wn inconvénient : c’est le simple caractére d'une science
exacte et parfaite; car I'algébre ne nous donne exactement que ce qu’un
raisonnement parfait nous aurait donné lui-méme.

Supposons, en effet, que le probléme dont on s'occupe soit énoncé
d’une maniere parfaite : 'énoncé ne renfermera que la relation pré-
cise qui existe entre I'inconnue et les données du probléme, et qui
seule forme entre elles une équation. Il est clair que tout ce qu'on
pourrait ajouter a cet énoncé, ou'y sous-entendre , serait au moins
inutile, et quelquefois méme pourrait étre une contradiction. Car,
puisque l'inconnue se trouve déja fixde par cette seule partie de
V'énoncé qui forme Péquation , il est évident qu’on n’est plus le maitre
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de rien ajouter; comme, par exemple, cette condition que I'inconnue
sera plus grande ou plus petite qu’une certaine (uantité, ou que la
ligne cherchée tombera dans telle ou telle partie de la figure, etc.;
conditions qui ne dépendent plus de nous, que Pesprit peut supposer
mal & propos, et qui souvent n’ont pas licu dans la question proposée.
On voit donc que si énoncé du probléme est parfait, il n’est vien autre
chose que Iéquation méme qui le traduit cn algébre. Si donc cette
équation nous présente plusieurs racines o v
connue, P'énoncé lui-méme doit également
tentif, cette méme multiplicité de solutions
s’agit.

L’algébre ne donne donc rien au dela de ce qu’'on lui demande; elle
West pas plus générale que la logique considérée dans sa perfection, et

le degré ou Iéquation s'éleve est le degré méme de 1a (uestion,
parfaitement posée,

9

aleurs différentes de 1’in-
présenter, i Vesprit at-
dans le probléme dont il

st elle

Mais le plus souvent nos énoncés sont trés-im
qu'indépendamment de cette relation qui lie aux données I'inconnue

et qui la détermine, notre esprit y méle encore certaines conditions
inutiles et souvent contradictoires; et voici
Comme ces sortes de r

parfaits; je veux dire,

alors ce qui nous arrive,
estrictions ne donnent point d’équation, et ne
sont pas ainsi de nature i s’écrire en algébre, I’équation qu’on tire de
I'énoncé se trouve exactement la méme que si, ces suppositions n’av
point leu, et, par conséquent, cette équation a les mémes
solutions différentes dont le probléeme est susceptible en le supposant
bien exprimé. Cependant, comme notre esprit reste toujours préoc-
cupé par la considération particuliere de ces limites ot il borne Ia
question, il s’étonne d’abord de cette multiplicité de solutions qu’il
n’avait point en vue, et il cherche ensuite a les interpréter par les
lignes, ou par les quantités dont il s'agit dans la question proposée.
S’il en vient 4 bout, il attribue & Ialgébre, qui lui a donné ces solu-
tions inattendues, une généralité propre qu’il wavait pas trouvée dans
le raisonnement ordinaire; s’il ne peut expliquer toutes ces valeurs,
il reproche a Faigebre cette trop grande généralité, comme un incon-
vénient, et une imperfection qui mele la vraie valeur de Pinconmue a
des valeurs étrangeres. Mais on voit qu’il n’y a ici d’autre
tion que celle de l’esprit et du ]angage. 1’al
Tome X. — Jaxvier 1845,

aient
racines ou

imperfec-
gebre, encore une fois, ne

]
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traduit et ne doit traduire, de 'énoncé du probleme, que la seule
partie qui fait une équation, et qui suffit pour déterminer I'inconnue.
Elle abandonne tout le reste, comme ces rapports vagues de majorite
ou de minorité, qui ne peuvent servir a aucune détermination. Ainsi
Péquation obtenue ne renferme rien des imperfections de notre énonce,
et elle devient la question méme parfaitement posée. La multiplicité
de ses racines nous avertit donc, non pas, comme on le croit d’ordi-
naire, qu'il faut étendre le premier énoncé pour en multiplier les divers
sens ; mais qu'il faut, au contraire, le simplifier etle réduire, en y sup-
primant ce qu’on y avait mis de trop et qu’on n’éfait pas le maitre d’y
insérer. Et alors on peut voir qu’il n’y a précisément, dans I'équation
algébrique, que la méme multiplicité de solutions qu’on aurait pu
reconnaitre , sans algebre, dans I'énoncé parfait du probleme.

Telle est, je crois, la vraie nature de algébre, et la vraie solution
de la question philosophique que j’examine, et qui touche aux pre-
miers fondements de la science mathématique. Il ne s’agit pas de sa-
voirs'il y a, ou non, une méthode générale pour résoudre les équations
de tous les degrés: on n’en sait pas moins qu'une équation de degré
supérieur a plusieurs racines, et la question était d’expliquer cette
multiplicité, en montrant qu’elle est dans la nature méme des choses,
et que I'algebre n’a pas plus de généralité qu’un bon raisonnement.

Mais il ne faut pas manquer de faire ici une observation essen-
tielle: c’est que, & raison de V'ignorance et de la faiblesse de I'esprit
humain, qui ne marche guére qu’a I'aide des images sensibles, ou des
mots qui eux-mémes ne répondent presque tous qu’a des images, I'al-
gebre nous a ¢té et nous est encore d’un merveilleux secours. Car,
comme elle n’exprime que les rapports qui deéterminent, et quelle n’a
point de signes pour les conditions vagues, il en résulte que, quelque
imparfaits que soient nos énoncés, pourva qu’ils renferment la loi de
rapport qui fait le nceud du probleme, I'équation que I’analyse en tire
se trouve aussi parfaite que si elle provenait de I’énoncé le plus parfait ;
et, sous ce point de vue, on peut dire que I'algébre a étendu et perfec-
tionné lesprit humain.

On voit donc que ce qui nous resterait a faire aujourd’hui pour
'achevement de la doctrine, ce serait de chercher et de montrer dans
chaque probléme comment Vesprit, a I’aide du seul raisonnement, au-
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rait pu s’élever a cette généralité de vue dont il n’a été averti que par
les signes de I'algébre, et comment il aurait dé prévoir ces multiples
solutions qui coexistent dans un méme probleme, et qu’aucun art ne
peut séparer. C'est par cette étude attentive qu’il verra ce qui avait
manqué jusqu’ici aux principes de son analyse logique. 1l n’avait songeé
qu’aux rapports de grandeur, et il reconnaitra qu’il fallait avant tout
considérer le nombre et Pordre des choses, indépendamment de toute
idée de grandeur ou de quantité. Dans cette pure considération de
l'ordre, ou il verra que plusieurs ordres, qui lui paraissent différents,
naissent pourtant I'un de I’autre par une seule et méme loi, et se re-
produisent sans cesse, quel que soit le premier ordre d’ou 'on veuille
partir, il trouvera Porigine naturelle des puissances, et la raison pro-
fonde de ces multiples racines de Punité, qui ne sont point des valeurs,
mais de simples signes d’ordre entre les choses que I'on considére. Par
ces nouveaux principes il perfectionnera Palgébre elle-méme, et 1al-
gebre & son tour pourra jeter de nouvelles lumiéres sur la théorie des
nombres.

De toutes ces réflexions, et d’une foule d’autres que je pourrais y
ajouter, je conclus donc que les principes de I'algébre et de la théorie
des nombres devraient étre unis ensemble dans nos ouvrages élémen-
taires, comme ils sont inséparables par la nature méme de ces deux
sciences. Ainsi j'espére qu'on me pardonnera, et méme qu’on me saura
quelque gré de revenir sur ces principes fondamentanx, d’essayer de les
rendre plus clairs et plus sensibles, et de faciliter ainsi aux jeunes géo-
metres une étude tres-ardue, et en apparence trés-stérile, mais en effet
tres-féconde, et peut-étre, comme je I'ai dit, la seule d’on Panalyse
mathématique puisse attendre aujourd’hui de véritables découvertes.

CHAPITRE Te-,
De quelques propositions fondamentales de la théorie des nombres.

Je commencerai par établir le théoréme genéral qui regarde le
nombre des racines ou solutions entiéres d’une équation indéterminée
de degré quelconque. Ce théoréme est tout A fait analogue & celui qui
sert de base en algebre A Ia théorie géuérale des équations, et je vais

2..
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les démontrer tous deux de la méme manicre. Fexaminerai ensuite les
autres théorémes 4 mesure qu’ils se présenteront dans le cours naturel
de ces réflexions.

ArTICLE I°.

Sur le nombre des enticrs qui pewvent rendre un polynéme divisible exactement par
un nombre premier.

1. Considérez un polyndéme rationnel et entier du degré m, dela
forme
X" 4+ Ax™ ' ++ B - S + T,

et que, pour abréger, je désignerai par X. Prenez m quantités quel-
conques «a, b, c,..., s, £, et divisez le polynome X par le binbme x— a,
jusqu’a ce que le reste ne contienne plus la lettre x, ce qui est tou-
jours possible; vous aurez I'équation

X=(x—a)X + X,

le quotient X/ étant un polyndme du degré m — 1 en x, et le reste X,
étant le polynome proposé X ot 'on aurait changé x en a.

Divisez de méme X’ par & — b et vous aurez de la méme maniére un
quotient X” du degré m — o, et un reste X, qui sera le polynéme X’ ou
Von aurait changé x en b; et par conséquent vous aurez

X = (x — b X" + X,.

Continuez de méme de diviser X" par x—c, et ainsi de suite jusqu’au
dernier polynéme X"~ qui ne sera plus que du premier degré en x,
et que vous diviserez par x — £; et vous trouverez enfin

X = (x — ) + X,

Substituez maintenant dans la premiére équation, 2 la place de X,
sa valeur donnée par la seconde, et dans I’équation résultante, a la
place de X”, sa valeur donnée par la troisieme, et ainsi de suite; et
vous aurez I’équation

X=X, + x—=a)X, +{xr—a)(x—b)X| + (x—a)(x—b) (x—c) X+
+(x—a)(x—b)(x —c)(x—s)(x—1);
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équation identique, c'est-a-dire, qui aura lien quelles que soient les
quantités que vous vouliez prendre pour a, b, c,..., s, .

2. Or actuellement supposons que la quantité désignée par a soit
telle qu’étant mise au lieu de x dans le polynéme proposé, elle ré-
duise ce polynéme X a zéro; alors le terme marqué par X, sera nul de
lui-méme, et I’équation précédente se réduira i celle-ci :

X=(x—aX +(x—-a)e—hX +(x—a)(x—b)(x—c X"+
+(x—a)(x —b)(x —c)..(x —s)(x — 0.

Supposons ensuite que & soit aussi une quantité capable de réduire X
a zéro; on aurait donc X, = o; mais Péquation précédente, en faisant
x = b, donnerait X, =(h — a)X\; donc si b differe de a, X, =o0
donne nécessairement X, = o, et la transformée se réduit encore et
devient ainsi

X=@—a)x—bX + (x—a)(r—>5b)(x—c) X+

s

+ (x—a)(x—b)(x —c)(x —s) (2 — 1).

De méme, si 2=c rend nul le polynéme X, on aura X" = o, et ainsi
de suite; de sorte que si a, b, c,..., s, t sont m quantités qui puissent
réduire le polyndéme X a zéro, ce polynéme peut étre transformé identi-
quement dans le produit

(x —a)(x—b)(x —c)(x — 5) (x — )
ce qui est le fondement de toute la théorie des équations.

3. On voit par la qu’il n’y a pas plus de maniéres de réduire a zéro
le polynéme X du degré m, qu’il n’y a de manieres de réduire a zéro
le produit de m facteurs X—a, X —b,x—cCh, x—5, 2 —t;o0r
il est évident qu'un produit ne peut jamais devenir nul 4 moins que
quelqu’un de ses facteurs ne soit nul en particulier; de plus, chaque
facteur x—a ne peut devenir nul que d’une seule maniere, savoir, en
taisant & = a; donc un polynéme X du degré m ne peut devenir nul
pour plus de m valeurs de x, c’est-ci-dire que Uéquation X = o ne peut
avoir plusde racires qu'il W'y a d'unités dans le degré de cette équation.

4. Soit maintenant p un nombre premier quelconque, et considé-
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rons les nombres entiers x inférieurs a p, qui peuvent rendre le poly-

nome X divisible par p: ces nombres entiers seront les solutions ou ra-

cines de I'équation indéterminée X = o p, en désignant par Jip un

multiple quelconque de p; et je dis que cette équation ne peut avoir

plus de racines quiln’y a d’unités dans le degré m de cette proposée.
En effet, si nous reprenons I'équation identiqune

X =X, +x — a) X} +(x—a){x—b) X! +{x—a)(x—0b)(x—c) X+
+ (& —a)(x = b)(x — c)(x — 5) {2 — 2),

nons voyons qu’en supposant & un nombre inférieur a p, qui rende X

divisible par p, de maniére qu'on ait X,= Inp, le polynéme X de-

vient, & ce multiple pres de p,

X = (x —a)X),+ (& —a)(x— b) X' (e —a)(x—b)(x —c) X4
(X —a)(x—b)(x —c)(x—s)(x—1.

De méme, si a = b rend X divisible par p, de maniére qu’on ait
X, = dp, comme P'équation précédente donne X, = (b —a)X;, il en
résulte quon aurait (b — @) X, = 9tp; mais b et a étant des nombres
différents inférieurs a p, il est clair que le facteur b — a ne peut étre
divisible par p; donc l'autre facteur X, doit Pétre; done X, = omp
donne nécessairement X, = op, etle polynéme X, & un muitiple pres
du nombre p, se réduit 4

X = o — a)lx — )Xo + (x — a){x — b)(x — )Xy -
(x —a)(x — b)(x-—c)(x— 5){x— £).

De méme, si le nombre x = ¢ rend X divisible par p, on en con-
clura X, = Oip, et ainsi de suite; de sorte que si a, b, c,..., s, t sont
m nombres enticrs inférieurs a p qui rendent X divisible par p, ce poly-
néme X du degré m sera, a des multiples prés du nombre p, équivalent
aw produit des m facteurs bindmes x— a, x— b, x—Cyry x—8, x—L.
Ainsi il 0’y aura pas plus de maniéres de rendre le polynome divisible
par p quil m’y en a pour le produit équivalent dont il s’agit.

Or, p étant un nombre premier, ce produit ne peut devenir divisible
par p, qu’autant que I'un des facteurs le sera séparément; mais il est
évident que chacun d’eux, tel que x — &, ne peut Vétre que pour une
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seule valeur de a inférieure & p, savoir, x = a; donc ['éguation inde-
terminée X = dp, du degré i, ne peut avoir plus de m racines ou so-
lutions en nombres entiers inférieurs c p.

Remarque 1.

5. Jai supposé tout de suite que le premier terme x™ de la pro-
posée n’avait pour coefficient que I'unité, parce qu’il est aisé de voir
qu’on peut toujours réduire i cette forme une équation quelconque

Ax™ 4+ B! 4 Ca" 244 S+ T = Mp,

en ajoutant aux coefficients B, C,..., T, des multiples convenables
de p, qui les rendent tous divisibles par le premier coefficient A que
je suppose premier a p. Il est évident que ces multiples de p ajoutés
aux coefficients ne peuvent changer en rien les racines de la proposée,

mais ils rendent tout le premier membre divisible par A, et 'on a la
transformée

X7 A4 Al Blae™? Sx+ T = mp’

qui a les mémes racines et dont le premier terme n’a d’autre coefficient
que Punité.

Si A n’était pas premier a p, il serait donc de la forme up et on
pourrait alors supprimer le premier terme de Péquation, laquelle ne
serait ainsi que du degré m — 1; et de méme pour le coefficient sui-
vant B, s’il w’était pas premier 4 p. '

Si tous les coefficients A, B, C,..., S, T étaient divisibles par p, le
polynéme proposé serait toujours divisible par p pour toutes les va-

leurs possibles de x, ou, pour mieux dire, il n'y aurait plus alors
d’équation.

6. Quant & ce multiple convenable de p qu’il faut ajouter i un coef-
ficient B, pour le rendre divisible par A, on le trouve facilement en
posant 'équation du premier degré,

E—E—IE = un entier = ¢,
ou

eA —ip =B,
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¢équation tonjours possible si A est premier & p, et qui fera connaitre
les valeurs de 7 et de e par la méthode conunue [*]. On opérerait de 1a
méme maniére pour rendre tous les antres coefficients G, D, ..., S, T
divisibles par A. Ces transformations sont tout & fait analogues a celles
qu’on emploie dans les équations algébriques pour faire disparaitre les
fractions et réduire le premicr coefficient i Punité.

Ainsi nous considérerons toujours les équations indéterminées sous
cette forme trés-simple, ou le premier coefficient est 1, et tous les
autres réduits i des entiers, comine nous 'avons supposé dans la dé-
monstration du théoréeme fondamental que nous venons de présenter
(n® 4.

Remarque I1.

7. Lagrange est, comme on sait, le premier qui ait proposé et de-
montré ce théoréeme ., dans les Mémoires de U Académie de Berlin pour
{"année 1768. Euler, dans le tome X VI des Nowveaux Commeniaires
de Saint-Pétershourg, 'a démontré dans le cas de I'équation bindme,
mais par une méthode qu'il est facile d’étendre a4 une équation quel-
conque. On le trouve encore dans les Recherches de legendre sur
Ianalyse indéterminée, dans sa Théorie des nombres, et dans V'on-
vrage de M. Gauss. Mais toutes ces démonstrations sont a peu pres la
meme présentée de différentes maniéres : la ndtre nous parait aussi
claire et aussi simple gqu’on puisse le désirer.

Remarque TII.

8. Cette démonstration suppose essentiellement que le nombre ou
module p auquel on rapporte I'équation soit un nombre premier. Car
s’} s’agissait d’un module composé N, le produit des binbmes x — a,
x — b, x — ¢,... pourrail etre encore divisible par N sans qu’aucun
d’eux le fiit séparément. Il suffirait que I'un de ces bindmes fat divi-
sible par un des facteurs de N, et un autre par I'autre facteur, et le
produit serait encore div@sib]e par N: d’ou 'on voit que I’équation

[*| On donnera plus loin quelques méthodes nouvelles pour résoudre les équations
indéterminées du premier degré.



PURES ET APPLIQUEES. -

X = N peut avoir, si N est un nombre composé, plus de raciues
qu'il 'y a d’unités dans Pexposant de son degré. 1l serait facile de
compter le nombre de toutes les solutions possibles, par le nombre de
toutes les maniéres possibles de décomposer le nombre N en différents
facteurs premiers entre eux ; mais nous y reviendrons, et nous ne con -
sidérerons ici que le cas d’un module absolument premier et que nous
désignerons toujours par la méme lettre p-

Remarque 1V.

9. On peut remarquer encore que cette démonstration sur le
nombre des racines entiéres de Péquation indéterminée X = IRp, est
tout a fait la méme que la démonstration relative au nombre des ra-
cines des équations déterminées X = 0. On 0’y suppose absolument
que l'opération de la division algébrique, et ce théoréeme fondamen-
tal . démontré par Euclide, que si deux nombres sont premiers par
rapport & un troisiéme, lear produit est aussi premier A ce troisieme
nombre. Il résulte donc des premiers principes du caleul qu'une é

qua-
tion indéterminée du degré m,

xm™ . Axm—i . me——2 e

ne peut avoir plus de m racines ou solutions en nombres entiers in-
févieurs a4 p; car une fois qu’on lui en supposerait m,

tout de suite qu’elle est, aux multiples preés de p,
I'équation

on prouverait
identique avec

(X —a)(x — b) (x — ¢)rr = Mp,

laquelle ne peut avoir d’autres racines quea, b, ¢, cte. P
démonstration on voit encore qu’une équation X = Mp, du degré m,
peut avoir autant de racines qu’il y a d’unités dans Iexposant m. de ce
degré; car on peut sur-le-champ former une équation

ar la méme

2" 4+ Ax™ = M p,
qui aurait m racines données a, b, ¢, etc. : il o’y anrait qu’a faire le
produit (x —a)(x — b)(x — ¢)... et Pégaler 2 un multiple quel-
conque de p. Ainsi il y a une infinité d’équations

" =A™ 4 = Ip,
Tome X. - Janvier 1845.
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qui ont effectivement m racines, et il ne peut y en avoir aucune du
degré m qui ait plus de mn racines; mais voild tout ce qui résulte de
la démonstration précédente. Lorsqu’on propose une équation du de-
gré m, on ne peut savoir en général si elle a ou non des solutions en
nomhres entiers. Il n’y a qu’un cas particulier, fort remarquable, ou
I'on connaisse toujours le nombre et les valeurs des racines par la
forme méme de I'équation proposée; c’est le cas de I'équation binéme
aP~' — 1 = owp, laquelle a toujours pour racines les p — 1+ nombres
entiers 1, 2,3, 4, 5,..., p — 1, inférieurs & p : ce qui est, en d’autres
termes, 'expression du fameux théoreme de Fermat.

Corollaire.

10. Mais, de ce théoréme, quisera démontré plus loin, on peut tirer
une conséquence générale sur le nombre des racines entiéres que peut
admettre une équation quelconque

am - Ax™t - Bax™ 2 +...— DTL[).

Car puisque, aux multiples pres de p, le bindbme &' — 1 est identique
avec le produit

(@ — 1) (x—2)(x—=3@—p—1),
il en résulte que, si la proposée
™ + A 4= My

a m racines entiéres, e, €, ¢’, etc., inférieures 4 p, le premier membre
™ 4~ Ax™ ' +... est nécessairement un diviseur du bindme aP~' — 1
ou plus généralement, que si elle a un nombre § de racines entieres,
le polynoéme x™ + Ax™! ... aura nécessairement avec x”~' — 1 un
commun diviseur du degré 9, et la réciproque est manifeste. Do je
conclus qu’on pourra toujours reconnaitre si une proposée

"+ Ax™ N = :)ILP

a des racines entiéres, et quel est le nombre de ces racines, en cher-
chant le plus grand commun diviseur du polynéome x™ + Aax™ ' ...
et du bindme a?~* —1. Si ce commun diviseur existe, et qu’il soit du
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degré §, la proposée aura § racines entiéres; s’il n'y a pas de commun
D ’ P s

diviseur, la proposée n’admettra aucune racine entiere. On voit donc
yue toutes les équations

X"+ Ax™ L= I,

qui admettent m racines, ne sont, aux multiples prés de la base ou
module p, que des diviseurs de ’équation binéme a7~ — | — DM p s
et qu’ainsi cette équation, qui semblait particuliére, est au fond tres-
générale et renferme en quelque sorte toutes les autres; ce qui fait
sentir d’abord toute 'importance du théoréme de Fermat dans P'ana-
lyse indéterminée.

ArticLE Il

Sur le théoréme de Fermat.

11. Ce théoréeme a été démontré pour la premiére fois par Euler, et
depuis par presque tous ceux qui se sont occupés des proprietés des
nombres. Jen proposerai encore dans ce Mémoire deux démonstra-
tions nouvelles extrémement simples. Mais, auparavant, je suis bien
aise d'indiquer celle que Lagrange en a donnée dans les Mémoires de
Berlin pour I'année 1771, et qui parait assez naturellement déduite des
premiers principes du caleul.

12. Cet illustre auteur fait voir que, si I’on forme I'équation

(= 1)@ —2)(z — 3)(x — 4 (@ — Byl — p—1) = o,
p étant un nombre premier, et qu’on représente le polynome qui en
résulte par
xP - AP + BxeP? 4o - T — 1 = o,

tous les coefficients A, B, C, etc., T, seront divisibles par le nombre
premier p.

Ainsi tous les coefficients peuvent étre representés par ap, §p, yp, etc.,
*p; de sorte que I'équation qui a pour racines les nombres 1, o, 3

e
!

4, 5,..., p — 1, est de cette forme

I apaPt 4 8part o p — 1 =0

3.
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Or, par la théorie des équations, on sait que le dernier terme tp — 1 est
égal au produit de toutes les racines 1, 2, 3, 4, 5,..., p—1; ainsi l'on a

1.2.3.[4.5...}3‘:-7 =1tp—1,

ou

1.2.3.4.5...})—4——1 + 1 =1p,

et par conséquent le produit de tous les nombres 1,2, 3,4, 5,...,p —1,
augmenté de Uunité, est toujours divisible par p, quand p est un nombre
premier : ce qui donne d’abord le beau théoréme qu’on attribne a
Wilson, et que personne n’avait encore démontré.

Ensuite la méme équation précédente, mise sous la forme

Pt — 1 = — (axP? 4 B8P + etc. + 1)p,

fait voir que le binome a”~* — 1 est toujours divisible par p, quelque
valeur 1, o, 3, 4, 5,..., p — 1, qu’on veuille donner a .

Donc Véquation indéterminée P~ — 1 == dp a toujours p — 1
racines ou solutions entieres, qui sont 1, 2, 3, 4, b, etc., p — 1, ou,
si Pon veut, pp +1, up + 2, up + 3, up 4 4, ete., up -~ p —1: car,
en négligeant les mnltiples de p, une puissance quelconque de pp + e
revient 4 la méme puissance de e.

Ainsi le bindme xP~' — 1, o p est un nombre premier, est toujours
divisible par p, en prenant pour x un nombre quelconque premier a p.

Cest le fameux théoreme de Fermat.

13. On déduirait encore de celte méme équation
(x —1)(x—2)(x —3).le—p—1)=ar +opxP 4t p—1,
que la somme de tous les nombres
1,2,3, 4, 5,..,p—1,

la somme de leurs produits deux 2 deux, la somme de leurs produits
trois 4 trois, etc., sont divisibles par p, lorsque p est un nombre pre-
mier.

Ainsi le théoréeme de Fermat, le théoreme de Wilson et ceux gu’on
vient d’ajouter, sont des corollaires d’une mcme équation qu’on
démontre assez facilement par la méthode des coefficients indéter-
minés, el par la considération des coefficients du bindéme ou des



PURES ET APPLIQUEES. 21

p— Jp—1.p—2
termes p, ]i%u—l-, E—[—}—;I 3])—

sont tous entiers, et divisibles par p, & Vexception du dernier

: etc., qui, lorsque p est premier,

]1.p——1.p—é... 1

23 s qui est égal a unité.

ArticrLe Il
Théoreme de Fermat genéralise,

14. Au reste, le théoreme de Fermat peut étre en quelque sorte gé-
néralisé, c’est-a-dire étendun a4 un nombre quelconque N, premier ou
composé, et s’exprimer de la maniére suivante :

Si n marque combien il y a de nombres inférieurs et premiers a N,
on a toujours 2" — 1 divisihle par N, ou x" —1 = N, pourvu que x
soit un nombye premier a N.

Ce théoreme a été démontré assez directement par Euler dans les
Nowveaux Commentaires de Saint-Pétersbourg (annces 1760 et 1761,

Si le nombre N est premier, alors il est clair que nest égal a N — 1,
et I'on peut prendre pour x tel nombre qu'on voudra qui ne soit pas
un multiple de N'; et ce cas revient exactement au théoreme de Fermat.

15. En général, 'équation " — 1 = ON a n racines entiéres qui
sont les » nombres inférieurs et premiers & N; et il est aisé de voir
qr’elle n’en peut avoir d’autres. Car soit, s’il est possible, une racine x
qui aurait avec N un commun diviseur ¢, de maniére qu’on etit

x =10y e N=0P;
on aurait donc, par hypothese ,

gny" — 1 = I (GP),
d’ou 1l résulterait

671-1 .J,.n . l@ — :)ILP,

équation impossible, 2 moins que § ne soit égal 4 P'unité, et que, par
conséquent, x et N ne soient premiers entre eux. Ainsi I'équation
x" — 1 = TN ne peut étre résolue que par les nombres premiers a N,
et n’a que n racines en nombres entiers inférieurs 4 N. Quant anx
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autres solutions en nombres supérieurs 4 N, nous ne les considérerons
point, puisque, rabaissées an-dessous de N par la division, elles re-
viendraient aux premieres que nous désignerons généralement par

1,a,b,c,etc., N — 1.
Remarque 1.

16. Ce qu’on vient de dire est d’autant plus remarquable que si le
binéme x”— 1 est résoluble en facteurs rationnels de degrés inférieurs,
quelques-uns de ces facteurs, étant séparément égalésaun multiple de N,
peuvent avoir plus de solutions qu’il n’y a d’unités dans le plus haut
exposant de I'inconnue x. ce qui ne peut jamais arriver quand N est
un nombre premier.

Mais dans le cas de N nombre composé, si quelque facteur de
x" — 1 égalé & un multiple de N a plus de solutions qu’il n’y a d’unités
dans I'exposant, les autres facteurs en auront nécessairement moins,
puisque la proposée x" — 1 = MN ne peut avoir en tout plus de n
racines.

17. Pour éclaircir la chose par un exemple, considérons le nombre
N =15, on aura

1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14

pour les huit nombres inférieurs et premiers a 15; par conséquent
n = 8, et lon a I'équation

xt — 1 = IM1h:
mais le binome ax® — 1 se décoinpose de cette maniere .
et — (a0

or, pour le premier facteur x* —1 qui n'est que du second degre.
il y a quatre manieres de le rendre divisible par 15, savoir, en fai-
sant

X=1, ou Xx=14, ou x=4, ou X =r1I1.

Le second facteur x* -1 ne peut étre rendu divisible par 15 d’aucune
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maniere, ni le troisieme facteur x* -+ 1, de sorte que les équations
x? 4+ 1 =915 et x* 4+ 1 =Mib

ne peuvent avoir aucune solution:; mais Iéquation résultante du pro-
duit des deux premiers facteurs, savoir,

(2 — 1) (a® - 1) = a' — 1 =I5,

a encore les quatre solutions
2, 7, 8, 13,

parce que chacun de ces nombres rend le premier facteur divisible
par 3, le second par 5, et par conséquent le produit, divisible par 3.5
ou 153 ainsi Péquation &* — 1 = 915 a les mémes huit solutions que
I'équation x* — 1 = 155 et le facteur x* + 1, ¢galé a un multiple
de 15, n’en a aucune.

Voici le résultat de la substitution des différents nombres premiers
a 15, dans le produit des trois facteurs

(@2 —1) (x> +1) (1) = 2t — 15
x = 1t donne (o) (2) (3) =o0.5,
x = 4 domme  (3.5) (17) (257) = oni5,
x =11 donne (3.5.9%(2.61)(2.7321)= on15,

x =14 donne  (3.5.13'(197) (41.937) = oy5,

ou 'on voit que ces quatre nombres x rendent le seul premier facteur
x* — 1 divisible par 15.
Ensuite
= 2 donne (3) o) (171 =1},
= 7 donne  (3.2%) (5%.2) (s.1201)= N5,
= 8 donne (3%.7) (5.a3) (17.241) = 915,

N

=13 donne (3‘23.7)(5.2.17)(2.73.17): Mah,

8 ® 5 &

ou 'on voit que ces quatre nouveaux nombres a rendent le premier
facteur x* — 1 divisible par 3, et en mnéme temps le second x* 4+
divisible par 5; mais le troisieme facteur &* + 1 n’est rendu divisible
ni par 3 ni par 5, par aucun des huit nombres inférieurs et premiers
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a 15, et par conséquent ne peut le devenir par aucun nombre possible ;
de sorte que i"équation x* + 1 == J15 n’a aucune solution en nom-
bres entiers.

Remarque 11.

18. Quand N est un nombre premier p, Uéquation x” — 1= N
devient x” ' — 1 = Mp, et si Von décompose le premier membre
xP=' — 1 en différents facteurs rationnels, chacun d’eux égalé a un
wultiple de p a toujours autant de racines qu'il y a d’unités danps le
degré de ce facteur, et n’en a ni plus ni moins. Cela tient a ce quele
nombre p étant premier, un produit ne peut jamais étre divisible par p,
a moins que quelqu’un des facteurs ne le soit séparément. Or un fac-
teur (x? 4+ ), du bindme proposé, ne peut devenir divisible par p,
pour plus de § valeurs de &, comme on I’a démontré; d’un autre cote,
il ne peut I’étre pour moins de § valeurs, car il faudrait alors, ce qun
est impossible, que Pautre facteur, qui est du degré p — 1 — 9, le fat
pour plus de p — 1 — g valeurs, afin qu'on retrouvat les p — 1 ra-
cines entieres qui satisfont toujours & la proposée.

19. Ainsi Lon a towjours, non-seulement Uéquation xP~' — 1 = Ip
quiap — 1 racines entiéres, mais encore les ¢yuations x% — 1 = Jp
qui en ont précisément G, quand § est une aliquote dep —1 : car, dans
ce cas, il est clair que x?—1 est un diviseur rationnel de ' — 1. Mais
nous reviendrons avec détail sur la théorie de ces équations.

Auparavant, je veux monfrer que le théoreme de Wilson peut étre
aussi généralisé, ou étendu d’un nombre premier p a un nombre quel-
conque N, et démontré directement de la maniere suivante.

ArricLe IV.
Théoréme de Wilson gencralisé.

90. Soient 1,a, b, ¢, d, etc., N — 1 les nombres inférieurs et premiers
2 un nombre quelconque N, il est clair que ces mémes nombres pour-
ront étre mis sous la forme

I+ MN 1+ JIN 1+ N
e, . =,

— 7 - etc.,
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de maniere qu’on aura

I -+ JIUN I+IMN

14+ NN
s =% —— =86, etc,

N—1

=N-—1,

, §, etc., étant les mémes que a, b, etc., mais en général dans un

autre ordre, excepté pour le dernier qui, dans tous les cas, dennera
toujours

on aura donce toujours, quel que soit N,

I+ IUN 1 4+ IMUN 1IN LN o o

e T ey N1 = abe.. N1,
@ b ¢ N—1

d’ou 'on tire {en multipliant les deux membres par abc ... N — 1,

et réduisant le premier membre  la forme 1 + ILN), Véquation

1+ N = (abc... N—1)2,
ou bien
(@abc...N —1)* — 1 = 9N,

c’est-a-dire que le carré du produit de tous les nombres inférieurs et pre-
miers a un nombre quelconque N, étant diminué de Punité » est toujours
divisible par N, théoréme général qui s’étend i tous les nombres N,
simples ou composés.

24. Mais il y a plus: Péquation précédente peut se mettre sous la
forme

f(abe..N7) + 1}{(abc oN—1) — 1} = RN,

et 'on peut démontrer que I'un on Pautre des factears qui forment je
premier membre est séparément divisible par N; et 'on peut distinguer
ainsi tous les nombres N en deux classes qui appartiennent a {'un ou
a Pautre de ces deux cas. Ceci mérite d’étre examiné avec soin.

Je reprends les expressions précédentes,

1+ IMUN 1+ INN 1+ MN
S L = S I

4

Tome X. — Jaxvier 1845.
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et Jobserve que si o était toujours différent de a; € différent de b, etc..
de maniére qu’on eut, par exemple,

et puis, en prenard un nouveau nombre ¢,

1+ JN
RN g

[4

?

et ainsi des autres, il suffirait de considérer la moitié de ces expressions
pour voir dans le produit tous les nombres différents «, b, ¢, etc., de
sorte qu’on aurait

abed ... = 1 + NN,

et multipliant de part et d’autre par N — 1, il en résulterait

abed.. N — 1 = — 1 + MN.

Mais §’il arrivait qu'an des nombres o fut égal au nombre «, de ma-
niére qu’on ett
1t + NN = a?,
la conclusion précédente ne pourrait plus avoir lieu. Mais alors, au
lieu de faire
L4+ OUN

— Y3

a

ce qui donnerait & = a, on pourrait faire
’ — 1+ JLN

a =%
et de cette maniére, ¢ serait différent de a, et égal & N — «, comme
cela est manifeste.

On peut donc toujours associer les nombres «, b, ¢, etc., deux i
deux , de maniére que leur produit soit ou 1 -+ N ou — 1 + MN;
ainsi I’on peut dire que, quel que soit N, le produit de tous les nombres
inférieurs et premiers & N est toujours de la forme =1 -+ MN, el que
par conséquent I'un ou Pautre des facteurs

abe. .. . N—14+1, ou abe .. N—1-—1,

est divisible par N comme nous I’avions avancé.
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22 11 s’agit maintenant de reconnaitre ces deux cas. Nous avons
deja remarqué que parmi les nombres a, b, ¢, d, etc., N — 1,1 vy a
toujours denx nombres a et N -— & qui sont tels qu'on a
I ORN

- =x ou I + MN=zx?;

ce sont les deux nombres 1 et N — 1 ; mais il peut y en avoir d’autres
suivant la nature du nombre N.

Or, si N est tel qu’ily ait un nombre pair de ces couples qui puissent
donner 1 + MN = &2, il y aura un nombre pair d’expressions de la
forme

— 1+ MN =x(N — a);

le factenr a.bcd.. N—1—1 qui sera divisible par N.
Mais si le nombre de ces couples dont le produit est de la forme
— 1+ IN, est impair, le produit total sera aussi de la forme — 9N,

et alors ce sera le facteur a.b.cd.. N — 1 + 1 qui sera divisible
par N.

le produit total sera donc de la forme 1 + 9N, ei, dans ce cas, ce sera

23. Ainsi tout se réduit 4 reconnaitre, d’apres la nature du nom-
bre N, si Péquation

% — 1 = N
a des solutions conjuguées x et N — x, en nombre pair ou en nombre
impair.

Or, je dis que I’équation
x? —1=MN, ou (x+ 1)@ —1)=MNN,

a autant de couples de ces solutions conjuguées, qu’il y a de maniéres
de partager N en deux facteurs P et Q premiers entre eux, ou n’ayant
tont au plus que le commun diviseur o.

En effet, il est clair que les deux bindbmesa + 1 et x — 1, ousont
premiers entre eux, ou n'ont pas de plus grand commun diviseur
que 2. Donc leur produit ne peut étre divisible par N qu’autant qu’un
de ces binomes & + 1 le sera par un facteur P de N, et le second bi-
nome x — 1 par lautre facteur Q (ces deux facteurs étant ou premiers

A

4-.
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entre enx, ou sans autre commun diviseur que 2). Et réciproquement
on voit qu’a chacune de ces décompositions de N dans les deux fac-
teurs P et Q, répondra un couple de valeurs de x, pour la résolution
de I'équation
(x +1){x— 1) = MN.
Et si 'on veut trouver ces valeurs, on fera d’abord
x + 1 =mP, eten mémetemps x — 1 = mQ,

ce qui donne
mP — mQ = 2,

équation toujours possible puisque P et Q sont premiers entre eux, ou
le deviennent en les divisant par le nombre o qui forme le second
membre; on en tirera donc les valeurs des multiples m et m/, et de la

la valeur de «.
Ensuite, changeant I'ordre des facteurs P et Q, on ferait

x+1=pQ, et x—1=puP,
et I’on trouverait de méme
PQ — P =,
d’ou Von tirerait les nouveaux multiples p et ', et de la, la valeur
conjuguée de a; mais ce calcul est inutile, puisque cette seconde va-
lenr est évidemment PQ — . En effet, si des denx binbmes x -+ I,

x — 1, le premier est divisible par P et le second par Q, il sensuit
qu’en changeant & en PQ — x, le premier, au contraire, devient di-

visible par Q et le second par P.
Ainsi donc on a pour I'équation
x? — 1 =MN, oa 1+ MN = x2,

autant de couples de valeurs de x qu’il y a de maniéres de partager N
en deux facteurs soit premiers entre eux, soit dépourvus de tout autre
commun diviseur que 2.

24. Or, soit d’abord N impair ou double d'un impair; il n'y a lieu
qu’é des décompositions de ce nombre en facteurs premiers entre eux :
et si & marque le nombre des facteurs simples qui entrent dans N, on
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sait que le nombre de ces décompositions est marqué par 2", (Foyez
plus loin le n° 29.) Ainsi ce nombre est toujours pair, excepté
lorsqu’on a k =1, ce qui répond au cas ot le nombre N n’a qu’un
seul facteur simple, c’est-a-dire est de la forme p™, p étant un nombre
premier.

Donc, pour N = p", cest-d-dire pour une puissance quelconque m
d’un nombre premier p impair, on a toujours

tab.ed...N—1+4 1 =mN;

ce qui renferme, comme cas particulier, le théoréeme de Wilson, en
faisant m- = 1.

Si N = 2p™, on a bien deux décompositions possibles de N en deux
facteurs premiers entre eux, savoir, 1 et 2p™, et puis 2 et P mais ces
deux décompositions répondent aux mémes solutions de

2! — = M (2p™),

puisque si 'un des bindmes & + 1 et & — 1 est divisible par 2p™ et
par conséquent par 2, I'autre est aussi divisible par 2. Ainsi, dans le
cas de N = 2p™, p étant un nombre premier quelconque, excepté 2, il
n’y a encore qu'un seul couple de solutions possibles pour

x? — 1 = IMN;

et partant, on a, comme ci-dessus,

Lab.ed... N—1+1=MN;
mais pour tous les autres cas de N impair ou simplement pair, on a
rab.c.d.. N -1~ 1=9MN.

25. Soit & présent N pairement pair ou d’un degré supérieur de pa-
rité; et soit & le nombre des facteurs simples qui entrent dans la com-
position de N; on aura d’abord 2** pour le nombre de toutes les dé-
compositions possibles en deux facteurs premiers entre eux, et puis
encore 2*~! pour le nombre des décompositions en deux facteurs non
premiers entre eux, mais sans autre commun diviseur que 2; donc le
nombre total des décompositions sera 2.2*~' ou 2f, et par conséquent
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toujours pair, et Pon aura
1.a.b.edete. N — 1— 1 = N,

26. On exceptera pourtant le cas du nombre N = 2.2 ou 4; cara
cause de la propriété de chacun des binomes a + 1 et x — 1, qui est
de ne pouvoir ctre divisible par 2, sans que Pantre ne le soit en méme
temps, il est clair que les deux solutions de a* — 1 = L4 sont les
memes, soit pour la décomposition de 4 en 1 et 4, soit pour la dé-

composition de 4 en 2 et 2, comme on I'a déja remarqué plus haut.,
pour ie cas de N = op™.

27. Ainsi, poar nous résumer, le produit de tous les nombres
1, a, b, ¢, etc., N — 1, inférieurs et premiers a N, étant angmenté de
Lunité, est divisible par N dans tous les cas de N = p owap, p dtant
ui nombre premier quelconque; et dans le cas d2 N = p™ on ap™.
p étant un nombre premier quelconque, mais autre que le nombre ».

Pour tous les autres cas, le produit des nombres infcrieurs et pre-
miers a N, dtant , au contraire, diminué de Lunité, est toujours divi-

sible par N.

28. M. Gauss, dans ses Disquisitiones arithmetice, a indiqué cette
extension du théoreme de Wilson, pour des nombres quelconques N
mais comme il n’a point ajouté la démonstration des différents cas, il
w’a paru assez intéressant d’éclaircir ce théoreme qui dépend essen-
tiellement de la résolution de 'équation binome

x? — 1 = QILN,
et du nombre des racines qu’elle admet suivant la nature du nombre
donné N. On a va d’aillenrs comment cette équation indéterminée se

résout tout de suite an moyen d’une autre qui n’est que du premier
degré, et dont fa solution s obtient par les méthodes connues.

ArTicLe V.
Sur toutes les décompositions possibles d’un nombre en deux facteurs premiers entre cu.

29. Pai dit plus haut que le nombre de manieres de décomposer
N = a#bcs..., en deux facteurs P et Q premiers entre eux, était
marqué par 2*~*, k étant le nombre des facteurs simples @, b, c,... qui
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entrent dans la composition de N. On peut facilement démontrer ce
théoreme , comme le fait Legendre , en le tirant comme cas particulier
('un autre théoréme ot I'on cousidére tous les diviseurs possibles du
nombre N; mais on peut aussi le démontrer directement et de la ma-
niere la plus simple, par la considération suivante. Et d’abord, puis-
que P et Q sont supposés premiers entre cux, on voit que chacun des
diviseurs simples a, 4, ¢,... ne peut jamais entrer que dans un seul des
deux facteurs P et Q. Et par conséquent les exposants a, €, ,... de ces
diviseurs simples n’influent en aucune sorte sur le nombre cherche,
qui est le méme que si 'on avait simplement N = abc... et qui ne dé-
pend ainsi que du nombre & de ces diviseurs simples @, b, ¢, etc.;
or, si 'on veut compter maintenant en combien de maniéres ce produit
abe... peut étre partagé en deux facteurs P et Q, il n’y a qu’a voir de
combien de maniéres on peut prendre les lettres a, b, c,... une a une.
ce qui donne d’abord le nombre £; et puis ces mémes lettres 2 4 2, ce

. ok —
qui donne

I . A ‘ N .
; et puis ces mémes lettres 3 a 3, ce qui donne

bk —1.hk—2 T I , T -
—— 3 et ainsi de suite jusqu’aux combinaisons A — 1 Ak — 13

et Pon aura d’abord I¢ nombre

=SB sy e
k o+ +

2 2.3

-+ etc. .

qui sera double du nombre des décompositions que 'on considere,
puisque celles qui répondent anx combinaisons 1 4 1, 2 2, 3
a 3, etc., sont les mémes qui répondent respectivement aux combi-
naisons £ —rak— 1, k—aoidk —o, k—3 ak—3, et Donc, si
'on ajoute au nombre précédent le nombre 2 on 1 + 1, pour compter

aussi denx fois la derniére décomposition de N dans les facteurs pre-
miers entre eux 1 et N, on aura

EE—1( k175
1+ A+ + — - ete. -+ 1,
2 2 3

quisera double de toutes les décompositions possibles que nous cher-
chons. Mais il est évident que cette suite n'est autre chose que (1 + 4
ou 2%; donc, en divisant par 2, on a pour le nombre cherché 241,
comme nous 'avions suppose.
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N

CHAPITRE 1II.
Démonstrations nouyelles des théorémes qui précédent.

Quoique les démonstrations que j’ai indiquées plus haut soient assez
claires, il me semble qu'on en pourrait encore désirer de plus
simples et de plus directes, surtout pour des théoremes si élégants et
si utiles dans la science des nombres.

Voicidonc, en premier lieu, une nouvelle démonstration tres-simple
du fameux théoréeme de Fermat, que j'étendrai sur-le-champ a un
nombre quelcongue N simple ou composé.

ArtIcLE [

Théoréeme de Fermat généralisé.

1. Soient
i,a,b,c,d, etc., N— 1,
les n nombres inférieurs et premiers 4 un nombre quelconque N.
Multipliez tons ces nombres par 'un quelconque d’entre eux, x,
autre que l'unité; ce qui donnera

x, ax, bx, cx, dx, etc, N —1.x,

il est clair que ces n produits seront tous différents entre eux, et de
plus premiers 2 N; et que, par conséquent, étant rabaissés au-dessous
de N par la division, ils raméneront dans un autre ordre la premiére
suite
1,a,b,c,d,etc., N — 1.

Donc le produit de ces nouveaux nombres x, ax, bx, etc., qui est
x" (abc...N—1), sera équivalent au produit des premiers (abed... N—1),
relativement au nombre N; de sorte qu’on aura

x" (abed... N —1) = (abed... N —1) + 9N,

et, divisant de part et d’autre par (abed...N — 1), qui est un produit
premier & N, il viendra
x" =1 4 IMN,
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IR désignant un multiple nécessairement entier. Cest-a-dire que la

puissance z# d’un nombre quelconque x premier & N, étant diminuée
de l'unité, est toujours divisible par N; de sorte qu’on a toujours

X" — 1 = MmN,
ce quil fallait démontrer.
ArticLe II.
Théoréme de Wilson generalisé, etc.

2. On peut démontrer d’une maniére aussi simple le théoreme gé-
néral analogue au théoréeme de Wilson, que jai présenté plus haut,
mais qui embrasse 4 la fois tous les nombres N simples ou composés.

Formez tous les produits # — 1 § n — 1, des n nombres 1, q, b,
¢, d, etc., N —1, inférieurs et premiers & N: et vous aurez produits
différents entre eux, tous premiers 4 N, et qui, étant rabaisses au-
dessous de N par la division, reviendraient aux » premiers nombres
proposés 1, a, b, ¢, d, etc., N — 1, mais dans un nouvel ordre,
ce qui est indifférent pour notre objet. Or il est évident que le pro-
duit de ces n produits différents est (abed.. NZ1) " et comme
ce produit doit revenir ay meme, relativement 4 N, que le simple pro-
duit (abed... N=1), il s’ensuit qu'on a

(abed.. N —7 ) = (abed... N —1) — RN,
ou bien

(abed . . N — ()» — (@bed.. N —1)%+ OUN,

Mais par le théoreme précédent, le premier membre (@bed. .. N —
est égal a 'unité; donc on a

(abed. . N )2 — = IN;

c'est-a-dire que le carré du produit de tous les nombres inférieurs et
premiers a un nombre quelconque N, étant diminue de lunité , est tou-
jours divisible par N.

3. En considérant les puissances quelconques

Loa?, b, ¢ etc., N — (7,
Tome X. — Fiveizn 1845. 5
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on démontrerait de méme que leur somme donnerait, relativement a N,
le méme reste que la somme des nombres

a?, xiat, x7b7, xict, etc., x'N —17,
et que, par conséquent, la différence

(x”—l)(l 4al+ b7+ ete. + N—1")

est toujours divisible par N.

Si N est un nombre premier p, et g une puissance inférieure a
p — 1, le facteur binome x7 — 1, qui ne peut devenir divisible par p
pour plus de g valeurs de x, ne le sera donc point pour tous les
nombres x, 1, 2, 3, 4, etc., jusqu’a p — 1. Dong, en employant pour x
une des valeurs qui ne donnent point x’ —1 divisible par p, on en
conclura que la somme des puissances ¢ de tous les nombres

1, 2, 3, 4, 5, 6, etc, p—1,

est toujours divisible par p, ¢ étant inférieur & p — 1; et méme, comme
on le verra plus loin, ¢ ¢tant un nombre quelconque, mais non divi-

sible par p — 1.
Remarque sur ces démonstrations et iur les deur prineipes qui leur servent de base.

4. Les démonstrations précédentes sont d’autant plus remarquables
qu’elles ne supposent absolument que ces deux principes d’arithme-
tique : Vun, que le résultat d'un produit est toujours le méme dans
quelque ordre que LUon multiplie les Sfacteurs ; Vautre, que si deux:
nombres sont premiers par rapport & un troisiéme, leur produit est
aussi premier par rapport ¢ ce troisiéme nombre.

5. Le premier principe, qui permet de changer a volonté ordre de
1 2
plusieurs facteurs 4, b, c, d, e, h, sans troubler le résultat final de
lopération, est pour ainsi dire évident. Car on voit d’abord w'on
I s q
peuat changer Pordre de deux facteurs voisins.
Je suppose, en effet, que I'opération soit faite en suivant cet ordre
b2 H

a.b.c.d.e.h,

et qu'on change l'ordre des deux facteurs voisins ¢ et d, en sorte qu’on
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ait actuellement

a.b.d.c.e.h,

je dis que les produits seront les mémes. Car, supprimez le dernier
facteur %, ce qui ne trouble pas I'égalité, si elle existe; supprimez en-
suite, et par la méme raison , le facteur e; il suffit de démontrer I'éga-
lité des produits abed et abdc; or, soit p le résultat commun ab, et
il ne reste qu’a prouver I’égalite

p.c.d=p.d.c;
mais le premier produit peut se ﬁgurer ainsi :

4

T — e I .

pppPPPPP
qleeepppppp
pPPPPPPPP
P PPPPPPP

ot Pon voit p pris ¢ fois dans la ligne horizontale, ct toute cette ligne
p < ¢ prise d fois.

Mais on y voit également p pris  fois dans la ligne verticale, et
toute cette ligne p >< d prise ¢ fois.

Ainsi, le produit p < ¢ < d, non-seulement est égal au produit
p<od < ¢, mais il est encore identique avec lai : c’est la méme chose
vie de deux manicres différentes.

Actuellement il est clair que le produit de tant de facteurs qu'on
voudra est identique avee le produit des mémes facteurs pris dans un
nouvel ordre quelconque. Car, par le théoréme précédent, vous pou-
vez amener un facteur quelcongue 2 la place de son voisin, et par
conséquent, de proche en proche, a telle place que vous voudrez.
Vous pourrez donc, sans changer 'un des deux produits, mettre ses
différents facteurs précisément dans ordre ou ils sont écrits dans
Pautre, auquel cas I'identité de ces deux produits est manifeste.

6. Le second principe se trouve démontré dans les Eléments d’ Fu-
clide; j'en ai donné. il v a longtemps, une démonstration facile, qui

5.
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a déja passé dans quelques ouvrages, et que je crois devoir rapporter
ici, & cause de sa simplicité.

St dewuzx nombres a et b sont premiers a N, leur produit sera aussi
premier a N.

En effet, faites la méme opération que si vous cherchiez le plus grand
commun diviseur entre a et N; comme, par hypothése, ils n’en ont
pas d’autre que 'unité, vous trouverez une suite d’équations telles que
celles-ci :

a = N.q + R,
N=R¢ + R,
R=R.¢"+ 1,

ou la derniére présentera nécessairement pour dernier reste 'unité.
Multipliez toutes ces équations par b, et vous aurez

ab=bNgq + bR,

bN=/IR¢q + bR,

bR = bR'q" + b.
Or, s'il existait un commun diviseur § entre ab et N, vous voyez, par
la premiére équation, qu’il diviserait nécessairement bR; et par la
deuxieme équation, qu’il diviserait nécessairement bR, etc.; et par la
derniere enfin, qu’il diviserait nécessairement b : ainsi, § diviserait
nécessairement N et b, ce qui ne se peut, puisque & est premier 4 N.
Donc ab est premier a N,

Mais on peut encore tirer ce théoréeme de principes plus simples

puisés dans la considération de 'ordre, comme nous le verrons dans
le chapitre suivant.

Armicre ITT.

Sur le nombre qui marque combien il ¥y a de nombres inféricurs et premiers & un
rombre donné.,

7. Quant au nombre 7 qui marque combien il y a de nombres in-
férieurs et premiers 4 un nombre donné N, on sait qu’il dépend de N
et des facteurs simples qui entrent dans sa composition : de sorte que st
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ces facteurs simples sont représentés par «, §, 7> etc., on a toujours

n:N(l—g) (\I-%) <[ —5\) etc.

Euler a démontré le premier ce théoreme en plusieurs endroits des
Mémoires de Saint-Pétersbourg. M. Legendre et M. Gauss en ont auss;
donné la démonstration dans leurs ouvrages; mais il me semble qu’'on
en peut encore présenter une autre plus simple, et qui s’offre. pour
ainsi dire, d’elle-méme dans la question proposée.

En effet, si de la suite des nombres 1, 2, 3, 4,... Jusqu’a N, on ote
tous les multiples de o ; que des nombres restants on dte tous les mul-
tiples de §, et ainsi de suite; il est clair qu’on aura Oté tous les nombres
qui peuvent avoir avec N quelque commun diviseur. Ainsi les nombres
restants, qui ne peuvent contenir aucun des facteurs simples de N,
seront nécessairement premiers a N, 11 s’agit donc d’examiner combien
il doit rester successivement de ces nombres, 3 mesure qu’on retran-
cherait de la suite

. P
I, 2, 5; 4, 3, 0, 7 8, 95..., N

tous les multiples de «; et du reste tous les multiples de §; et (g
nouveau reste les multiples de 7 et ainsi de suite.

Or, il est évident que le nombre des multiples de «, contenus dans la
suite précédente, est le sous-multiple o du nombre N de tous les ternies,

< N .
c’est-a-dire est - : car on ne trouve ces multiples de «, qu’en prenant
24
les termes de o en @, a partir du premier 1; on aura donc, pour le

A N .
nombre N’ des termes restants, quand on dte leg - multiples de «,
a

N=N—

?

N
a
ou bien

X
/

N':N(;—i)-

Actuellement, de ces N’ nombres il faut oter les multiples de §; or je
dis qu’il y en a la méme partie aliquote que dans les N premiers, c’est-

C- . N . . .
a-dire qu’il y en a = En effet, je puis voir ces N’ termes comme com-
sl
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poses de la suite des N premiers, moins la suite des multiples de 2 qu'on

. . . . N .
4 soustraits; or, dans la premiere suite, ilyas multiples de &, et
Jdans la seconde, qui est aussiune progression arithmétique, il est clair
quilyenala méme aliquote. Donc, dans les N’ termes qui font comnwe
i différence des deux suites, il y en a aussi la méme aliquote, c’est-a-
. N ,
dire = Donc on a, comme plus haut, en marquant par N” le nombre
dos termes qui restent.
"o W/ 1
M= N =)

Maintenant, de ces nombres restants il faut Oter tous les multiples de y:
or je dis que dans ces N” termes restants, il y en a encore la méme ali-

quote que dans les N premiers et dans les N’ seconds; c’est-a-dire qu’il
1
N < . . . .
v ena - Car je puis voir ces N” termes restants comme composes
! ; .
., . h . .
des N’ précédents, moins les & multiples de € qui y sont contentis.
s
O, dans la premiere suite des N’ termes, il est clair, comme ci-des-
. N’ . .
sus.quily a — multiples de 7; et dans la seconde, qui est cowmpo-
K

L N . . . . . . .

sée des — multiples de §, il est facile de voir qu’il y en a aussi Ja meme
z b
wliquote {car cette suite n’est autre chose que les multiples de £ pnes
daus N. moins les multiples de € pris dans les = multiples de o); donc,
" .
i . N7 .

dans la différence N7, il y a By multiples de ;5 donc, en otant les mul-

tiples de 7, on aura pour le nombre N” de ceux qui restent

- L T
NC= N

et winst de suite
Amsi ion a

7
il
2

|

i

1

so
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et par conséquent

I’L:N(I—— 1—><[—— %><1ﬁi).
@® o "’
ce qu'il fallait démontrer.

Remarque 1.

8. Cette démonstration trés-simple résulte, comme on voit, de ce
principe que, dans les diverses suites de nombres que l'on considere.
il y a toujours la méme aliquote des inultiples d'un méme facteur.
Ainsi, quand des N premiers nombres ou multiples de 1, on veut Oter
les multiples de z et compter ceux qui restent, il faut retrancher une

. 1 . . 1 .
partie = de ces N nombres, ou multiplier N par v — - oet parmi cos
o

nombres restants, il y a encore proportionneliement autant de mul-
tiples de €, qu'il yen a dans les N' premiers, et par conséquentil y en

K

. I - . 3 A .
a unc partie - Donc, sil'on veut les ¢ter et compter ceux qui restent.
3

il faut multiplier le premier résultat N ( 1 - ;) par 1 — %, et ainsi de
suite.

Dans les Mémoires e Saint-Pétersbourg pour 1780, je trouve
qu'Euler a présenté une démonstration semblable qu’il regarde, avec
raison, comme la plus simple. et dont 'idée lui avait été donnée par
la maniére méme dont se compose la formule précédente, qu’il avait
déji trouvée par une autre analyse. Mais il y a une remarque impor-
tante a faire sur cette derniere démonstration : ¢’est qu'Euler y suppose
précisément ce qui en fait toute la force, je veux dire. qu’il y a tou-
jours la méme aliquote des multiples d’'un méme facteur dans ces
diverses suites ou le nombre des termes est N, N, N”, etc. Or cela ne
se voit clairement que pour la premiere suite, car les autres cessent
d’étre des progressions par diftérence, et deviennent de plus en plus
irrégulieres. Ainsi Pauteur omet le seul point essentiel de la démons-
tration, le reste n’ayant aucune difficulté, et le théoreme ne se trou-
vait point par la solidement établi.

Remarque 1I.

9. Le nombre N étant par hypothese de la forme N = i ry>...,
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Pexpression précédente de 7, qui est

/ 1\ /[ 1\ / I
IR It
peut se réduire i celle-ci
n=ot (o — 1601 (8 — 1)y (Y — 1),

ou I'on voit facilement que, si le nombre N = o2 g~ 7. est partagé en
Jacteurs quelcongues P, Q, R,... premiers entre eux, le nombre n, qui
margue combien il y a de nombres inférieurs et premiers a N, est égal
au produit de ceux qui marqueraient de méme combien il y a de
nombres inférieurs et premiers a chacun des facteurs P, Q, R,... de N.

Ainsi en indiquant, comme le fait Euler, par le signe ¢ (N) la multi-
tude des nombres inférieurs et premiers & un nombre N, si V'on sup-
pose ce nombre décomposé d’une maniére quelconque en facteurs P,
Q. R, etc., premiers entre eux, on a ce théoréme ¢élégant

¢ (N)=0 (PQR...) = ¢ (P).0 (Q).¢ (R)....
Remarque 111.

10. Si Pon décomposait N dans les deux facteurs 1 et N qui sont
premiers entre eux, on aurait donc

¢ N)=9(1)0(N),

d’'ou l'on voit qu’il faut compter ¢ (1) comme égal 4 1. Cependant on
ne peut pas dire qu’il y ait aucun nombre inferieur et premier A 1 ;
mais on peut dire quil y a un nombre premier a 1 et non plus grand
que 1, et qui est 1 lui-méme; car ces deux nombres 1 et 1, quoiqu’ils
solent égaux, doivent étre regardés, suivant la définition, comme
premiers entre eux, puisqu'ils n’ont d’autre commun diviseur que
Punité. Cest, an reste, une propriété qui n’appartient qu’a ces seuls
nombres égaux. Donc, si ’on veut envelopper aussi ce cas unique
dans la méme expression commode que j’ai employée jusqu’ici, il
faut entendre, par nombre premier et inférieur 4 un autre , un
nombre premier & cet autre et non plus grand. Et de cette maniere, ce
cas singulier qui regarde 'unité se trouvera compris parmi tous les
autres.
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Rem:irque IV,

i1, I’expression générale du nombre 7 fait voir encore que n est
toujours pair, excepté dans le cas de

N=1 et N = o,
ott 'on a
o(1) =1 et ®(2) =1,

Si N = oI, I étant un nombre impair, on a

(N} = o(1) 9 (),
et partant A
¢ (2I) = ¢ (I

Ainst il v’y a pas plus de nombres inférieurs et premiers au double d’yy,
impair, qu’a cet mpair lui-méme. En géométrie, j’ai fait voir qu’il y
a antant d’especes de polygones réguliers de N cotés, qu’il v a de
nombres inférieurs et premiers 4 N, ou simplement la moitié, si 'on -
he veut compter que les polygones qui font 4 nos yeux des images dif-
térentes. On voit donc que, pour les polygones de ol coOtés, il n’y a
pas plus d’espéces différentes que pour les polygones d’un nombre 1
de cdtés, denx fois moindre. Ainsi, il n’y a pas plus d’espéces d'hexa-
gones que d’espéces de triangles; pas plus de décagones que de penta.
gones, etc., mais ce sont les seuls cas ou la chose ait lieu j car a est,
apres 'unité, le seul nombre qui donne ¢ (2) = |,

ArTicLE IV,
Sur le nombre de tous les diviseurs possibles d'un rombre donne.

12. Considérons maintenant tous les diviseurs possibles que peut
avoir un nombre N = 48w V- €0y comprenant 1 et le nombre N
hii-méme. 11 est clair que ces diviseurs ne sont autre chose que les dif-
térents termes du produit fait de ces progressions géométriques

1—+—a+a2+a3+a“+...+a1,
T+ 6+ 68 6 L gy g,
B A S A S Sy

Tome X. — Fivnier 1845 o
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IYou Yon voit, par la théorie des combinaisons, que le nombre total
de ces termes est exprimé par

O+ 0 (p+1)v+ £)....

Quant a la somme de ces mémes termes, elle est Je produit de nos
progressions géométriques, et par conséquent

a"_"x—l gp,—kl —_—1 ,yv—kl_l

o —1 6 —1 ¢ —1

Sur le nombre qui marque combien il y a de nombres inférieurs et premicrs @ tous les
diviseurs possibles d’un nombre donne.

13. Mais supposons ici qu'on veuille compter combien il y a de
nombres inférieurs et premiers 4 tous ces diviseurs possib]es. Si Pon
ne regarde d’abord que les diviseurs élémentaires qui forment les
termes de nos progressions, on aura ces différentes suites:

(g (o) + g (at) g () ek 9 (@),
1 g (6) 4+ ¢ (8) + ¢ (8) A+t 9 (8
Lol o e () e e

Or, en vertu du théoreme précédent (n° 9), il est manifeste que si I'on
fait le produit de ces séries, ou aura pour résnltat une suite de termes
dont chacun marquera combien il y a de nombres inférieurs et pre-
miers 2 chaque terme du produit de nos progressions, et par consé-
quent, a tous les diviseurs possibles de N; mais chaque série

Lo (64 §(e) + 9 (0) et 9 (00)
vaut t 4 (o — 1)+ afe—1) -+ w? (o — 1) et o=V (o — 1),

clest-a-dire vaut 1 plus une progression géométrique dont la somme
est o+ — 1; donc la premiere série vaut en somme 1 + 2*—T, c’est-a-
dire o.>. De méme la deuxiéme série vaut en somme 8¢, et la troi-
sieme 7" , et ainsi des autres; donc le produit de ces suites, ou le nombre
cherché, est 8¢, cest-a-dire le nombre N lui-méme.

On a donc ce théoreme remarquable et qui nous sera utile dans la
théorie des racines primitives :

Si lon considére tous les diviseurs possibles d'un nombre quelcon-
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que N, et quon vewille compter combien il y a de nombres inférieurs et
pl‘(%/nim’s a chacun d’eux, on trouvera en somme totale le nombre W
lui-méme.

M. Gauss est, je crois, le premier qui ait donné ce théoreme dans ses
Disquisitiones arithmeticee; mais sa démonstration, qui nous a paru un
peu difficile, differe en entier de la précédente. 11 me semble que la
notre est aussi directe et aussi claire qu’on puisse le désirer.

i4. Avant de quitter ce sujet, j’ajouteral encore une proposition
tres-simple qui peut aussi servir dans la théorie des nombres.

On a fait voir plus haut que, si un nombre quelconque N est résolu
en différents facteurs premiers entre eux, P, Q, R, etc., le nombre 7.
qui marque combien il y a de nombres inférieurs et premiers a N.
s'exprime facilement au moyen de ceux qui marquent combien il y a
de nombres inférieurs et premiers aux différents facteurs P, Q. R,...-
de sorte qu’on a cette formule élégante

Or je vais démontrer que ces nombres premiers a N peuvent aussi
Jexprimer a l'aide de ceux quisont premiers aux facteurs P, Q, R,...
e ce nombre composé N.

15. Soient ¢ un nombre quelconque premier a Nj et p, ¢, r,... des
nombres respectivement premiers a ses facteurs P, Q, R,...1 je dis
qu'on aura, pour Pexpression des nombres e premiers a N,

e=pQR + ¢PR + rPQ +....

En effet, il est aisé de voir que le second membre sera toujours pre-
mier 4 N. Car soit, s’il est possible, § un nombre qui divise a la fois
la somme

pQR + ¢PR + rPQ —+...

ot le nombre

N = PQR..;

5 diviserait nécessairement un des facteurs P, Q, R,... puisque ces fac-

teurs sont premiers entre eux par Phypothese. Or, dans I'expression
de e. qui est

pPQR + gPR + rPQ +..,
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ce facteur P, que § diviserait, entre dans tous les termes, hors dans un
seul; tous ces termes sont done divisibles par 0; la somme entiére doit
I’étre aussi par hypothése; done le seul terme PQR ou P n’entre pas
doit I'étre aussi : mais ni Q, mi R, etc., ne peuvent Yétre par § puis-
qu’ils sont premiers 4 P; donc p devrait étre divisible par 0, aussi bien
que P ; donc p ne serait pas premier 4 P, contre Phypothése. Donc

e =pQR + ¢PR + rPQ —+...
est premier a PQR..., ce qu'il fallait démontrer.

16. En prenant pour p, g, r,... tous les nombres respectivement in-
tériears 4 P, Q, R,..., on aura, par la théorie des combinaisons.

¢ (P).9 (Q).9 (R)..

pour le nombre des valeurs de e; et il est aisé de voir que toutes ces
valeurs seront différentes entre elles relativement au module N.
En effet, soient, s’il est possible, deux valeurs
) ’ P

p QR + ¢ PR+ r PQ+...,
P'QR + g'PR + 1'PQ + ...,

qui donneraient le méme nombre e premier & N; il faudrait que Ja dif-
férence

(P —=P)QR+ (g —q")PR + (r— r')PQ -+...,
fat divisible par
N = PQR...
et je dis que cela est impossible, & moins qu’on n’ait
P=p, ¢9=¢, r=r', etc.

Carsi cette différence est divisible par PQR..., 4 plus forte raison le sera-
t-elle par le facteur P; mais tous les termes le sont par P, hors le pre-
mier (p—p') QR ; donc il faudrait que celui-ci le fat; mais Q, R,... sont
premiers a P; donc il faudrait que p — p’ fat divisible par P, ce qui
ne se peut, puisque p et p’ sont deux nombres différents inférieurs a P.

Ainsi les deux expressions précédentes ne peuvent donner le méme
nombre e, & moins qu’on n’ait p’ = P; et, par une raison toute sen-
blable, ¢’ = ¢, r' = r, etc., auquel cas ces expressions se confondent,
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Donc la formule
e = pOQR + ¢PR + rPQ + ...,

€1y prenant pour p un nombre inférieur et premier a P, pour ¢ un
nombre inférieur et premier 4 Q, etc., est Pexpression générale des
nombres e premiers 4 N — PQR..., et elle n’en donmne qu’un nombye
2(P).9(Q).¢(R)... de différents, comme cela doit étre.

CHAPITRE TI1.
Démonstrations nouvelles tirées de lq considération de Lordre.

Il semble que les démonstrations précédentes sur les premieres
propriétés des nombres soient aussi simples qu’on puisse le désirer.
Elles rattachent les théorémes 4 quelques principes élémentaires, et
elles en font voir en quelque sorte la liaison et la dépendance mutuelle,
Cependant il faut convenir que Desprit n’est pas encore conduit dans
cette matiere par une analyse bien directe, et qu’on ne voit pas ce qui
a pu donner 'idée de ces théorémes qui paraissent si curieux et si im-
portants dans la théorie des nombres. Sans doute la con
restes que donne la division des puissances successiv
par un méme divisenr premier se pré

sidération des
es d’'un nombye
sente assez naturellement ey
arithmétique, et c’est par la que les géométres paraissent avoir com-
mencé cette premiere partie de la théorie des nombres. Mais il me
selble que ces théorémes ont une source plus profonde dans la science
des mathématiques, et qu'ils doivent tenijr 4 des principes d’un ordye
plus élevé, de maniére a ce qu’on voie que ce n’est point par hasard
que Pesprit s’est attaché 4 ces spcéculations, qu’elles ne sont point de
pure curiosité, mais puisées dans la nature méme des choses,,
qu’elles forment une partie fondamentale de 4 science mathématique
considérée de la maniére la plus générale : et, pour en donner une
idée, je vais présenter de nouvelles démonstrations, uniquement ij-

rées de la considération de Vordre qu'on peut observer actuellement
entre plusieurs objets.

et

1. Considérons donc plusieurs objets a, b, ¢, d, e, etc., situés d'une
maniére quelconque dans Vespace, et regardons-les d’abord dans up.
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certain ordre tel que celui-ci: a, b, ¢, d, e, etc., de maniere u’apres «
vienne b, ensuite ¢, ensuite , etc.: et comme ici nous n’avons en vue
que le nombre et 'ordre, supposons que tous ces objets soient egaux.
i égales distances I'un de P'autre; et simplement représentés par N
points a, &, ¢, d, elc., rangés en cercle, et formant ainsi les som-
mets d’un polygone régulier de N cOtés.

Cela posé, si a partir de I'un d’eux , comme du point « par exemple.
on va de 'un a 'autre en les prenant successivement de 2 en 2, ou de
3 en 3, ou en général de /zen I, et que cet intervalle constant h par
lequel on saute soit premier a N, je dis gu’on passera necessairement
par tous les points a, b, ¢, d, etc., avant de revenir au point a d’ou
Yon est parti.

En effet, supposons qu’on ne passe que par une partie de ces N
points ou sommets , ¢ est-a-dire par un nombre n dentre eux, 7 étant
inférieur 2 N; on aurait done formé un polygone régulier de 72 coOtés,
et dont chaque coté répondrait a an nombre £ de cdtés consécutifs sur
le premier polygone. En suivant le contour entier de ce polygone, ce
qui vous fera faire une ou plusieurs fois le tour du cercle , vous pour-
riez. donce compter un nombre nk de poinls sur la route parcourue et
comine vous étes revenu au point de départ, par hypothese , vous au-
riez ainsi ce nombre nf égal & un multiple exact des N points de fa
circonference entiere. Ainsi il faudrait que zk fat un multiple de N;
watis & est premier a N et n est inférieur 4 N3 donc le produit s/ n’est
pas divisible par N, et par conséquent n’en peut etre un multiple.

Dong, pour que le produit n/ soit un multiple exact de N, tel que
¢N. il faut nécessairement que 7 soil égal 4 N, etalors il s'ensuit que 4
est ¢égal & A, D’ou Von conciut ce théoreme :

St lon a N points rangés en cercle, et quon les joigne de h en fi,
i stant premier a N, on passe nécessairement par tous les N points avant
de retomber sur le point de départ ; et lon Jait nécessairement h fois le
tour entier de la circonférence.

Q. Réciproquement, si en joignant N points de b en h, on passe par
tous ces points avant e revenir ai premier, h sera nécessairement
premier a N. Car alors 2 ne pourra mesurer exactement de multiple
de N. qui soit moindre que /7 > N: et par conséquent la plus grande

" ' [ERER] )
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. . . . h .
aliquote de % qui puisse mesurer N, sera laliquote 5 ou I'unité; et

par conséquent h et N seront premiers entre eux.

Si donc en joignant ainsi plusieurs points par des intervalles quel-
conques égaux, on ne peut jamais revenir au premier sans avoir passé
par tous les autres, on peutassurer que tous ces points sont en nombre
premier absolument: ce qui donne une espece de définition géomeé-
trique d’'un nombre premier.

3. Si ket N ne sont pas premiers entre eux, je dis qiien joignant
. . N ,
les N points de h en h, on ne passera que par & d'entre eux; § etant

le plus grand commun diviseur des deux nombres h et N.

il est bien aisé de déduire cette proposition de la premiere, ou /
ct N sont premiers entre eux; mais on peut aussi la démontrer direc-
tement de la maniére suivante, et comprendre ainsi en un seul les
deux théorémes dont il s’agit.

Démoenstration. Portez k sur la circonférence N jusqu’a ce que vous
reveniez au point de départ (ce qui ne peut jamais manquer d’arriver
apres avoir fait % fois le tour du cercle au plus); vous aurez donc fait
un certain nombre de fois g, le tour de la circonférence, et vous aurez
le plus petit multiple ¢N que vous puissiez mesurer par le nombre /;

. . h
donc la plus grande aliquote de A& qui pourra mesurer N sera . et par

, h , ..
consequent . sera égal au plus grand commun diviseur de 2 et de N;

de sorte qu’on aura

L_ 9, ou g h
_ — 1 —
? / [
Or, si I'on désigne par x le nombre des cotés & du polygone qu'on
aura formé, lequel nombre x marquera aussi celui des sommets ou
points par lesquels on aura pass¢, on aura évidemment le produit xch

égal au multiple gN de la circonférence N : ce qui donne, a cause de ¢q
égal & -
NA

xh = -

. N
= 5 et par consequent, x == rh
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Ainsi 'on ne passera que par un nombre x de points marqué par g,
et 'on aura fait le tour entier de la circonférence un nombre de fois g,

. A se7 4 Sy
marqué par =; ce qu’il fallait démontrer.
que par - q

4. Cette démonstration est geénérale pour deux nombres quelcon-
ques % et N. Si leur plus grand commun diviseur § est égal a lunité,
les deux nombres sont premiers entre eux, et alors, A cause de § = T,
onax =N, et ¢ = /; ce qui redonne, comme conséquence, le pre-
mier théoréme qu’en avait démontré.

5. On peut remarquer encore que cette démonstration ne suppose
aucune propriété des nombres ni aucun théoréme d’arithmétique , pas
meéme cette théorie du plus grand commun diviseur que nous devons
a Euclide. Elle donnerait méme, au besoin, pour la recherche de ce
commun diviseur, une regle nouvelle qu’on pourrait suivre en arith-
métique et en géométrie, et qui ne parait pas moins élégante.

Regle nowvelle pour trouver la Pplus grande commune mesure de deux grandeurs, ou l¢
plus grand commun diviscur de denz nombres donnés,

6. Soit a trouver la plus grande commune mesure de denx gran-
deurs A et B; portez 'une d'elles A sur 'autre B, ctsi elle y est con-
tenue exactement un certain nombre de fois, la grandeur A sera elle-
méme la commune mesure. Mais sil y a un reste, au lieu de prendre
ce reste et de le porter sur la premiere A, comme on le fait ordinai-
rement, portez toujours la méme grandeur A, non plus sur la grandeur
simple B, mais sur le double de B; s'il n’y a pas de reste, la moitic
de la premiére A mesure la seconde B, et c’est la plus grande commune
mesure. S'il y a encore un reste, continuez toujours de porter A,
mais sur le triple 3B de la seconde Bj; si elle y tombe un nombre
exact de fois, le tiers de A sera la’ commune mesure de A et B, et ainsi
de suite : de sorte que si la premiére grandeur A ne commence 4 me-

. . A , .
surer juste que le multiple mB de la seconde, -, Sera nécessairement la

plus grande commune mesure des deux grandeurs A et B.
Lt. en effet, s’il y avait une autre aliquote de A qui put mesurer B,
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5 1. A . opn A . .
telle que Paliquote ~ et qui fut plus grande que o ce qui donnerait

A . . . .
m' < m; alors, comme -7 mesurerait B, il est évident que A mesurerait

exactement m’B, et par conséquent un multiple de B, plus petit que
le multiple mB: or cela ne se peut, puisque mB est le premier, et par
conséquent le plus petit multiple de B que vous ayez pu mesurer par
A

la grandeur A. Donc — est la plus grande commune mesure § des deux
grandeurs A et B.

Si, au lien de prendre la grandeur A pour la porter sur B, on
prend B pour la porter sur A, ou 24, ou 3A, ouetc., jusqu’a ce qu’on
rencontre le plus petit multiple nA que B mesure exactement, on aura

. B
de méme ~ pour la plus grande commune mesure des deux grandeurs
proposées.
D’ou 'on voit, en comparant cette seconde expression a la pre-
miere, que le rapport A sera exprimé par la fraction =, fraction qui
- q pPp B P P P q

se trouvera toute réduite 4 sa plus simple expression.

7. En opérant sur les nombres, on diviserait le nombre B par A. on
aurait un certain quotient et un reste; on ajouterait i ce reste le divi-
dende B, et ’'on continuerait de diviser par A, et ainsi de suite jusqu’a
ce qu'on parvint a une division sans reste ; alors on diviserait A par le

tie
de A capable de mesurer B, ou le plus grand commun diviseur des

deux nombres A et B. Mais le procédé serait plus long que par la mé.
thode ordinaire.

e , A .
nombre m de divisions effectuées, et —. serait la plus grande par

8. En Géomeétrie, on prendrait une ligne indéfinie sur laquetle on
porterait successivement des parties ¢gales a4 Pune B des denx lignes
données; on porterait ensuite 'autre ligne A, & partir d'un poiat de

division, jusqu’a ce qu’on retombéat sur un autre pomt de division, et
st cela arrivait apres avoir mesure la longueur 1 B. - serait 4 com-
mune mesure,

Tome X. — Fvrier 1855,
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9. Mais comme il faut toujours ajouter la ligne B & elleméme, ou
prendre surune ligne indéfinie tous les multiples deB, il est bien plusclair
et plus simple de représenter la ligne B par une ligne fermée rentrante
sur elle-méme, telle, par exemple, que la circonférence d'un cercle:
ou, st B marque un nombre, de le représenter par B points rangés régu-
licrement sur cette circonférence; alors on trouve sur la méme figure
finie, Pinfinité des multiples de cette ligne, ou de ce nombre, en faisant
toujours le tour du méme cercle. Ainsi 'on portera la longueur ou le
nombre A sur la circonférence B, A partir d’an point quelconque,
Jusqu’a ce qu’on revienne au point de départ; alors on aura fait un
certain nombre m de fois le tour de la circonférence, et 'on aura le
plus petit multiple mB qu’on puisse mesurer par la grandeur A; et par

r A.
conséquent, on aura — pour la plus grande commune mesure de A

et B.

De cette maniére, I'opération est plus simple que Topération or-
dinaire; car, suivant le procédé connu, il faut porter A sur B, et puis
le reste r sur A, et puis le nouveau reste r* sur le précédent r, et puis 7"
sur 7', et ainsi de suite ; mais ici vous portez toujours la méme gran-
deur A sur la méme grandeur B, rentrante en elle-méme, jusqi’a ce
que vous retombiez au point de départ, ce qui ne fait qu’une seule et
méme opération. Il ne s'agit done que de compter combien de fois vous
avez fait le tour de B, et, si ce nombre est m, la mime partie de A est la
plus grande commune mesure. Si Popération n’a pas de fin, les deux
grandeurs sont incommensurables.

Mais je passe & d’autres propriétés des nombres, toujours déduites
de la simple considération de I'ordre.

10. Et d’abord, ce théoréme d’Euclide, rappelé au n° 6 du cha
pitre précédent, peut se voir de la maniere la plus évidente.

Car soient toujours nos N points rangés en cercle dans Pordre a, b,
¢, d, e, ete.; si, A partir de I'un d’eux, vous prenez ces points en les
joignant de @ en o, « étant un nombre inférieur et premier a4 N, vous
passerez, comme on P'a dit, par tous les autres, et vous formerez ainsi
un nouveau polygone régulier de N cotés. Actuellement, si dans ce
nouvean polygone vous prenez les points de € en £, £ ¢tant aussi pre-



PURES ET APPLIQUEES. 51

mier a N, vous aurez un troisieme polygone de N cotés. Or il est évi-
dent que prendre d’abord les sommets de « en «, et ensuite, dans le
polygone qui en résulte, les prendre de & en §, revient au méme que
de prendre tout "un coup les sommets de 28 en =8 dans le premier
polygone qu’on a considéré. Donc, puisqu’en prenant de o8 en o8, on
passe par tous les N points, il s’ensuit, n° 2, que le produit of est un
nombre premier & N. On a donc ce principe fondamental dans la
théorie des nombres : Si deux nombres o, et € sont premiers a un troi-
sieme nombre N, leur produit of est aussi premier a ce troisieme. 1ol
Pon peut tirer cette suite de conséquences :

Que tant de nombres qu’on voudra, premiers i un autre nombre N,
donnent leur produit aussi premier par rapport 4 ce nombre N;

Que « étant premier 4 N, toutes les puissances o?, a®, o, etc., sonl
aussl premieres 4 N

Qu'un nombre quelconque N ne peut se résoudre que d’une seule
maniere en facteurs premiers;

Que les racines des puissances imparfaites ne peuvent étre exprimées

par des fractions, et que, par conséquent, elles sont incommensu-
rables avec P'unité; etc.. etc.

1. Te théoreme général d’Euler, exprimé par Véquation
el
x" — 1 = N,

ou 7 marque combien il y a de nombres inférieurs et premiers 4 N,
et LN un multiple quelconque de N, peut aussi se démontrer d’une
maniere simple et lnmineuse par cette méme considération de 'ordre.

Car soient N points a, b, ¢, d, e, f, g, etc., w, rangés en cercle et
tormant ainsi les sommets d’un polygone régulier de N cotés, et sup-
posons que x désigne un nombre quelconque inférieur et premier a N.
P'renez ces sommets & partir de 'un quelconque d’entre eux, en les
jnignant de x en o, ce qui vous donnera un second polygone régulier
de N ¢otés. De ce second polygone tirez-en un troisiéme, en ¥ prenant
encore les lettres de x en a; et de celui-ci. par la méme loi, un qua-
trieme. et ainsi de suite, jusqu’a ce que vous retombiez sur le premier
polygone d'ou vous étes parti; vous aurez formé ainsi un certain
nombre 2 de polygones tous différents. Or, ou ces polygones feront

Ter
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tous ceux qu’on peut former en joignant les sommets par tous les in-
tervalles possibles inférieurs et premiers 2 N, et alors on aura

n —=n;

oti bien ils n’en ferout qu’une partie, et alors je dis que cette partie
sera une aliquote de n, de sorte qu’on aura

n'f = n.

En effet, prenez un des n polygones qui n’existe pas dans le groupe
des n’ polygones différents que vous avez formés, et tirez-en, par la
meme loi que tout a 'heure, n’ polygones réguliers; il est clair d’abord
qu'ils seront tous différents entre eux; et ensuite, il est aisé de voir
qu'ils seront tous différents des premiers, car si un seul polygone de
ce second groupe pouvait revenir a I'un de ceux qui sont dans le pre-
mier, comme on déduit toujours par la méme loi, le groupe entier re-
viendrait nécessairement au premier, ce qui est impossible puisqu’on
y part d'un polygone qui n’est point dans le premier groupe par hiy-
pothése. On démontrera de méme, s’il reste encore d’autres polygones
réguliers, qu’il y en aura n’ nouveaux, et ainsi de suite jusqu’a ce
qu’il n’en reste plus. Et comme il n’y a en tout que 7 polygones dif-
férents de N cotés, il en résulte que le nombre »’ de ceux qu’on as-
semble en prenant les sommets de o en x est nécessairement une partie
aliquote du nombre .

12. Or, il est évident que si dans un polygone on prend les som-
wmets de x en x, et que dans le polygone qui en résulte, on prenne
encore de & en x, et ainsi de suite, ce procédé revient au méme que
que si U'on tirait directement tous les polygones du seul premier, mais
en v prenant les sommets: 1° de x en x; 2° de x* en x*; 3% de a?
en x’, etc., et enfin de 2 en x*. Mais, par hypothese, en prenant les
sommets de x” en 2", on retombe sur le polygone méme d’ou I'on
est parti comme sil'on y et pris simplement les sommets de 1 en 1;
donc Vintervalle x par lequel on saute d’un point & Pautre, revient
a l'unité relativement au nombre N, c’est-a-dire est égal a 1 plus un
multiple de N; de sorte que 'on a

a? — | + IN.
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Or, puisque x” revient 4 'unité, il est évident qu’une puissance quel-
conque de x" revient aussi 4 'unité; done (x”)?, ou x”, revient A i
relativement 4 N, clest-a-dire qu’on a toujours I’équation

Xt — 1= DTLN,

quel que soit le nombre entier & premier 4 N; ce quil fallait de-
montrer.

Ainsi 'on a de ce beau théoréme une démonstration puisée dans les
premiers principes de la chose, et rendue, pour ainsi dire, sensible par
la considération des divers polygones réguliers d’un méme nombre
de cotés. Cette idée simple de passer, par la méme loi, d’un polygone
i l'autre, en y marchant toujours par le méme intervalle, nous mene
directement a I'idée des puissances, des résidus , des multiples racines
de l'unité, etc. D’ott il parait, comme je I'ai déja remarqué dans d’antres
Mémoires, que la théorie de I'ordre est la source naturelle des propriétés

des nombres, et des principes fondamentaux de Panalyse : vérités qui
recevront sans cesse un plus grand jour.

13. En attendant, nous pouvons encore démontrer de la méme
maniere que si a, b, ¢, d, etc., N — 1 sont les n nombres inférieurs
et premiers & un nombre quelconque N, I'un ou Pautre des deux
nombres

t.a.b.c.detc. N — 1 %=1
est toujours divisible par N.

En effet, soient N lettres rangées en cercle et marquant les angles
@’un polygone régulier de N cotés. Prenez les angles de @ en a, et
comme « est premier & N, vous formerez un second polygone régulier
de N cotés. Actuellement, dans ce second polygone, il est évident que
vous pouvez prendre les lettres de x en x, de maniére i retomber sur
le premier polygone; mais, par ces deux opérations, vous aurez pris
les lettres de ax en ax; donc, puisque vous retombez sur le premier
polygone, prendre les letires de ax en ax revient i les prendre de 1
en 1.

Donc, si a est premier 4 N, il y a toujours un autre nombre o aussi
premier a N et qui est tel que

ax — NN 4+ 1.
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14. Mais it peut arriver que le nombre x soil encore le meme
que a, alors on aurait

a* = omN + 1.

Dans ce cas, prenez les lettres de @ en @, comme ci-dessus; mais dans
le second polygone qui en résulte, an lieu de les prendre encore de «
en « pour retomber sur le premier, prenez de N — a en N — a, et vous
vetomberez sur le premier polygone renversé, et par conséquent, vous
aurez le produit @ (N — a) qui reviendra a — 1, ¢est-a-dire qu’on
aura

a <X N—a=mN — 1.
Donc. dans tous les cas, les nombres
1, a, b, ¢, d, ete., N —— |

peuvent toujours s’associer deux a deux de manier: que leur produnt
revienne a = 1; donc aussi le produit total «.b.c.d etc. N — 1 revien-
dra nécessairement & = 1, c’est-a-dire sera de la forme MmN == 1; e
qu'il fallait démontrer.

15. Quand N est un nombre premier p ou une puissance m*"* d’'un
nombre premier p supérieur & 2, vous ne pouvez jamais trouver que
les nombres 1 et N — 1 qui soient tels que leurs carrés reviennent =
Punité; sans quoi vous auriez

X — = @4 —

divisibie de plus de deux maniéres par p ou p™, ce qui ne se peut,
puisque, x -1 et x — 1 ne pouvant avoir au plus que le commun di-
viseur 2, vous pe pouvez rendre le produit de ces binomes divisible
par p ou p™ qu’en faisant, ou & + 1= MN, ou & — 1 = NN, ce qui
ne peut donner que deux valeurs de > au-dessous de N: ainsi, quand
N = pou p™, on a I'équation

aberd. . = MmN 4 4,

puisque ces nombres a, b, c. etc., s’associent toujours deux a deux, de
maniere que le produit revient a4 —+ 1: done. en multiphant par 1 et
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N —1, on aura

vabed. N =1 = MN — i,

ou

rabed. N —1 4+ 1 = IMN.

On ferait voir la méme chose pour le cas de N = a2p™ { p étant > »).
Solutions nouvelles de [ ‘équation inddterminée du premier degré ¢ deux inconnues.

16. De cette méme considération de ordre on peut tirer une so-
lution nouvelle, et en quelque sorte geometrique, de 'équation indé-
terminée du premier degré 4 deux inconnues . et 7. Cette solution
west, en effet, quun corollaire de la proposition énoncée plus haut i
Ja fin du n® 13, mais il nest pas inutile d’en présenter ici la démons-
tration expresse.

La forme générale de Péquation indéterminée dont il sagit est,
comme on sait,

Lx—My:N,

ou I'on doit supposer les deux coefficients L et M premiers entre eux ;
car s'ils avaient un commun diviseur § autre que lunité, il faudrait
que N fitt aussi divisible par ¢, sans quoi I'équation serait évidem-
ment impossible en nombres entiers x et J- Si donc Péquation est
possible, le plus grand commun diviseur des denx coefficients de &
et ¥ divise toute I’équation ; de sorte qu’en le supprimant, on a une
autre équation équivalente ot les nouveaux coefficients L. et M sont
premiers entre eux. 11 suffit méme de résoudre la simple équation

Lx — My =1,

parce que sil’on en trouve les racines a et y, on n’aura qu’a les mul-
tiplier par N, ce qui donnera N et Ny pour les racines de 1a proposée.

Premiére solution.

17. Soit donc 4 résoudre I'équation indéterminée
Lae — My = 1,

et supposons, par exemple, qu'on veuille avoir d’abord la valeur de x.
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Je prends une suite de points

abcdefg. o,

an nombre M coefficient de ’autre inconnue y; et, a partir du pre-
mier point &, je joins ces points, non pas de suite, mais en sautant de
I'nin & Pautre par intervalle constant I qui est le coefficient de o ; et
comme L est premier & M par hypotheése, je passe nécessairement par
tous les points avant de retomber sur le point de départ, et je forme
ainsi un nouvel ordre ou polygone du méme nombre M de sommels.
Or, si dans ce nouvel ordre je joignais les points en allant de I'un a
P'autre par Pintervalle X quiy sépare a de b, il est clair que je retom-
berais sur le premier ordre a b cde f..., comme si dans ce premier
ordre J’avais pris simplement les points de suite ou de 1 en 1. Donc,
puisque la double opération d’aller de L en L dans le premier ordre,
et puis de & en ) dans le second, revient a marcher tout d’'un coup
de L) en L, le produit La revient a Iunité relativement au nombre M.
¢ est-a-dire gu'on a

Li =1 plus un certain multiple de M,

ef par conséquent

X = )

pour la plus petite valeur de x qui satisfasse a la proposée; et de la
on tiverait sur-le-champ

_Lh—1
= T8

pour la plus petite valeur ;1 de y, conjuguée 4 cette valeur A de x.
Au reste, il est clair quon pourrait trouver la valeur de y aussi
directement que celle de x, en considérant un polygone de L sommets
abcd... w, et les joignant de M en M coefficient de y; ce qui donne-
rait un nouvel ordre de ces Lsommets. Car, dans ce nouvel ordre, si
I'on prenait Uintervalle . qui y seépare «, non pas de b qui suivait ¢
dans Vordre primitif, mais de » qui 'y précédait, il est clair qu’on
retomberait sur le polygone renversé¢ a o... e d ¢ b, comme si 'on avaii
marché de — 1 en — 1 dans Pordre primitif. Donc p sera la plus
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petite valeur de » qui résoudrait ’équation
My —Lr = — i,
el par conséquent I'équation
Lx —My =1,
qui est la proposée méme.
Connaissant les deux plus petits nombres X et p qui satisfont en-

semble a la proposée, on aura, pour toutes les autres valeurs pos-
sibles de x et y qui jouissent de la méme propriété,

X=X+ IM,
]‘:p.-#—l'L;

¢ étant un nombre entier quelconque, positif on négatif, mais qu’on
doit loujours prendre le méme dans les deux expressions

Ezxemple.

18. Pour éclaircir la regle par une application tres-simple, soit .
par exemple, & résoudre I'équation indéterminée

12 — 7y = 15
Je prends 7 points dans I'ordre
abcecd e /g,

et de cet ordre, en y allant de 12 en 12, ou, ce qui revient au méme,

de 5en 5 (4 cause de 12 = 5 4 un multiple prés de 7), je tire 'ordre
nouveau

afdbgec,

ou je vois que l'intervalle qui sépare a de b est 3; que par consequent
le plus petit nombre x qui satisfait a la proposée est x = 3: et de la ,
par la proposée méme, je tirerais tout de suite y = 5 pour la plus pe-
tite valeur de y conjuguée a la valeur de .

Si 'on avait voulu trouver directement X, onaurait pris une sujte
de points

(zbcdefgbi/flm,

Tame X.— Fevrien 1845. &
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au nombre de 12, coefficient de I'autre inconnue x'; et, les joignant
de 7 en 7, on aurait trouvé I'ordre nouveau

ahbhckemgbidllf,

oti 'on voit que la distance qui sépare @, non pas de b qui le suivait
dans P'ordre primitif, mais bien de m qui I'y précédait, est égale au
nombre 5 : d’oti résulte y = 5 pour la plus petite valeur de y qui ré-
soudrait I'équation

Ty — 12X = — 1,
ou, en changeant les signes,
120 — 7Y =1,

qui est la proposée méme.

On peut faire d’autres exemples, et I'on trouvera que la méthode
est assez prompte, pourvu qu'un des deux coefficients L. et M soit un
nombre peu considérable. Car, en se bornant alors & ne chercher, pa:
cette voie, que l'inconnue affectée du grand coefficient, on n’aura
besoin de marquer des points &, b, ¢,..., w, qu'en nombre égal au plus
petit, ce quifera connaitre la premiére inconnue; apreés quoi 'on pourra
tirer 'autre de I’équation méme. Mais si les coefficients étaient tous deux
un peu grands, il faudrait ranger par ordre beaucoup de points a, 5, ¢,
d,e,.., », ce qui serait long et fastidieux, ou méme impraticable.
Toutefois la solution n’en est pas moins curieuse dans la théorie, par
les rapprochements qu'on en peut faire avec les solutions arithme-
tiques déja connues.

Scconde solution.

19. Au reste, on peut encore déduire du théoreme donné ann” 11,
une nouvelle solution de I’équation indéterminée

Lx — My =1.

Car, dans le polygone de M cotés, joignez les sommets de L en L, ce
qui donne un deuxiéme polygone: dans celui-ci, joignez encore de L.
en L, ce qui donnera un troisieme polygone; et continuez ainsi jus-
qu’a Popération m*™ qui vous fera retomber sur le polygone primitif.
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Comine le résultat de ces m opérations sera le méme que si vous aviez
marché tout d’un coup de L™ en 1™, il sensuit que l'intervalle L™
revient & unité relativement & M. Donc, pour trouver x, au lieu
d’écrire que La doit revenir & 1, vous pouvez écrire que Lac doit re-
venir a L, et alors il est évident que x revient & L™,

Ainsi la plus petite valeur de x peut se trouver en formant le m-— yeme
polygone dérivé, y prenant deux sommets consécutifs, et regardant a
quelle distance ces deux sommets se trouvent 'un de 'autre dans le
polygone primitif; cette distance sera le pombre cherché a.

Voila donc, en apparence, une scconde solution géométrique de
I’équation indéterminée

L — My =1;

mais il est aisé de voir que cette solution (abrégée comme elle peut'étre
ne différe point de celle qu’on a donnée plus hant. Car ici le polygone
primitif pouvant étre regardé comme étant le m*”e dérivé, et par
conséquent comme celui qui vient apreés le m — 147, il est clair que
les deux polygones qu'on emploie ici pour avoir x sont deux poly-
gones dérivés consécutifs. Or, puisque tous nos polygones naissent
I'un de I'autre par la méme loi, on peut employer de méme deux autres
polygones consécutifs quelconques, tels que le premier et le second; ce
qui nous raméne précisément i la solution géométrique du n* 17.

20. Mais, en arithmétique, 'expression
X = IJ’"’—‘

nous donne cette regle nouvelle pour trouver x : Faites les puissances
successives L, L2, L}, etc., en rabaissant a mesure au-dessous de M
par la division, et continuez ainsi jusqu'a ce que vous trouviez le
reste 1; le reste précédent sera la plus petite valeur de x qui résout
la proposée

Lo — My = 1.

Quant 2 cette puissance m jusqu’a laquelle il faudra monter pour
obtenir L™ = 1, elle dépend des nombres M et L. Si Ion désigne
par u le nombre qui marque combien il y a de nombres L inférieurs
et premiers a4 M. on peut dire, en général, que m sera toujours une

8.
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aliquote du nombre p., et cette aliquote ne pourra s’élever jusqu’au
nombre p. lui-méme que dans le cas ot M serait un nombre premier,
ou une puissance de nombre premier, ou le double d’une telle puis-
sance; et, méme dans ces cas, on n’aura m = p. que pour autant de
nombres L qu’il y aura de nombres inférieurs et premiers & u. Dans
tous les autres cas, m sera inférieur 3 g5 il en sera tel ou tel sous-mul-
tiple, suivant la nature du nombre L comparé au module M.

On trouverait de méme, pour Pexpression directe de autre incon-
nue y,

y=— (M,
{ étant la puissance de M qui donnera M! = 1, relativement au mo-
dule L; etc., etc.

CHAPITRE 1V.

Théorie des équations binémes.

Je reviens ici 4 la théorie des équations bindmes, et je vais cher-
cher les propriétés de leurs racines par la forme méme de ces équa-

tions.
ArTICLE I,
Des équations bindmes rapportées & un module premier p.

1. Soit I'équation binéme indéterminée x* — 1 = M p, et dési-
gnons par r une quelconque des racines de cette équation.
Je dis d’abord qu’on ne peut avoir en méme temps

rt=1-+4 Mp, et r*=1 -+ Mp,

7 moins quon nait aussi

rf =1+ Jiup,

& étant e plus grand commun diviseur de n et h.
Car soit i le reste de la division de 7z par %, de maniére quon ait

n:kq+i,
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il est clair que des deux équations supposées, on tirerait
r'=1+ dMp;
et, en effet, la premiére pourrait se mettre sous la forme
ritt =1 4 Mp, ou (r*x ri=1 4+ Mp;
mais, a cause de la seconde équation
rt =¥+ Mp,
le facteur (r*)? revient & 1 + 9Mp; donc I'équation
(rr < ri=1+Mp
reviendrait &
rf =1+ Jp.
Mais, pareillement, des deux équations
rh=1+Mmp, et ri=; + M p,

on tirerait
r =1 —+ JT P

’

¢" ¢tant le reste de la division de % pari, et ainsi de suite: d’ou il re-
sulte qu’on aurait enfin

P — 1 + :)le,
§ étant le plus grand commun diviseur de 7 et 4.

Cette démonstration est tout & fait la méme que celle qu’on ferait
pour prouver que les deux bindmes &* — 1 et 2* — 1 ne peuvent avoir
de commun diviseur plus élevé que le bindbme xf — 1, 6 étant le plus
grand commun diviseur de 7 et A.

2. Simet h sont premiers entre eux, c’est-a-dire si § — 1, les deux
¢quations

3

" —1=3Mp, et x — 1 =Jdp,

ne peuvent avoir d’autre racine commune que I’unité.
Mais, en vertu du théoreme de Fermat, Péquation

Pt — I:mp
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a toujours p — 1 racines entiéres inférieures a p, et ces racines font
ainsi tous les nombres de la suite naturelle 1, 2, 3, 4, 5,..., p— 1.
Ponc aucune équation

x? — 1 = M P

ne peut avoir de racines entiéres autres que 'unité, a moins qu’il n'y
ait entre n et p — 1 un commun diviseur ¢ autre que I'unité.

3. Si 7 est premier 4 p —1, " — 1 =T p n’a donc aucune autre
racine réelle que 'unité.

Stentre netp—r1,il ya le plus grand commun diviseur 6 > 1,
X" — 1 = I p aura nécessairement, parmi les nombres 1, 2, 3, 4,
5...., p— 1, G racines réelles. Car le bindme 29 — 1 sera un diviseur

rationinel de xP~' — 1, et par conséquent sera divisible par p pour 9
valeurs de x inférieures & p.

Lors donc que P'on considere une équation bindme indéterminée

x" — 1 = I p,

i 0’y a pas d’autres racines réelles a chercher que celles qui convien-
nent a
x? — i = dMp,

5 etant le plus grand commun diviseur de 7 et p — i. Wl est done mu-
tile de considérer d’antres équations

X" — 1 = A p,

que celles ou Pexposant n est un diviseur de p —1.
51, par exemple. on proposait les équations

r—g =03, 2 — 1 =M13, L%~ =13, ete,
cela reviendrait a proposer les équations respectives
r—3=2913, x?—1=Mi13 x— 1 =IMi13, etc.,

car ces dernieres renferment les seules racines entieres que puissent
avoir les équations données.

4 Considérez les puissances successives r, #2, ré. r* ete , de 'uine
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quelconque des racines r de I'équation
X" — 1 = Mp;

il est clair, par la forme méme de I'équation, que toutes ces puissances
en seront aussi des racines : car si

rt =1 + DTL[)7
on aura aussi

(r¥y, ou (PMP=1 4+ Mp; (r*y, ou (Y =1+ mp;
et, en général,

(reyt, ou (r®y =1+ Mp.

Or, actuellement, je dis que deux quelconques de ces puissances
r, r ne pourront étre équivalentes, c’est-a-dire donner un méme reste
relativement & p, 4 moins que la racine r qu’on aura employée ne soit
en méme temps racine d’une équation inférieure

d

x¢ — 1:-‘)&]),

« étant un diviseur de I'exposant 7.
Et, en effet, soit e > ¢/, e et ¢ étant d’ailleurs au-dessous de n. Si
Von avait
r¢e — ¢ — Q)TLP’
on en tirerait

re(reTe — 1) = Mp;

mais le facteur r¢ n’étant pas divisible par p, puisque r est premier
a p, il fandrait que autre facteur r¢=¢ — 1 fat divisible par p, et par-
tant, qu'on ett, en faisante — ¢ = A,

A

rt — 1 =M p;

mais cette équation ne peut avoir lieu en méme temps que la proposée,
a moins que % n’ait un commun diviseur d avec n, et par conséquent a
moins que r ne soit une racine de 'équation binéme de degré inférienr

d

X vl:JIL[).
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Articre 1l
Des racines primitives de Uéquation 2" — 1 = M p.

5. Imaginez donc qu’on prenne pour r une racine de
X" — 1 = Mp,

wais qui n’'appartienne pas en méme temps 4 une autre équation
bindme

xf— 1= onp

de degré inférieur d, diviseur de 7; alors toutes les puissances r, r*, r?,
r*,..., 1, de cette racine r, seront différentes relativement a p» et par
conséquent cette racine r sera propre & former par ses puissances suc-
cessives la suite compléte de toutes les racines de la proposée. Ce sera
ce qu'on peut appeler une racine primitive de I'équation

a” — 1 :mbp,

«’est-a-dire une racine uniquement propre & cette équation.
Si 'exposant 7 est un nombre premier, on voit tout de suite que
cette racine primitive existe, et méme que toutes les racines de

X" — 1 = dMp,

autres que 'unité, sont des racines primitives : car aucune d’elles ne
peut appartenir 4 aucune équation inférieure

xd—I:f)pr,

yuisque 7, étant premier, ne peut avoir d’autre diviseur d que 'unite.
1 ) P >
6. Ainsi, quand 7 est un nombre premier, toutes les racines de

autres que 'unité, sont uniquement propres a cette équation, c’est-a-
dire ne résolvent aucune équation bindéme de degré inférieur & n;
chacune d’eiles, par ses puissances successives 1, 2, 3, 4, 5, 6,..., 7,
fournit la suite complete de toutes les racines différentes de la pro-
posée; elle ne donne I'unité qu’a la puissance n'“™*; aprés quoi toutes
les racines reparaissent périodiquement dans le méme ordre a Iinfini.



PURES FI' APPLIQUEES. 65

Mais quand lexposant n est un nombre composé, il n’y a pins
qu'une partie des racines qui soient uniquement propres a Péqua-
tion

n

J — = I P

ou qui en soient des racines primitives; car les autres résolvent en
méme temps des équations binomes de degrés mférieurs marqués par
les différents divisears de 7; de sorte que leurs puissances successives
ramenent 'unité avant la puissance n®™, et ne peuvent ainsi former
la suite compléte des 7 racines différentes de la proposée.

De Uexistence des racines primitives et de lewr nombre.

7. Voyons donc d’abord si I'équation a” — 1 = 2L p a toujours
des racines primitives, quel quie soit le nombre 7, et combien il v a
de ces racines.

Nous avons déja remarqué que, pour un esposant @ premier, il y «
a — 1 racines primitives ; et, en effet, Pexposant ¢ n’ayant pas d’autre
diviseur que I'unité, le binome x* — 1 n’a pas d’autre diviseur binéme
de degré inférieur. que le bindme x — 1. Ainsi toutes les racines de

x¢ — 1 = I P-

excepté la racine x = 1, sont uniquement propres a cette équation,
et, comme on I'a dit, en sont des racines primitives.
0 . . .

Si 'on a n = a?, a étant tonjours un nombre premier, Pexposant n

> . . .
n'a pas au-dessous de lui de plus grand diviseur que a, et par con-
séquent, le bindme x® — 1 n’a pas, au-dessous de lui, de diviseur
hindme plus élevé que x® — 1. En rejetant donc de la proposée les
« racines de I'équation

" — 1= IM P

il en restera a* — a qui seront uniquement propres i I’équation

x(z: —_ 1 = ;)rbp.

- . ,
Si on a n=a®, on trouvera de méme qu’en rejetant les a? ra-

cines de Péquation

x®

Tome X. — Fevrier 1845. 9
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on aura rejeté toutes celles qui peuvent résoudre les équations bi-
nomes de degreés inférieurs, et que, par conséquent, il en reste «*—a*
gui sont uniquement propres a la proposée

x? — 1 == M -

En général, soit n == a*, et par conséquent
a* _ = M P
I’équation proposée. Si 'on rejette les racines de I'équation binime

el D=1

x — 1 ::)Rp:'

on aura rejeté toutes celles qui résolvent, en mcéme temps que la pro.
posée, des équations binomes de degrés inférieurs; et , par conséquent,
les racines l‘estantes,qui seront au nombre de a — a*—1, seront tontes
des racines primitives.

Ainsi,, pour un exposant 12 ui est une puissance quelconque z d'un
nombre premier a, I'équation

xt— 1= dp
a toujours des racines primitives; et le nombre en est
ar —a* ', ou a*"'(a—1),
¢’est-a-dire qu’il y en a autant que de nombres inférieurs et premiers
a n(n°7, chap. 11).
8. Ce théoréme est général pour un nowbre quelconque n; et

d’abord il serait bien facile de ie reconnaitre pour le cas de n — a” b*,
a et b étant deux vombres premiers quelconques. Car de T'équation

ae? bt — g = D p,
qui a un nombre = h® de racines, imaginez qu’on rejette les a”~’ bt
racines de I’équation inférieure

av—I p&

x — 1 = JLp,

et puis les a~ b&—1 racines de I'équation inférieure

xer VT = Dp,
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il est évident qu’on aura rejeté toutes les racines qui peuvent résoudre
des équations bindmes de degrés inférieurs ala proposée et diviseurs
de n. Ainsi Uon trouverait d’abord qu’il doit rester

a*e — a+—! bG . aubﬁul

racines; mais ce nombre est trop faible: car, par la double opération
précedente , il est clair qu’on a 6té deux fois les racines communes aux
deux équations

hE—1

av-1po

X —1=amp, a*° — 1= p,

raciies communes qui sont au rombre de 7~ b= ; done, au résul-
tat précédent, il faut ajouter a*—1 h%—1, et P'on trouve ainsi, pour le
nombre des racines qui appartiennent uniquement 4 la proposée

arht — (o=t hi arhéi— 4 q =t b '
ce g se reduit
ar=Thi g — 1 (b — 1)
d'ou l'on voit qu’il y a encore autant de racines primitives que de
nownbres inférieurs et premiers a n.
La méme démonstration pourrait s’étendre au cas de n=a»b* ¢, ;

mais nous allons présenter la cliose d’une maniére plus claire, et qui
peut méme servir i trouver les racines primitives.

2. Soit done, en général, n = a” b* ¢v.. et I'équation binome
Jl”a,/' bhey... [ = ‘)R[).

Je considere les équations

T — i =Mp, 2™ — = 0p, X~ = O P,

el je suppose (ue a’ soit une racine primitive de la premiere, 2" une
racine primitive de la seconde, a” une racine primitive de la troi-
sieme, etc. ; alors je dis que le produit 2’ 2”... est une racine pri-
mitive de la proposée. En effet, il est clair, en premier lieu, que ce
produit est racine de Péquation
X e M
9.
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c'est-a-dire qu’étant élevé a la puissance n = a*b®¢v..., il donne
1 + I p, ou simplement 1, en négligeant les multiples de p. Mais, en
second lieu, 1l est aisé de voir qu’il ne peut donner P'unité pour au-
cune puissance d inférieure & n: car si 'on avait

(' x"x".. ) =1+ onp,

Pexposant d serait nécessairement diviseur de n (n® 4); mais  étant
plus petit que n, il y a au moins quelque facteur simple de 7, tel que a,
je suppose, qui entre une fois de moins dans le nombre d que dans le
nombre n; ainsi dseraitdiviseur dea”—*h%¢7...; done, puisque ¥'x"x" ...
élevé a la puissance d donne 1, ce meéme produit 4 la puissance
a*=*h%cr... qui est multiple de d, donnerait anssi 1; donc on aurait

R i I e A e

mais, a cause de

ub® ; el .
x =1+ Mp, =1 4 Mp, etc.,

cette équation se réduit a

woe—1bGcy.,.

a == 4 O py
or, par hypothese, on a

a

—= 1 A -‘)Tk'[);
donc on aurait aussi, en prenant le commun diviseur a#—' des deux
exposants de ces équations (n° 3).

jan—1

X = 1 + DR,,);

donc &’ donnerait I'unité avant la puissance a~, et partant, ne serait
pas racine primitive de 'équation

T — = R,

ce qui est contre hypothese.

Donc le produit a’'x"x”... ne peut donner l'unité pour aucune
puissance d inférieure a a*b%cr...; donc il est racine primitive de
Iéquation proposée

am e N p.

Ce qu'il fallait démontrer.
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Ainsi donc, toute équation
xt— 1 = N p

a des racines primitives, et le nombre en est au moins egal a celui de
tous les produits différents x’ x” x”... quon peut faire en combinant
les racines primitives &', 27, x”,... des ¢quations respectives

a

X

4" — ] = 3]1/), X — 1 =0p, a! — = J]LP7 ete

O

or, le nombre des racines primitives a’ de la premiére équation est

a*~'(a — 1); les racines primitives x” de la deuxiéme sont au nombure

de b5~ (b — 1}; les racines primitives x” de la troisiéme sont au
L

nombre de ¢7- t (¢ — 1, etc. : donc, par la théorie des combinaisons .

les racines primitives de la proposée

At -y — xa“bec'/... ] = .‘)le

sont au moins au nombre de

ar—"(a — )b h — 1her='e — ...,

c’est-a-dire qu’il y en a au moins autant que de nombres inférieurs et
premiers & n; et il est bien aisé de voir qu'il n’y en a pas davantage.
10. Au reste, dés qu’on suppose Vexistence d’une seule racine pri-

) | p

mitive de
a® — 1 = I Ps

on peut démontrer tout de suite qu’il y en a précisément le nombre
qu'on vient de dire. Car, soit r cette racine primitive. et formez la suite
des puissances

- 2 3 -4 3 A6 = 2
Py B 17, 1 r?y PPy, 0 y Iy

il est clair qu'on aura la suite complete des z racines différentes de Ia
proposée; or, si 'on considere un nombre quelconque e inférieur et
premier a n, et qu'on prenne les racines dans cette méme suite, en al-
lant de I'un 4 'autre de e en ¢; comme Pintervalle e par lequel on saute
est premier a 7, on sera obligé de passer par toutes les racines avant
de revenir a la racine r d’ott 'on est parti; donc la suite

],e, (’.e>2’ (‘,"t)}s) [\/-’.ey.’n', (I‘F\,"



70 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

nous donne aussi, aux multiples prées de p, toutes les différentes ra-
cines de la proposée: donc r° est aussi racine primitive.
Donce, si I'on suppose une seule racine primitive r de I'équation

x" — 1 = IMp,

il sensuit qu'il y en a autant que de nombres e inférieurs et premiers
a 2. Et 'on voit en méme temps qu’il n’y en a pas davantage: car si
I'on va d’une racine i Pautre, par un intervalle constant 2 qui ait
avec n un commun diviseur ¢ > 1, on ne passera jamais que par un
n . . . A .
nombre ; de ces racines; de sorte que 7 ne peut jamais étre racine
primitive de
x’t — o= Jp.

Mais il est évident, par la meéme démonstration, ¢ue r” sera racine

primitive de Uéqualion intérieure

2
.76'9 — 1 == Il [)
11, Onvoit ici se préscnter tout naturellement ’idée et la raison du
théoréme étabii aun® 18 du chapitre1l, mais qni paraissait un peaisolc.
En effet, je remarque que de toutes les racines de U'équation
I —— ] = D]Lp,
il N’y en a pas une seale qui ne soit racine primitive, ou de la pro-
posée, ou de quelque autre équation inférieure
qE - = ;)IL[),
 étant un diviseur de n. Car prenez au hasard une racine o de
a" — 1 = I p,

et faites-en les puissances successives , o*, o*, p*,..., vous tomberez

nécessairement sur quelque puissance ¢ qui vous donnera V'unité re-
lativement & p, et alors ¢ sera racine primitive de Péquation

xd — [ = :)n',p.
De plus, on voit que g ne peut étre racine primitive ’aucune autre
équation semblable d’'un degré marqué par un autre diviseur de n.

Or, cette ¢quation
1(1 — 1 = IR P
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A autant de racines primitives qu’il y a de nombres inférieurs et pre-
miers & d; donc, si 'on voulait compter combien il y a en tout de nom-
bres inférieurs et premiers & chacun de tous les diviseurs possibles ¢/
d’'un nombre donné 7, sans excepter le diviseur 1 et le nombre # lui-
meéme, on trouverait qu’il y en a autant que I'équation

x? — 1 = gL p
a de racines, c’est-a-dire précisément 2. Ce qui est le théoréeme dont
il s’agit.
12. Mais, réciproquement, de ce dernier théoréme, qui est d’ail-

leurs démontré d’une manicre directe, on peut conclure Vexistence
des racines primitives de toute équation

at — 3 = IR P-

Car, en considérant toutes les racines qui sont au nombre de », 5'i] n'y
en avait point de primitives, c'est-a-dire qui fussent uniquement pro-
pres a cette équation, il faudrait done qu’elles fussent toutes des ra~
cines propres i des équations inférieures

:

rt — I =Jnp

dont les degrés seraient les différents diviseurs o de ",

le nombre 5
étant excepté de ces diviseurs. Mais chaque équation

X — =0k P

ne peut avoir plus de racines primitives qu'il n'y
rieurs et premiers & d; donc vous ne pourr
racines différentes qu’il 'y ad

a de nombres infe-
iez jamais compter plus de
e nombres inférienrs et premiers i cha-
cun des diviseurs de 7, le nombre 7 étant excepté; or cela fer

ait ne-
cessairement un nombre moindr

€ que n, puisque vous n'en trouveriez
que 7, en n’omettant aucun diviseur. Donc, puisque 'équation

.1111 —_ ] = ;)]L })

4 rracines, vous ne pouvez pas supposer qu’elles appartiennent toutes
A des équations binomes de degrés inférieurs d diviseurs de n; donc it
Y en a quelques-unes qui appartiennent uniquement i I'équation

xt — = M p;
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/
et dés qu'on en suppose une seule, il est clair (n® 10) qu’il y en a au-
tant que de nombres inférieurs et premiers a n.

13. On voit donc par la, de la maniére la plus simple et la plus
lumineuse, que toute équation

.xn—[:::)ﬂ,})

a des racines primitives; qu’une quelconque de ces racines ¢tant
nommée r, toutes les autres sont exprimées par 7% re, re’,..., les ex-
posants e, €', ¢’,... étant, apres P'unite, tous les nombres inférieurs
et premiers a n; enfin, que toute puissance 7" d’exposant & non pre-
mier avec 7, est simplement une racine primitive de I'équation infé-
rieure

n

af — g = dup,
g étant le plus grand commun diviseur de % et 7.

14. Sile nombre 7 diviseur de p — 1 est le nombre p — 1 lu-
méme, on a Véquation &P~ — 1 = I p, qui répond au théoreme de
Fermat, et dont les racines primitives s’appellent simplement les racines
primitives du nombre premier p.

Comme cette équation renferme toutes les équations semblables

Tt — 1 = ;)lbp,
ou n est une aliquote de p — 1, il §ensuit qu'il suffit de connaitre
une seule racine primitive de p, non-seulement pour avoir toutes les
autres, comme on vient de le voir, mais encore pour avoir les racines
primitives des ¢équations

a" — 1 =Mp,

d’un degre n diviseur de p — 1.
Et, en effet, soit @ une racine primitive de

- —T .
aP~t — 1 = dip, et faisons L )
n
il est évident que r = @ sera une racine primitive de T'équation
xt — 1 = I p;

et de cette racine on conclura toutes les autres.
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ArticLe III1.
Yéthorle assez simple pour trouver les racines primitives d’un nombre premier donne,

15. Quant i la maniére de trouver les racines primitives d’un nombre
premier donné, voici, je crois, la regle la plus simple, et que j'expli-
querai d’abord sur un exemple. Supposons qu’il s'agisse, entre autres,
du nombre premier p = 61.

Comme le nombre inférieur p — 1, qui est ici 60, a pour facteurs
simples 2, 3 et 5, je remarque que les racines primitives de 61, ou de
I'équation

2% — 1 = 961,

ne peuvent ¢tre ni des carrds, ni des cubes, ni des cinquiemes puis-
sances. Car, a cause des diviseurs siaples 2, 3 et 5 du nombre 6o, les
carrés étant élevés aux puissances successives 1, 2, 3, 4, etc., raméne-
raient unité au moins dés la trentiéeme puissance; les cubes la ramene-
raient au moins des la vingtieme, et les autres des ia douziene. Ainsi,
pour avoir les racines primitives de 61, c’est-a-dire les nombres qui ne
peuvent ramener I'nnité avant la soixantieme puissance, il suffit d’ex-
clure des soixante nombres de la snite naturelle

o2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, g, etc., 6o,

tous ceux qui sont des carrés, des cubes et des cinquiemes puis-
sances, ou plutot des résidus de ces puissances par rapport & 61. Or,
au moyen des carrés, on exclut d’abord la moizié de tous les nombres;
au moyen des cubes de ceux qui restent, on en exclut le tiers; el par
les cinquiémes puissances de ceux qui restenl, on en rejette encore le
cinquiéme , et il ne reste plus que les seize racines primitives de 61.

Lt il est évident qu’il en serait de méme pour un nombre premier
quelconque p, en excluant des p —1nombres 1, 2,3, 4, 5. 6, 7. etc..
p — 1, les puissances marquées par les facteurs simples 2, @, b. ¢, elc.,
du nombre composé p — 1. D’oit P'on voit encore pourquoi il y a
précisément autant de ces racines primitives (qu’il v a de nombres in-
térieurs et premiers ap—u.

Cette regle nons parait facile . et, dans Papplication, on peut diriger

Tome X — Fevarer 1845. 10
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ie calcul de maniére & ne pas faire plus ’operations quil n’y ade
nombres a exclure.

16. Soit, par exemple, & trouver les racines primitives du nombre
premier 31.

On voit d’abord qu’il suffit de faire les quinze carrés des nowbres
(,2, 3, 4, etc., 15: car les autres reviendraient 4 ceux de — 1, — 2,
- 3, ete., — 15, qui donneraient les mémes carrés.

Supprimant donc dans la suite des trente nombres 1, 2. 3.4,
5, etc., 30, les quinze nombres qui sont des carrés, il reste les quinze
non carrés, dont il faut faire a présent les cubes.

Mais, comme on ne doit trouver que cing cubes différents, on peut

viter les opérations inutiles, en rangeant d’abord les quinze non ré-
cidus dans Pordre ot ils suivraient une meéme raison géométrique.
Qu’on prenne, par exemple, la raison 2, et les quinze non résidus
pourront sordonner de cette maniere :

3, 6, 12, 24, 17 | 15, 30, 29, 27, 23 | 13, 26, 21, 11, 22,

s

ou ces non-résidus se trouvent distribnés en trois groupes de cing
termes en progression géométrique, et dont les cubes sont :

I

27, 30, 23, 29, 15 | 27, 30, 23, 29, 1> | 27, 30, 23, 29, 15,
¢’est-a-dire les mémes pour chaque groupe.
11 suffit donc de foriner les cinq cubes des nombres contenus dans

un quelconque des trois groupes.
En supprimant ces cubes, il reste pour les nombres qui ne sont m

carrés, ni cubes,
3, 6, 12, 24, 17 | 13, 26, 21, 11, 22.
Si 'on en fait les cinquicmes puissances, on trouve
26, 26, 26, 26, 26 | 6, 6, 6, b, 6,
¢ est-a-dire qu’il suffisait de faire la cinquiéme puissance d’un terme

pris dans e premier groupe, et celle d’un terme pris dans le second. En
effacant ces deux puissances cinquiémes 26 et 6, il reste les huit racines

primitives de 31, savoir:
3, 12, 24, 17, 13, 21, 11, 22
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17. Dans les Nowveanx Commentaires de Saint - Pétersbow g
{tome XVIII), Euler dit, en plusieurs endroits, qu'on ne voit encore
aucun moyen de déterminer ces racines; que la démonstration qui
prouve, daus tous les cas, leur existence,, n’indique pourtant aucune
méthode pour les déconvrir : et ailleurs, on ne peut, dit-il, saisir entre
1n nombre premier et les racines primitives qui lui appartiennent, au-
cunevelation ’oti on priisse déduire au moins une seule de ces racines ;
de sorte que la loi qui regne entre elles parait aussi profondément ca-
chée que celle qui peut exister entre les nombres premiers enx-memes.

1i nous semble que la méthode précédente ne laisse plus rien a do-
siver & cet ¢gard. Car on ne peut chercher séparément aucune de ces
racines, puisqi’elles jonissent de propri¢tés semblables, et qu'on ne
peut conceveir aucune méthode qui conduise

4 Pune plutot qu’a
Fantre. Mais on les trouve toutes a la fois par

cette opératiou arithnié-
tique dount je viens de parler. et i peu pres de la méme m:

iniere qu’on
obtiendrait tous les nombres inféricurs et premiers 4

un nombre
donné. Or, il me sembie qu'on n’a jamais trouvi qu’il y edat une diffi-
culté particuliére & déterminer actuellement ces derniers nombres.
Quand on veut les avoir, on considére les facteurs simples du nombre
douné; et de la suite naturelie [, 2, 3, 4. 5, ete., on exclut {ous les
muitiples de ces facteurs simples. Lci, au lieu de ces multiples, ii faut
exclure toutes les puissances d’exposants marqueés par ces mémes fac-
teurs : cest, comme on voit, une opération du méme genre, wmais d’un
ardre plus éleve,

ArricLe 1V,

Sur Pordre naturel dans lequel doivent éire rangées los racines des cquations hindnes .

18 Considérons Péquation

xl — g =P

b

ou Pexposant p est un diviseur de P — 1, les nombres p et P étant tous
deux premiers.

Soit r une quelconque des racines de cette équation, autre quie
Punité; comme le nombre p est premier, r sera nne racine pritoi-
Hve. et par (‘unséquent toutes les racines pourront s’exprimt'r par
0
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la suite
ry T3, ord, et o, ré, rf

Mais cet ordre, qui nous parait naturel, n’est pas le plus simple : ou
peut ranger ces p — i racines de maniére que chacune soit toujours
une méme puissauce de celle qui la précéde. Et, en effet, soit a une
racine primitive de

aPt — 1 =p;
les p — 1 exposants de r,

.
1, 2, 3, 4, 5, 6,..., p—1,

b

pourront se ranger dans I'ordre nouveau

2 3 4 ] 6 —A
a, at, a®, a*, a*, a%,..., a?',

en négligeant les multiples de p, ce qui est permis, puisque r” se ré-
duit a 1. On aura donc, pour la représentation des p — 1 racines de

xP — 1 = MNP,

autres que I'unité, cette suite

v el paP as  .a aP—*
R A N T O N

7

qui est la plus simple et la plus naturelle de toutes, puisque toutes les
racines y naissent 'une de Pautre par la méme puissance : de sorte
qu’'elles sont exprimées a 'aide d’une seule quelconque d’entre elles
et d’un seul et méme signe d’opération.

Si vous changez la racine r en une autre quelconque de la suite

a? ~a
s

. a . 3
ry rY, / gessy

il est visible que vos racines se suivront toujours dans le méme ordre
qu’auparavant. Si vous changez 'exposant a en un autre b qui soit
aussi une racine primitive de

xp—f —_— 1 = :)TLP,

comme b ne sera autre.chose que a élevée a quelque puissance e pre-
miére & p — 1, il est clair que I’ordre nouveau

rort, v, o,
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ne sera autre chose que le premier on les racines seraient prises de e
en e. Ainsi, soit qu’on change la racine r d’ot1 I'on part, soit qu’on
change Pexposant a % I’aide duquel on produit les racines I'une apres
Pautre, la disposition mutuelle de ces racines n’en peut éire troublée ;
elles demeurent toujours équi-distantes, comme si elles étaient rangées
en cercle. C'est & cet ordre remarquable que tient la résolution algé-
brique des équations bindémes, et, en général, celle de toute équa-
tion ou Pinconnue est une fonction des racines de ’unité : ce qui com-
prend au fond, comme on peut le démontrer, toutes les équations
possibles & racines périodiques (voyez le tome IV des Meémoires e
I’ dcadémie des Sciences).

i®. On voit, par ce que je viens d’indiquer rapidement, combien la
considération des racines primitives est importante. et que si Pon
trouve une seule r de ces racines pour le nombre p, on pourra pé-
soudre sur-le-champ toute équation binome

x" — A = onp.

Car cette équation n’est possible qu’autant que A esl une puis-
sance n™ exacte relativement a P; et par conséquent, il faudra
qu’on ait

A =

1l n’y aura donc qu’a chercher dans la suite des puissances 7, ;3
'43"

.

».+- celle qui donne le résidu A ; elle sera de la forme r ", et Péqua-
tion

Xt — A — mlf[),
qui deviendra

X" — it — IR p,
donnera tout de suite

x =rt;

et multipliant cette valeur »* par les racines de

J‘" —_ = D]Lp’

lesquelles seront au nombre de 8, si 6 est le plus grand commun divi-
seur de z et p — 1, on trouvera les 9 racines différentes de la proposée.
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On peut tirer de li tous les théoremes qui regardent la résolution

des équations binomes
X — A = I p.

20. Au reste. ou peut toujours abaisser immédiatement la proposée
1 une ¢quation semblable du degré §. Car, soient

n=n'G, el p— 1 =ph,
1’ et p’ étant premiers entre eux : la proposéce donne &’abord, en
négligeant les multiples de p,
amt — A =0, ou x" = A;
d'oit, en extrayant la racine #/“*¢ de part et d’autre,, on tire

o I 1
n - -
Xt = \/A — A", ouben x¢— A" = 0;
. . , . . . . .
et il ne s’agit plus que de réduire Pexposant fractionnairve — a un en-
{3

tier 5, sans changer la valeur de 'exponentielle. Mais, par hypothese,
y étant une puissance exacte de degré n = n'§, est aussi, par la meme,
une puissance de degré ;5 le nombre A est donc racine de I'équation

]7--1

-
x " —1 =o,

gui renferme tontes les puissances G des différents nombres
.2, 3, 4,5, 6....,p—1:

et. par consequent, on a

5 .
A7 =1, ou Af =..

Douc, a tout exposant de A il est toujours permis d’ajouter uy
multiple arbitraire de p’, et au lieu de A, on peut mettre AT,
IR étant un multiple quelconque. Mais si lon veut actuellement tirer
la racine %™ de A, il faut choisir ce multiple o de maniere que
'exposant 1 =+ JlLp’ soit exactement divisible par »'; ce qui doune
I’équation du premier degré

A p = n'y,
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equation toujours possible, puisque les coefficients p’ et n’ sont pre-
miers entre eux. Ainsi 'on trouvera toujours un entier ¢ équivalent &

. . 1
Pexposant fractionnaire =50 et I'on aura

, 1
"\/K, ou A" = A?,
et la proposée
xt — A = Q)ILP
sera ramenée a la forme
x?— A" = Mmp,
5 étant le plus grand commun diviseur de 1 et de p— 13 ce il fal-
lait trouver.

Ainsi, quand on propose une ¢quation bindme de la forme
Tt — A = I Ps

on peut supposer qu’elle est déja réduite, de maniere que le degré n
soit un diviseur de p — 1; ce qui simplifie le calcul, sans rien oter a
la généralité de la question.

Mais cette méthode élégante qu'on vient de suivre pour abaisser
I'équation au degré marqué par le plus grand commun diviseur de »
et p — 1, nous donne 'idée d’une méthode semblable par laquelle on
pourrait essayer d’abaisser de méme cette réduite au premier degre, ot
d’obtenir par 1a une solution directe de la proposée.

ArnTicLe V.

Solution directe de Uéquation x" — A = ML p.
21, Soit
X" — A = Jdp,
ou plus simplement
't = A

n étant supposé diviseur de p — 1); jen tire, comme ci-dessus,

1:\"/1—}&&;
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et il ne s'agit plus que de réduire 'exposant ;I; 4 un entier e, sans chan-
1

ger la valeur de A”. Or A étant une puissance 1™ exacte, est par cela

nieme une racine de

r_t
x " — 1 =0,
et 'on a
p—1

A =1

Ainsi a tout exposant de A il est permis d’ajouter un multiple quel-
]7**'
— , . . it I

congue de 27, et on peut écrire, au lien de A, A " . Pour

n
en tirer la racine 7', il n’y a donc qu'a rendre ce nouvel exposant
p—1

7z

déterminée

1+ I

exactement divisible par n, ce qui donne I'équation in-

1 - JIU <’£)——”~_*I> == ne.

Or, cette équation est possible lorsque n et 11,_; L sont premiers entre

eux. Dans ce cas, on déterminera sur-le-champ I'exposant inconnu e

qui équivant a é, et on aura, pour une des racines de la proposée .
ax = A°.

Soient, par exemple,

et la proposée

on aura, pour une des racines ,
‘ x = 8,
I'exposant ¢ étant donné par 'équation du premier degré
[+ I 4 = 3e.

Cette équation est possible, puisque 3 et 4 sont premiers entre eux,
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et elle donne, pour la valeur de e,

ou, si Pon veut,

d’o11 il vient
x = 8% =5,

qui est effectivement une des racines cubiques de 8, relativement au
nombre premier 13.

22. Voila donc une méthode directe qui apprend i trouver une so-

lution de I'équation bindme " — A — on p, lorsque le degré n (divi-

seur de p — 1) est premier 3 ¥ 1, ¢ qui fait deux fois autant de cas

qu’il y a de maniéres de partager le nombre composé p — 1 en deux
facteurs premiers entre enx.

Mais il se présente ici une difficulté singuliére qu’il est important de

proposer et de résoudre, parce qu’elle touche aux points fondamen-
taux de la théorie.

Difficulté singulicre sur la solution qui précede.

23. Quand on se propose de trouver les racines 77" du nombre A,
que je suppose étre une puissance r’me exacte, on ne congoit pas
d’abord qu’il puisse y avoir aucune méthode par laquelle on dégage
une de ces racines, de préférence aux autres » puisque toutes sont éga-
lement définies par la méme équation ou la méme propriété de donner

xl! — A
Et pourtant, par la voie que jai suivie, je viens de trouver une de ces
racines en particulier, et d’obtenir, i I'aide d’une équation du premier
degré, un certain exposant entier e qui est tel qu'on a
A% = .
On pourrait croire d’abord que cette expression A*

certaine équivoque, et qu’elle est ¢galement propre a r
autres racines, en ajoutant, ce qui est permis, i Pexposa

renferme une
eprésenter les
nt ¢ difféerents
A1

- Mais il est évident, a cause de A * — L, qu on re.

p—1
n
Tome X — Fevesr 1855,

multiples de

[\
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tomberait toujours sur la meme valeur de a3 de sorte qion a une
expression A¢, délivrée de toute équivoque. et qui répond & une cer-
taine racine choisie entre les 1 racines semblables de la proposée : ce
qui mérite bien d’étre explique.

Solution de la difficulte,

24. Pour résondre cette difficulté, sans rompre la suite de notre vai-
sonnement , nous devons donc faire voir tout de suite que, parmi les »
racines de A, il n’y en a qu’une seule qui jouisse de la propriété de
pouvoir étre représentée par une puissance entiere du nombre A : or,
¢’est ce qu’on peut démontrer par la nature méme de la questiown.

Et, en effet, il est possible qu'une des racines nfénes de A soit re-
présentée par une puissance entiere A° du nombre A lui-meme, comine,
par hypothése, A est une puissance exacte du degré n, A° sera aussi une
puissance exacte du méme degré n. Donc A° sera tout a la fois racine
de la proposée

2" — A= o,
et racine de I'équation
p—1
x " —1=o0.
Or il est aisé de voir que ces deux équations binomes ont une racine
commune et quelles n’en peuvent avoir qu'une seule, précisement
parce qu’elles sont de degrés n et P—Z—l premiers entre eux.

C’est ce qu’on peut prouver directement par la recherche actuelle
du commun diviseur entre les deux binomes

e
™ — A, et x " — 1.
Car soit, pour abréger,
])-—‘ I
£ = m;
n 7
et supposons qu’on ait :
m=nqg -1

n =rq +r,
r = r/q//+r("
,,y —_ r//q///+ rm’

(nétant < m, r<n, ' <r, 1" rlh. .
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Si Pon fait l'opération du commun diviseur entre les deux binomes

"= tetxt — A, jusqu’a ce que le plus petit exposant n soit tombé
au-dessous de m, on aura d’abord le premier reste

Alx" — y;

A

s1 I’on fait ensuite la méme opération entre x" — A et ce reste AYa” — I,
on arrivera au deuxieme reste

a — AT,
st 'on fait la méme opération entre
Afx” — 1 et a7 — A9
on arrivera au troisiéme reste

Aq+(/” (499" I' — 13

et si 'on continuait. on trouverait pour le reste suivant
a7 AT g g )
et ainsi de suite. D’ont 'on voit que les exposants successifs de x sont

les restes r, 1, r, r”,... de la division de n par n, de n par r, de r
par r', etc.; et que les exposants de A sont les numératenrs successifs

. . m ,
des fractions convergentes vers la fraction = dans le développement
n

de cette valeur en fraction continue.

Mais si m et n sont premiers entre eux, on arrive nécessairement i
quelque reste tel que r” qui est égal a lunité; et le reste suivant »” est
égal a zéro.

Donc, par I'opération du commun diviseur entre les bindmes pro-
posés, on arrive nécessairement i un reste du premier degré, tel que

Aq+q"(l+qr/'; X —1,

et le reste suivant est
XY — AT g’
Or ce reste est nul par hypothese ; car 'exposant de A est alors le nu-
’ \ . , m . N
mérateur meéme de la fraction proposée . qui est la derniere des frac-
/i

|



84 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
tions convergentes ; et par conséquent, le reste dont il s’agit se réduit &
x° — A™ ou 1 — A",
qui est nul par hypothese.
Donc, les deux bindémes proposés ont le commun diviseur du pre-
mier degré,
A0 o,
lequel, égalé a zéro, donne
x — A—9—7 U-+99),

Cette expression s’accorde parfaitement avec 'expression A¢ que nous
avons trouvée ci-dessus d’une maniere directe: car le nombre e était
déterminé par I'équation

1 + Jlm = ne,

et cette équation, résolue par la méthode des fractions continues,
donne

”e

e=—q—9 =999
ce qui est, abstraction faite du signe, le numérateur de la fraction
convergente qui précéde immédiatement la fraction%- Quant au signe

moins, il tent ici au quantieme du terme ot I'on a supposé que la
fraction continue s’arréte : sielle avait un terme de moins, ou un terme
de plus, on aurait trouvé I'exposant e positif. Au reste, quand on
aura un exposant négatif — e, on pourra toujours le changer en un
autre qui soit positif, en écrivant A”~° au lieu de A~°.

On voit donc que, si m et n sont premiers entre eux, les deux équa-

tions binémes
2" —1=o0, e x*—A=o0,

ont une racine commune, et n’en peuvent avoir qu’une seule; et que
la premiére méthode qu’on a suivie ne pouvait conduire qu’a cette ra-
cine singuliére de la proposée

x* — A =o,

racine distinguée des 7 — 1 autres en ce que cette valeur est a la

l i ) : o '
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fois une racine nm de A, et une puissance 7" de quelque autre
nombre,

25. Au reste, on aurait encore puarriver au résultat précédent par
tne opération plus simple sur les deux équations proposées

™ =1 et x"=A.
Car, a cause de m = ng + r, la premiére devient
M. a” = 1,
et mettant pour x” sa valeur A tirée de la seconde, on trouve d’abord
AMx =1, ou a2 =AY,
mais, de méme, & cause de 7 = rg’ + 1, "= A devient
xM.x" = A,
et mettant pour x” sa valeur A%, on trouve
A .x" = A, oubien & = A"+
de la méme maniére, on trouverait
x = A—q—q"(l—i-qq')’
etc., ete., comme ci-dessus.
Si on suppose de méme r” =1, et partant, r”= o, on arrive égale-
ment a I’équation
X = A9 (e
(ui est vraie pourvu qu’on ait aussi la suivante

x° — A", ou 1 — A"= o,

ce qui est la condition qui a lieu ici par hypothése.

26. Quand les exposants m et n ne sont pas premiers entre eux.
I'équation
I~ JL = pne

est impossible, et si m est la plus petite puissance de A qui amene
unité, c’est-a-dire si le nombre A est une des racines primitives de

A" — 1 =o,
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on peut conclure qu’il 0’y a aucune expression de la forme A“ qui
puisse ctre racine de la proposée
x" — A =o.
Mais si A, qui satisfait toujours a I’équation
A" — 1 = o,
nest simplement racine primitive que d’'nune équation inférieure
A" — | = 0,
et que m' soit premier & r, la proposée aura encore une racine de ia

torme A°. Car on trouverait, comme précédemment,
ni !
X = \/A = A”»,
ou, a cause de A™ — 1,
= I
x=A — A°,

l'exposant e étant donné par I'équation
1+ onn = ne,
qui est possible, quand ou suppose m’ et z premiers entre eux.
Si cette derniére condition n’a pas lieu, la proposée ne peut avor
encore de racine de la forme A°.
27. Nous voyons donc que léquation
x"— A =onp
ne peut jamais avoir de racine de la Jorme A°: 1° Quand A est une des

racines primitives de Péquation

p—t

A — 1= onp;

2" Quand A est racine primitive de quelque autre équation de degré n’
qui n’est pas premier avec n.
Ces deux cas enveloppent tous les autres; car, quel que soit le nom-
bre donné A, il est nécessairement racine primitive, ou de
A" — = M p,

ou de quelque autre équation inférieure de degré m’ diviseur de m.
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Dans Vapplication, pour découvrir ce degré m’, ou cette équation
A" — = O p,

dont A est racine primitive, il n’'y aura rien de plus simple que de faire
les puissances successives de A, jusqu’a ce qu’on en trouve une A™ qui
donne Punit¢. On déterminera ensuite le plus grand commun divi-
seur & de m/ et n. St Pon a6 > 1, il n’y aura aucune racine de a
forme A< chercher. Si Fona § = 1, il y enaura une x — A, et Pex-
posant ¢ sera donné par I'équation du premier degré

1 + N — ne.

28. Mais je n’élendrai pas plus loin la recherche et Vexamen de ces
méthodes directes qu’on pourrait imaginer pour la résolution des
éguations bindmes

a” — A = I P
Ce qu'il y a de plus simple et de plus général est de chercher d’abord
une racine primitive r de Péquation

Pt — 1 = i p.
On formera sur-le-champ la suite des puissances
L N P A L AL Sl
et 'on écrira au-dessous les différents nombres qu'elles donnent relati-
vement a p, et qui composent tous les nombres inférieurs 1, 2, 3,...,
p — 1. Au moyen de ce tableau, on résoudra i la premiére vue toutes
les équations bindmes qui se rapporteraient an module Py et Von exeé-

cutera avec la plus grande facilité toutes les opérations qu’on pourrait
avoir a faire sur les racines.

ArTICLE VI,

De l'équation bindme z"— 1= p" ot le module est unc puissance quelconque ™ Jd'un

nombre premicr p supérieur ¢ 2.

29). Soit n le nombre p™='(p — 1) qui marque combien il y a de
nombres 1, e, e’, ¢”,..., inférieurs et premiers a p™; I’équation

ll.ll _ 1 = :)n” [)m
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aura, comme on sait, les nracines entiéres 1, e, €, €’,..., et n’en aura
pas davantage au-dessous du module p™.

30 Maintenant je dis que I'équation

D

X — 1 = Mmp",

ou D est un diviseur quelconque de n, ne peut avoir plus de D racines
différentes au-dessous de p™.

Ce diviseur D de n, c’est-a-dire de p™~' (p — 1), ne peut étre que de
la forme 6p* ; 6 étant un diviseur de p — 1, et v un exposant quelcon-
que < m: il s'agit donc de démontrer que I'équation

X0 — 1 = o p™

ne peut avoir plus de Gp racines différentes inférieures a p™.

Comme cette démonstration est longue et difficile, j’aurai soin de la
diviser, et d’en ordonner les parties de maniére 4 y ménager comme
antant de points de repos.

Démonstration.

1. Je remarque d’abord que, quelles que soient les racines de cette
équation, relative au module p™, elles doivent satisfaire, & plus forte
raison , a la méme équation rapportée au simple module p, c’est-a-
dire a 'équation 2"’ — 1 = M p. Mais il est clair que toutes les ra-
cines de celle-ci doivent satisfaire a I'équation x? — 1 = I p, puisque
§ est le plus grand commun diviseur de §p” et p — 1. Donc toutes les
racines de la proposée doivent satisfaire a la simple équation

xf — 1 =ap.
Or celle-ci ne peut avoir que 0 racines différentes @, b, c,... en nombres

inférieurs &4 p; et, par conséquent, tous les nombres possibles qui
peuvent y satisfaire sont nécessairement de la forme

a+op, b4+ op, ¢+ Mp,..;
donc toutes les racines de la proposée doivent se rapporter aux 4
formes différentes

a+ Mp, b4p, ¢+ Mp,...
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IT. Soit donc z une de ces racines qui répondent & la forme a—+ 9 p.
Si Pon prouvait, en premier lieu, que « + yp”— en est une autre,
quel que soit y, il s’ensuivrait qu’on en peut compter ainsi un nom-
bre pv. en donnant & y les p’ valeurs successives o, 1, 2, 3, 4,... jus-
qu’a p* — 15 et sans aller au dela, puisque les racines o + yp»— re-
viendraient alors aux précédentes, mais prises au-dessus du module p™.

St Von prouvait, en second lieu, que toute autre racine o qui ré-
pondrait a la méme forme que z, c’est-a-dire it la forme o + M p, et
d’on résulterait ainsi

/

o — o 4+ I Ps

vetombe nécessairement sur une de celles que je viens d’énnmérer, il
s'ensuivrait que la proposée ne peut avoir plus de p’ racines diffé-
rentes relatives & «a, plus de p” racines relatives a b, ete., et, par con-
séquent, plus de 9p” racines différentes, au-dessous du module p™.

ITI. Pour établir le premier des deux points qu’on vient de supposer,
il sutfirait de prouver que si 'on cherche. par le binome de Newton,

le développement de {o.+yp" )7, on trouvera un résultat de cette forme
(o0 4 yp )i = o + Ypiv,

ot Y est un entier. Car, en faisant i v =m, ¢’est-a-dire i =m —v, on
verrait que le second membre se réduit & 1 -+ IR p”, puisque o étant
racine par hypothese, 27 se réduit a 1 + M p™: d’ou 'on pourrait
conclure que si a est racine de la proposée, o -~ yp™—* en est une
autre quel que soit ¥ : ce qui est la premiere de nos deux suppositions.

Ensuite, il faudrait prouver que, st y est premier a p, le multiple Y
est aussi premier a p: de sorte que p+ est la pius haute puissance
de p, par laquelle on puisse diviser le terme Yp'=, et qu’ainsi a + yp’
ne peut étre racine si Pexposant i tombe au-dessous de m —v. Car il
s’ensuivra que toute racine o' relative au résidu «, et par conséquent
de la forme z-+ yp*, retombe nécessairement daus la forme o —+ ypm—:
ce qui est la seconde de nos deux suppositions. ‘

1V. Tout se réduit donc enfin 4 démontrer que V'on a toujours, quel
que soit y, I'équation

(a +J»l)i>6P’ — a’JP’ -+ '7\"[’)1‘&—7’

Tome X. — FEvrer 1845, | §2)
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telle, que Y est un nombre entier; et que, si y est premier a p, le
nombre Y est aussi premier & p-

V. La démonstration immédiate de ce théoréme, qui parait facile au
premier coup d’ceil, présente néanmoins beaucoup de difficultés, i
cause de I'exposant composé Gp* d’oti naissent les coefficients du bi-
nome. Mais voici un moyen trés-simple de sortir de cet embarras, et
d’arriver au théoréme de la maniére la plus claire et la plus rapide.
C’est de supposer qu’au lien d’élever tout d’un coup le binéme o + yp
4 la puissance 6p*, on I'éléve d’abord & la simple puissance p ; et puis le
résultat obtenu 4 la puissance p; et ainsi de suite, jusqu’a ce qu'on
arrive au résultat qui réponde a la puissance p*; et enfin, de supposer
qu’on forme la puissance § de ce dernier résultat.

Or, en élevant le bindme « + yp’ 4 la puissance p, on a

v+ yp VP = al + p.abtypt o LP L o2 Ip2 -,
Jr. P JP > Jr

ou l'on voit que le second terme est divisible par p™', et que tous
les autres le sont, au moins par p™*2, pourvu que le nombre premier p

. . s e . e Pp—1
soit > 2 : car le coefficient du troisiéme terme, qui est [Lz—, est alors

divisible par p, et par conséquent ce troisiéme terme est divisible par
p*t, et Vest ainsi, an moins, par p*2, puisque i est supposé étre au
moins 1: quant aux autres termes qui contiennent P’ pY, etc., il est
évident qu’ils sont au moins divisibles par P25 on a donc

(a _{__J,.pi)p — ap_|_ Y’PH—{,

ou Y, est un nombre entier. Et Pon voit, de plus, que cet entier Y est
de la forme o:”~" y + 9 p: si donc y est premier & p (comme « Pest
aussi par hypothese), le multiple Y, sera aussi premier 4 p.

Mais par la méme raison, en élevant le nouveau binéme o? + Y p
4 la puissance p, ce qui donnera la puissance p* du premier bindéme
¢ -+ yp', on trouvera

(@4 gp) = o + Y, p?,

ot Y, sera un entier, premier a p, si Y, et par conséquent si y est pre-
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mier a p. Etainsi de suite; d’ot1 'on conclut
(o0 +yp' W = af 4+ Y, P,

ou Y, est un entier, premier a p si y est premier a p.
Actuellement, qu’on éléve i la puissance 9, et il vient

(:0: +J,Pi)0pv = P 4 sz—H,
ou il est évident que Y est un entier de la forme
§.aP’ =1 Y, 4 M ps

or, si y est premier a P> comme Y, le sera aussi, et queaetf < ple

sont aussi par hypotheése, il sensnit que Y sera aussi premier a p,

Ce qui donne enfin /e théoréme général qu’il Sagissait de démontrer.
2. 1 résulte de 1a que Péquation

x’l _] = D]Lpﬂl’

ou le nombre n est égal a P (p — 1), a des racines primitives, c’esl-
a-dire des racines qui, par leurs puissances successives o, 1, 2, 3,....
7t — 1, sont propres a former la série compléte de tous les nombres
I, e, e, e’,... inférieurs et premiers a p™. Car, puisque aucune équa-
tion

x® — 1= o pm,

ou D est diviseur de 7, ne peut avoir plus de D racines différentes ar-
dessous de p™, on démontrera ici, par un raisonnement tout fait
semblable & celui du n° 12, que parmi les n racines de la proposée, il
y €n a au moins une qui, par ses puissances successives o, 1, 9,3,...,
7t — 1, ne ramenera point unité avant la puissance n¥m et qui, par
conséquent, formera la suite complete de toutes les racines de Ja
proposcée.

Et maintenant, si r est une de ces racines primitives, il est clair que
toute puissance r”, d’exposant h premier a 2, en est une autre; et que
toute puissance r9, d’exposant q diviseur de 7, est une racine primitive
de I’équation binéme inférieure

n

Xl — | = I prn,
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32. Enfin, tout ce qu’on vient de démontrer pour un module p™ qua
est une puissance d’un nombre premier superieur 4 2, peut également
s’appliquer au cas ou le module est le double de cette puissance , ¢’est-
a-dire est égal & 2p™.

En effet, en considérant I’équation

x" — 1= I (2p™),

ou le nombre 7 qui marque combien il y a de nombres inféricurs et
premiers A 2p™ est lc meéme que ci-dessus, c’est-h-dire est p™ '(p—1,
on ferait voir de la méme maniére que I'équation

2P — == DL "\2[)’"\“;
ne peut avoir que Gp” racines différentes au-dessous de 2p™. Car ces ra-
cines devant toutes satisfaire a la simple équation

xf — 1 = I {2pj,

et celle-ci ne pouvantavolr plus de § racines en nombres a, b, c,... infé-
rieurs a4 2p, il s’ensuit que toutes les racines de la proposée doivent
entrer dans les § formes

a-+Mp, b+ Mp, ¢-+Ip,..,

et que, par conséquent, si o est une racine de la forme a + JLp, ou a
est nécessairement impair et OIL pair, o + yp"—> en est une autre, quel
que soit le multiple pair y, pris depuis o jusqu’d 2p” — 2, ce qui fait
en tout p* valeurs différentes au-dessous de 2p™.

On ferait voir que toute autre racine ¢’ se rapportant a la méme
forme a + I p, rentrerait nécessairement dans les précédentes, etc. ;
d’ou résulte exactement, pour les équations bindmes rapportées au
double d’une puissance d’'un nombre premier, la méme suite de pro-
priétés que pour les équations binémes rapportées a la simple puissance
de ce nombre premier.

33. Quand le nombre premier p est égal a 2, toutes ces propri¢tés
n’ont plus lieu; et I’équation

xn —_f = Dnzln

ne peut plus avoir de racines primitives, excepté dans le cas unique
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de m = 2, ce qui donne le module 2™ égal a 4. En effet, Vexposant 7,

qui devient alors égal 4 2, ne peut avoir au-dessous de lui d’autre di-
visenr que V'unité; or, I'équation

x— 1 = (2%}
ne pouvant avoir qu'une seule racine 1, il s’ensuit que la proposee
-1 = .‘)TL"22),
qui a deux racines, ena nécessairement une qui est primitive.
Au reste, la raison de cette exception par‘ticuliére se trouve encore
dans la propriété qu’ont les équations bindmes rapportées au double

d’un simple nombre premier p, d’avoir des racines primitives, guel que
soit p, et par conséquent dans le cas méme ou p=2.

Maniére de résoudre U'équation x” — 1 = IR p™ par Uéquation 20— = I p.
34. 1l résulte du théoreme précédent que si o est une racine de
a®— 1 =Mmpn, ou D=6,
o + yp"—” non-seulement en sera une autre, quel que soit y, mais en-
core sera une racine relative au module p™** si 'on choisit y d’une

maniere convenable.
En effet, on aura

(;0_ +J/‘pm—.;)b — all “+ 6aD—x.J,.Pm -+ etc.,
ot le reste des termes marqué par etc. est au moins divisible par p"**:
or. puisqu’on a, par hypothése ,

o’ — 1= Ap™,
il viendra

a4+ ypr=° =1 -+ (A 4 GoP 7 ) P+ eteng

done si 'on choisit y de maniére a rendre le coefficient (A + 52" . y;
divisible par p, tout le reste des termes apres le premier 1, sera divi-
sible par p™**; il n’y a donc qu’a déterminer y par Péquation du pre-
mier degré

A+GoP .y =00 P»
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equation toujours possible; car le coefficient de ¥ est premier a p,
et A ost aussi premier & p, puisque a est supposé racine de

xD — [ = erp"l.’

pour le module p™, et non pas pour le module plus élevé p™+'.
Ainsi, quand on connait une racine o qui appartient 4 I’équation
‘1,[) —_ 1 = !«)'me’
et seulement ponr le module p"; de maniére que le multiple O est
un nombre A qui n’est point divisible par p, on peut toujours trou-
VET une racine o + ypm+ qui résout la méme équation pour le mo-

dule plus élevé p"+'; ¢’est-i-dire qu’on peut résoudre I'équation

JED — | = RIS (pm—»-l)_

Donc, sil’on aune racine de [a proposée pour le simple module P ou
ent peut déduire une autre pour le module p?, et de celle-ci une autre

pour le module p?, et ainsi de suite; de sorte que la résolution d'une
equation

0

X — 1 = M p’"

ne dépend que de la résolution de I'équation

)

Xt o— [ — 3]1107

rapportée au simple module p-

ArtIicLE VII.

De Uéquation binéme " — == L (om ou Uexposant m du module 27 esi supeé..
/i s 7

rieur a 2.,

35. Cetteéquationdu degrén=—am—14 toujours 2™~ racines différentes
1: 3,3, 7,95.., 2™ -~ 1, en nombres inférieurs et premiers au mo-
dule o™ mais I’équation du degré sous-double 272,

T = I (2™,

a encore les mémes racines : car ces racines étant nécessairement de la
torme 1 <+ y.2, il est facile de voir (en faisant le carré de ce bindme, et
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puis le carré du résultat, et ainsi de suite), qu’on a toujours
(142’ =1 + oo,
quel que soit ¥ ; on a donc
(1 + 7.2 =1 + o am

Et cela peut se voir encore en observant que les racines peuvent tontes
se mettre sous la forme + 1 +y-2"; ce qui donne évidemment

(21 4+ 722" =4 am (2™).

Il résulte done de la qu’aucune racine de la proposée ne peut. par
$€s puissances successives o, 1, 2, 3,..., fournir plus de la moitié des
nombres inférieurs et premiers a 27, et par conséquent ne peut étre
une racine primitive de I’équation

T — = O (.

36. Maiss’iln’y a point ici de racines primitives absolues, on peut dé-
montrer, du moins, qu’il y a toujours quelque racine propre a fournir,
par ses puissances, la moiti¢ des 2™ résidus inférieurs et premiers
a 2™, ce qui mérite d’étre remarqué.

En effet, si Pon considére le bindme 1 -+ J-2', ot je suppose que y
sOit impair, et / au moins égal a 2, il est facile de voir quon aura tou-
jours I'équation

(1 + yal it =14 Y.airy,

ou Y sera un entier Impair.

Donc Ia plus haute puissance de o, qui puisse diviser (1 4y, 90 2 1,
est 2 donc pour que le binbme 1+ y.2¢, élevé aux puissances succes-
sives 0, 2, 2%, 2%,..., puisse ramener I'unité par rapport au module 2™,
il faut au moins aller Jusqu’a la puissance 27, telle que v -/ soit
égal & m.

Donc, si Pon donne & i la plus petite valeur qu’il puisse avoir dans le
théoréme précédent, et qui est /=2, on aura le bindme 1+ y.2% dont
aucune puissance 2, 2%, 2%,... ne donnera I'unité avant la puissance 2™,
On ne pourra donc trouver 1 pour aucun des exposants 3, 4, 8,... qui
forment tous les diviseurs de 22 ; et comme, d’un autre coté, cela
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ne pourrait avoir lieu pour aucun autre exposant sans avoir lieu pour
son commun diviseur avec 2™, il sensuit qu’on ne pourra trouver
I'unité pour aucun des exposants 1, 2, 3, 4, 5,... inférieurs a 2™
Donc la racine & = 1 + y.2%, ou y est un impair, est une espece
de racine primitive de I'équation proposée, en ce qu’elle fournit par

m—+t

ses puissances successives 0, 1, 2, 3, 4, b,... une moiti¢ des 2 ra-
cines différentes de cette proposée.

it maintenant, il est clair qu’en prenant dans cette période de ré-
sidus le troisieme terme, le cinquiéme, le septiéme, etc., on aura au-
tant e ces sortes de racines primitives qu’il v a de nombres inférieurs
et premiers au nombre 2™%, et que, par consequent, il y en aura
am=t s cest ce qul gaccorde d’ailleurs avec expression 1 + y.o* de ces
racines primitives, puisqu’on ne peut donner & y que les 2™~° valeurs
tinpaires 1, 3,5, Ty (2770 — ).

i, au lieu du bindome 1 + y.2°, on eut considéré le binome
— 14y, on aurait trouvé exactement les memes propriétés; d’ou
je conclus , en donnant 4 y les mémes valeurs que ci-dessus, qu’il v a
encore 2% nouvelles racines primitives de la méme espece que les
précédentes.

%7. Maisil faut bien remarquer que chacune de ces nouvelles racines
fournit, par ses puissances, unc moitié des résidus qui n’es_i pas la méme
que la moitié précédente, et que ces deux périodes n’auront de com-
mun guune moiti¢ de leurs termes, et, par conséquent, un quart de
tous les résidus.

Ainsi, pour le cas dem = 5, ou pour le module 2° = 32, on a
{’équation

a1 = M (32),
qui a les scize racines 1, 3; 9y 7y Qyery 01, €1 qui n'en a pas davantage
au-dessous de 32. Mais I'¢quation

xb — 1 = I (32},
dir degre sous-double, a les mémes seize racines, de sorte que cette
equation a deux fois plus de racines que d’unités dans Vexposant de
son degré. Aucune des seize racines de la proposée ne pouvant donc
passer la huitiéme puissance sans ramener I'unité, ne peut fournir plus
de hnit résidus différents par rapport au module 323 et il n’y a point
de racines primitives absolues.
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Mais il y en a, du moins, de relatives 4 la moitié des seize résidus
rdont il s’agit; et ces racines sont

Vb, o434, 14+ 5.4, 1+ 7-4, oubien 5, 13, 21, 29.

Et, par exemple, la premiére 5, étant élevée aux puissances successives
0. 1,2, 3, 4, 5,.., fournit les huit racines différentes

~ ~
/!

1, 9, 20, 29, 17, a1, 9, 13;
et chacune des trois autres 13, 21, 29 fournirait exactement, mais
dans un antre ordre, la méme période de ces huit résidus,
Ensuite, il y en a quatre antres, savoir ;

—t+4, —1+3.4, —1+ 5.4, —1+17.4, oubien 3, 11, 1g, 27,
telles que chacune fournit aussi huit résidus différents
1, 3,9, 27, 17, 10, 25, 11 :

nouvelle période qui n’a de commun avec |a premiere que les quatre
lermes 1, g, 17, 25.

Ainsi, dans le polygone régulier de trente-deux cOtés, si Pon joint
les sommets de 5 en 5, et puis dans le nouveau polygone qui en ré-
sulte, si Pon joint encore les sommets de 5en3, et qu’on fasse de
méme dans le polygone résultant, et ainsi de suite, on produira dans
un certain ordre huit des seize polygones réguliers différents de trente-
deux cotés.

Et, en prenant un quelcouque de ceux qui restent el faisant la
méme opération , on produira dans un ordre semblable les huit autres
polygones réguliers; de sorte que les seize polygones réguliers de trente-
deux coOtés seront partagés cn deux groupes semblables, ou ch
polygone dérive du précédent par la méme loi.

Mais cette maniere de les partager en deux groupes n’cst pas unique,
car en employant une racine de la forme — I+ 4y, telle que la ra-
cine 3, on formera huit polygones réguliers qui ne seront pas les mémes
que les huit premiers dus 4 la racine 5 : ] Wy en aura que quatre de
communs aux deux périodes.

aque

au moins

13

38. En général , la racine a— i +7.2% ol y est Impair, et/
Tome X. — Fevaien 1845.
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égal & 2, conduira a une période de 2™ racines différentes; et
x' = — 1 + y.2' conduira & une période d’autant de racines; mais ces
deux périodes n’auront de commun que la moitié de leurs termes : car
il est aisé de voir que les puissances paires de &’ sont les seules qui puis-
sent revenir, et qui reviennent en effet (dans un autre ordre, ce qui
est indifférent) aux puissances paires de a.
39. Quant 2 la résolution de I'équation bindme

2 = g™,
olle n’a aucune difficulté, et il est évident que la forme de ses racines
est

=1 +y.2

ce qui donne, en faisant

— - VAR H—%
Y = 0, 1, 2, 3, Ay Dy ey (2" — s

Jm-eH pacines; ¢ esta-dire deux fois plus quil n’y a d’unités dans
Pexposant 2™~ du degré de Y'équation proposée.

Etiln’y a pas d’autres racines, puisque ces racines X seraient né-
cessairement de la forme( = 1 + y.2"), Pexposant i’ étant < i, et y
impair, et qu’alors la puissance 2™t de cette expression serait

1 __+_ 'Y . ‘Zl +"7-—L,
Y étant impaii; de sorte que X2"' __ | serait tout au plus divisible par
?

L8 +m-l noindre que le module 2™.
4. Ainsi, pour le module 32, Péquation

b — 1 = I 32
A seize racines & — £ 1 - .27, en faisant ¥ = 0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7.

L’ équation
at— 1= M 32

en a huit de la forme =1+ ¥.2* qu'on trouve en faisant y =o, 1, 2, 3.
Enfin Véquation
x% — 1 = M 32

en a quaire de la forme + 1 + y.2%, eny faisant y =0, 1.
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[} v’y a que I'équation simple
X — 1 =— JL 9"
et l’équation

2mt

Iy -— 1

qui aient précisément autant de racines qu’il y a d’unités dans Pexpo-
sant de leur degré; toutes les autres en ont le double.

Mais en voili assez sur le cas singulier du module égal & une puis-
sance de o5 il faut voir maintenant ce qui regarde les équations bi-
nomes rapportées i des modules COIMPOSES.

ArricLe VIIL
De Lequatres hindme z¢ — 3y = IR(N), rapportée & un module compnseé N,

41 Scit N=A“B.CC...; A, B, C,... étant des nombres premiers ab-
solument; si # est le nombre qui marque combien il y a de nombres
ey ey ¢, inférieurs et premiers & N, on aura Péquation

x? — = A (Ni),

qui adwmettra n racines 1, e, ¢, e”,... et qui n'en aura pas clavantage.
Mais o ctant premier a N, est aussi premier a chacun des facteurs
A“ B G4 de ce nombre composé Nj on aura donc anssi

a7 — = (A, b — 1 = (B, av— 1= I (C,.. ..

%y 3, ;... ¢tant les nombres qui marquent combien il y a de nombres
inférieurs et premiers aux facteurs respectifs A, BY, C¢,.... Or, soit m le
plus petit nombre divisible a la fois par 2, §, 7,...; il résulte des équa-
tions précédentes qu’on aura aussi

™ — ] — IR (A“)’ xm — 1 = M 4?»Bb‘)‘, X7 — 1 + JIL (:(:C:"g....‘

c’est-a-dire que le bindme 2™ — 1 sera divisible i la fois par les fac-
teurs A, B, C¢, .. et par conséquent divisible par leur produit N,
puisque ces facteurs sont premiers entre eux. On aura donc, pour une
valeur quelconque de x,

X" — 1 = OIN
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Mais le plus petit nombre m qui soit divisible 4 la fois par «, §, T
est tovjours moindre que le produit 8y..., si ces nombres ue sont pas
premiers entre eux ; or, excepté le cas ou N serait simplement une puis-

sance A“ d'un nombre premier A, ou le double de cette puissance , les
nombres

a=A'"A-—1), 6=B"'B - =C{C —1,..
\ b (

ne sont jamais premiers entre eux, puisqu’ils ont au moins le commun
diviseur 2; on a donc nécessairement le nombre m < n.

Donc un nombre quelconque , premier a N, éfant élevé aux puis-
sances successives 1, 2, 3, 4,..., amenera toujours 1'unité pour résidu ,
avant qu’on arrive 4 la puissance #; donc il n’y a pas de nombres a
dont les puissances successives x, 2, x*, x*,... puissent former tous
les nombres inférieurs et premiers 4 Nj et par conséquent le nombre
composé N, ou, pour mieux dire, Péquation

"t — = I (N\,

ne peut avoir ce qu'on appelle des racines primitives.

42. Quand le nombre N est une puissance A d’un nombre premier,
ou le double 2A“ de cette puissance, cette conclusion n’a plus lieu:
car on a alors

n=A""A _ =g,
et le plus petit nombre m divisible par o« est o lui-méme; ainsi 'on a
m=n,
et il n’est plus prouvé que, dans ce cas, Péquation

i

ne puisse avoir des racines primitives : et, en effet, on a démontré ci-
dessus que cette équation a toujours de telles racines.

43. Quant 4 la résolution de I'équation
X’ — 1 =IMN
(ot N est de la forme A*B°C<...;, ou, en général , de Péquation

x? — 1 = MN,
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diont le degré D est un diviseur de

Aa".Bb_‘.Cc—'.--(A — ])(B — l:, (\C— I)---,

elle n’offre pas non plus de difficuité, d’apres ce qui a été dit pré-
cédemment sur la résolution des équations bindmes rapportées i un

module de 1a forme A“: car chaque racine de la proposée doit satisfaire
aux équations simples

2’ — 1 =AY 2" — = B, 2’ — = ok C,....

Soient donc X les racines de la premiere, . celles de la seconde’

de la troisieme, etc.; chaque racine x de 1a proposée est donc
des formes suivantes

v celles
a la fois
LA yAY w+ B, + y"C¢,  ete.
Cherchez donc les valeurs de Y et y' pour que les deux racines
A4 yA% et w4 y'BE
soient la méme, et vous aurez, par Iéquation du premier degré
L yAC=p + ' B,
une racine @’ qui satisfera a
2 — 1 =R (A% B,
et par conséquent sera de la forme
4 2 AR
Déterminez maintenaut z et y” pour que les deux racines
P+ 2 ACBY et oy + ¥ .Ce
soient la méme, ce qui se fera par équation du premier degré
W+ 2AB =y 4y,
et vous aurez une nouvelle racine qui satisfera i l’équation

x" — 1 = (A®B.Ce
et ainsi de suite.

T 000000k e



