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Application de la théorie des transcendantes elliptiques a la

rectification d’une classe étendue de courbes planes ;

Par M. Wiuiam ROBERTS.

1. Si d'un point fixe on abaisse des perpendiculaires sur les tan-
gentes d’une courbe donnée, la position de la tangente en un point de
la courbe qui est le lieu géométrique des pieds de ces perpendiculaires,
peut étre déterminée par la construction suivante.

Soient O le point fixe, et OQ la perpendiculaire abaissée de ce point
sur la tangente en un point P de la courbe donnée; la tangente QR &
la courbe lieu des points Q fera avec OQ un angle OQR égal a OP(Q
et situé d'un méme coté de la tangente PQ.

Pourle démontrer, soient P et P’ deux points consécutifs de la courbe
donnée, Q et Q' les pieds des perpendiculaires abaissées du point O
sur les tangentes en ces points, QQ’ sera I'élément de la nouvelle
courbe, et coincidera, par suite, avec sa tangente; d’ailleurs le qua-
drilatere OQ'QP est inscriptible dans un cercle, et, par conséquent,
P'angle OQQ' est égal 4 OPQ’ ou & OPQ.

Il résulte de 12 que si r et w désignent les coordonnées polaires d’un
point de Ia courbe donnée. r, et w, celles du point correspondant de la
courbe dérivée, on aura

Jda , de,
dar dr,'

2. Celaposé, concevons que I'on fasse dériver d’une courbe donnée
quelconque, une série de courbes se succédant d’aprés la méme loi,
et proposons-nous de trouver une formule pour la rectification d’une
quelconque des courbes de cette série.

Tore X — Ma 1845, 23
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Désignons par r et o les coordonnées polaires d’'un point quel-
c'onque de la courbe donnée, que nous appellerons courbe primi-
tive, par 1, et w, celles de la courbe qui occupe le n™ rang dans la
série des courbes dérivées, et par s, Parc de cette derniere courbe,
on aura

2 % 2 ‘?
ds, = [1 42 (dw") ] dr, = (I + r2 j")> dr,.

dry r?

D’aillears, si § désigne angle dont la tangente est r %‘: et qui est celui

que forme la tangente A la courbe primitive avec le rayon vecteur r,
on aura évidemment

r, = rsin* g,
d’ou

dr, = sin"§ (1 -+ nrcotang ¢ [—lﬁ> dr
dr

r d?o +(”+ duw zdaﬂ .
g Vo t7 T de\ I
= —— a; rar;
( , do? T2
\I—l—-r c_l—r—’>
et, par conséquent,
n 7% + ) )dm zde
] — — —_—
ds. = dr? (m+1 dr'_'_r drt [ deo\"! dr
, (A} Sn = n+1 dr rai

L dot ey
(I_H Zr.z>

3. Concevons maintenant une courbe qui soit constamment touchée
par les perpendiculaires menées aux extrémités des rayons vecteurs
d’une courbe donnée; supposons que de cette nouvelle courbe on en
fasse dériver une troisiéme par une méthode semblable de génération,
et ainsi 4 linfini, et proposons-nous de rectifier une quelconque des
courbes de cette nouvelle série. Cela revient évidemment a exprimer la
longueur de larc s de la courbe primitive, en fonction des coordon-
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nées r,, w, de la courbe dérivée d’ordre n; or on a

1 1
L dw*\7 ({"2 T
= (s ) ar= [ () T o

et en désignant, comme précédemment, par 6 Pangle dont la tan-

ente est —
gen r
gel SL 7y, {[‘”7

= r,coséc" 9,

d’ou P'on conclut, apres quelques réductions,

do, ( ) dwp , o, 1
—nry ———(n— 1) =2 y—_ o ——
de — *dr? dr, dr}? " dwg\ 2 dr
s = Faw Lo r,dr,.
S @on '
( " zlr,,’)

4. Sil'on compare cette expression avec la valeur de dfs, écrite plus
haut. on verra facilement que, pour rectifier une quelconque des
courbes e la nouvelle série que nous venons de considérer, il suffira
de changer le signe de 2 dans Péquation (A). Cette remarque suggere
nne niotation que nous croyons convenable et expressive, et qui con-
siste 4 représenter par r_,, v_,, 5_, les coordonnées polaires et 'arc de
la n*™¢ courbe de la série dérivée suivant la méthode du n® 3; nous
pouvons donc appeler ces courbes les courbes du systéme négatif, ou
simplement les courbes négatives, en donnant le nom de courbes posi-
tives a celles obtenues par la construction que nous avons mentionnée
en premier lieu.

5. Nous allons maintenant procéder a quelques applications de
notre formule, et nous prendrons d’abord pour courbe primitive une
ellipse ayant pour centre l'origine fixe. Si 'on prend pour unité le

demi-grand axe de Pellipse et que Pon représente par & et ¢ le demi-
petit axe et excentricité, on aura

b* 4+ ¢* =1,
et 'équation de Vellipse sera

ry1—c?sin?w = b,

23..



180 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
’angle » étant compté a partir du petit axe: on déduit de la

do b

ar — = —b)

I‘d—ioi + t_i_o_) _ br{art—1—b%)
rt T dr Ty e b

substituant ces valeurs dans ’équation (A), il vient, apres quelques
réductions,
_ nrie (r—1) (14 8*—r?) bt dr
(B) ds, = e
= =) 5
rn—l(1+bz_r:) 2

6. Si n est impair, le multiplicateur de dr dans le second membre
de I’équation (B) est une fonction rationnelle de r?, divisée par la ra-
cine carrée d’un polynéme du quatrieme degré en r, ce qui montre
que, dans ce cas, s, appartient visiblement 4 la classe des fonctions
elliptiques.

Afin de réduire I'expression de la différentielle ds, 4 une forme sem-
blable quel que soit 7z, posons

’.2 —_ b2 —+ C? F27
o étant une nouvelle variable dont les limites sont o et 1, nous anrons

ds, = n(b?+cp)—(n— 1) (1 — ) bedp

ht ’_l \/(I—p’)(l——(?’ozjl
(b:l+ czpz)'l (l _— c’p’)ﬁ t

©)

7. Supposons d’abord 7 = o, ce qui revient i considérer Iellipse
primitive elle-méme; P'équation (C) donne, apres avoir mis sin ¢ au
lieu de p,

ds = y1— ¢? sinfédcp, d'ou s=E(c o).
Pour n = 1, P’équation (B) nous donne

br? dr .
I 61— 2 ¢(I — ) (r— bz)’

ds, =
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d’ailleurs, de I'équation de P'ellipse on tire

r: . b?
0 —r  1—(1—b)sin‘e’

et
dr _ dw
Vit —r) (r— 6?) T Y1—esinte

en sorte que I’on aura

b .
ds, = WL =

1 —(1—bi)sin'e /T csin’ e

et, en employant la notation des transcendantes elliptiques,
s, =bU(— 1+ b c,0)

On déduit de la que T'arc de la premiére courbe positive, compté a

! P ’ P
partir de Pextrémité du petit axe, est exprimé par une fonction ellip-
tique de troisiéme espéce a paramétre circulaire.

8. Supposons maintenant n = 2, I'équation (C) nous donne

T — 2 1 bdp
as, = 1— g - bitcipt vmwpi)(l—czpﬂ)a

ou, en posant p = sin ¢,
2bdg I de

d.§'2 = - 3 e . \/—‘—T_«“’

(1—0251[’12(?)2 I _’_'b_?Sin?(P I—csin-e

d’ou, en observant que

d ¢’ sin e cos
b2f———————(?———~7:E(C, go) — _:_L;_”__?:,
(1 —e*sin?g)? Vi —¢isintg

2c¢’sing cosp

s, =2E(c,p) — 11 (2—1, ¢, qo) —

VT —c'sin g

Legendre a démontré que deux fonctions de la troisieme espece
ayant méme module et méme amplitude, et dont les parameétres n et
~— m sont liés par la relation

(1 +n)(1—m) = b
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o b désigne le complément du module ¢, peuvent s'exprimer U'une
par Pautre, & I'aide de I’équation suivante ] :
(1 B (s <P> — b (=1 + b4 0 — B e, g
¢t {1+ brsing cos

— b y1-+ b? arc tang ——
v 8 byr—¢ sin’g

ou 'on fait

od
= — = 1 + b

il suit de la quwon peut remplacer la fonction de troisi¢ie espece,
qui se trouve dans I'expression de Parc de la seconde courbe positive,
par une fonction identique par le paramétre et le module & celle qum
donne la valeur de I’arc de la premiére courbe positive.

9. Soit n = — 1, 'équation (B} donnera, en représentant par Rla
quantité (1 — %) (r* — %),

dr

bds_, =[2 {1+ 6> r* —3r'] \7?:

on a d’ailleurs
= o idr ‘ dr . ridr
ryR = — b f———(,L—i—zkl—l——b‘l)fr;_—l——«ﬁf — >

VR VR VR

ce qui donne

p— [ B
bs_, = ryR + b* —(,—,]—
vE

Si I'on y remplace » par sa valeur tirce de Péquation de l'ellipse, cette
équation devient

be* sin w cos w : .
=220 + bF(c, w)

S = R
(1—csin’w)?

La courbe dont nous venons de nous occuper est celle dont
M. Talbot a donné la rectification dans une Lettre adressée a M. Ger-

{*] Lrcennre, Traité des fonctions elliptiques, tome 1, chap. XV, page 54.
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gonne, et insérée dans les Annales de Mathématiques, tome X1V,
page 380. Legendre a aussi observé que I'arc de cette courbe fournit
une représentation de Ia fonction elliptique de premiére espéce. ( 7raite
des fonctions elliptiques, tome 11, page 59o.)

Si P’on fait 7 = — 2, on aura

: 2 2,2 2,2\ (]2 a2, A0
brds_y = (3 —2b® — 52 (1 — 2 (B + ¢ p)yia

en representant, pour abréger, par P le polyndme (1 — p*) (1 — ¢2 o2,

On a d’ailleurs

— *dp , pidp - ot do
3?:3[‘” — 4{1 +c? f——+:)c2 i,
o \/F H ) \/F vP

= d *d “dp
4 \/P: f'—li —2(] '+C'2> f{f_:P + 3¢ fg'—(-_—‘ﬂ

VP VP VP

ce qui donne

ds_, = Z—i,d(ipﬁ/—l;) + d(pVP) + (14 ¢ — 3¢c2p?)

si I'on met sin ¢ au lieu de p, dans cette expression, et qu’on integre
ensuite, on aura

s =3E(c, 9) — (1 + 6% T(c, )
-+ ¢*sinp cos g (1 + ; sin? go> V1 — c*sin’g.

10. SiI'on représente par S le quadrant de Pellipse, par S_,, S_,
les quadrants des deux premiéres courhes du systeme négatif, on aura
S=E,
S_,=bT,
S, — 3E — (I -+ b2) F,

d’onr résulte la relation suivante entre les trois quadrants S, S_,, S_, :

(1 -+ b%)S_, = b(38 — S_,).

On a vu, au n° 8, que la longueur S, du quadrant de la seconde
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courbe positive est donnée par I'équation
/c:
S, =2E—1I (-5;),
mais on a

(r+ M1 (Z—) — b N {—1+ 0" —bF=o0,

et. en vertn dun® 7,
S, =01 (— 1 + b4,
en sorte que I'on aura
b(S, + S_,) = {1+ b*) (25 — 5,

On obtient encore aisément la relation suivante entre les quadrants
de la courbe donnée et de ses deux premieres dérivées, tant positives
que négatives :

(5., +S)8., = (38 — 8.5) (28 — Sy,

On voit qu’elie est indépendante de Texcentricité de la courbe primi-
tive.

14. L’inspection des équations (B) et (C) nous montre que, pour
toutes les valeurs négatives de n, la quantit¢ qui multiplie L oon L
VR VP

sera une fonction rationnelle et entiére de r* ou de p?, en sorte que les
arcs de toutes les courbes négatives s’exprimeront a Iaide des fonctions
elliptiques de la premiére et de la seconde espéce seulement, et par
conséquent a V'aide des arcs de ellipse et de la premiere dérivée né-
gative. Il n’en sera pas ainsi pour les valeurs positives de n; dans ce

cas, §, contiendra un terme de la forme

1 do ot I elw
At 1— (1—bi)sin® e /Y —c*sin‘

selon que 7 sera pair ou impair.

Ainsi que nous P'avons dit précédemunent, la premiecre de ces inte-
grales est réductible a la seconde qui exprime la valeur de s,, d’ou il
résulte que la rectification de toutes les courbes positives dépend seu-
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lement de la rectification de Pellipse et des deux premiéres courbes
dérivées tant positives que négatives.

12. Nous considérerons maintenant Phyperbole ayant pour centre
Porigine fixe. Soient & le demi-axe imaginaire, ¢ le demi-axe réel,
I'excentricité étant prise pour unité, en sorte que

b* + ¢* = 1;

Péquation de I'hyperbole sera

I costw sin® w
,‘_2 - ¢? - b2 ?
d’otr '
do be
T e by
d’n do bcr(z 4 b — <
dr? + dr )

[+ 09 — e

La substitution de ces valeurs dans I'équation (A) nous donne, apres
quelques réductions, '

ds,, — art4(r—1)(r*+ 62— ¢?) brerdr

B T
il (7‘2—‘}- b2 — cz) 2

Cette formule montre que la rectification des courbes dérivees ne de-
pend que des fonctions elliptiques, si 7 est Impair; si n est pair. nous
poserons

re o B of — b?czpz.
et la valeur de ds, sera

(r— 1) b c’p? 4 n(b*e?p? + ¢t — b7 dp ]
VB + 1) (et — o

ds, = ~
p(bretpt = ¢t — b;
Cette seconde formule, que nous emploierons pour la rectification des
dérivées d’ordres pairs, fait voir que cette rectification ne dépend non
plus que des fonctions elliptiques.
I1-est bon de remarquer que la nouvelle variable £ que nous intro-
Tome X. — Mar1 1845. 24
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duisons, est I'inverse de la perpendiculaire abaissée du centre de 'hy-
perbole sur la tangente 4 extrémité du rayon vectear r.
13. Soit n=o0; en faisant cp = séc o, ona
bzdtp

ds = ——10
cos® g \/I—— c?sin’g

d’ou, en intégrant,
s = tang ¢ V1 — ¢*sin® ¢ + b*F (¢, ¢) — E(c, 9);

expression qui coincide avec celle donnée par Legendre, pour larc
d’hyperbole. (Traité des _fonctions elliptiques, tome I, page 16.)
Soit n = 1, on aura

ber? dr

dsi = = 2 Ty
72 b2 — ¢? V(r2+bz)(r2_cz>

et, en posant 7 == Cséc g,

c® 1 dy
s, b b \/1—-b=si—n?:o:

d’ou
3 62— bz
sy =1 (—b{-, b, go)-

Ce qui montre que l'arc de la premiére courbe dérivée positive est
exprimé par une fonction elliptique de la troisieme espece, dont le
parametre est circulaire si'ona ¢ > b, c’est-a-dire si Paxe imaginaire
est inférieur 4 axe réel. Si, au contraire, ¢ est < b, ce parametre ap-
partient évidemment 4 la forme logarithmique fondamentale.

14. Soit » = 2, on aura

ds, = ( LA 3) de ;
o — bzc.zpz 4t — b? P? \/(1)2?2__'_ ,)(02F2 . I)’

et, en posant cp = séc ¢, il vient, aprés quelques réductions,

bz__cz I

s, = 2B (c, 0) — éMF(c’ 9) + b?ice I <bz;cz’ c, (o)“
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On doit observer que la fonction de troisiéme espece, qui entre dans
cette expression, a un module complémentaire de celle qui donne la
valeur de s,, et que les conditions qui déterminent le caractére du pa-
rameétre comme circulaire ou logarithmique, sont, dans les deux cas,
précisément opposées; on voit, en effet, que la fonction de troisieme
espéce, qui entre dans s,, exprime la longueur de I’arc de la premiére
dérivée positive de I'hyperbole conjuguée dont I'axe réel serait 24 et
Faxe imaginaire 2c.

Kn se reportant a la formule générale, on verra facilement que,
idans ’hyperbole de méme que dans Iellipse, toutes les dérivées né-
gatives auront leurs arcs exprimables par des fonctions elliptiques de la
premicre et de la seconde espéce seulement, ce qui n’a pas lien pour

les dérivées positives; car si 7 est positif, s, contiendra, dans son ex-
pression, un terme de la forme

[’ 1 dr f I dp

T —_"T—‘_: RSl p— ()ll “‘,"‘“,' o - ’]' . " I T T T :7”. Y
J o b v (,,z+bg)(rz_cz) b“(r'p*+c-~b~ vr(bgPQ_’_I)(cc‘b: .
selon (que n sera impair ou pair.

Ces intégrales ne sont autre chose que les fonctions de troisieme
espece

" e O

1 (E—Ta, c, o) 11 (""’_bj b,g)-

wutuellement irréductibles, Pune ayant un parametre logarithmique ,
et Vautre un parametre circulaire.

15. Nous nous proposons, maintenant, d’étudier d’une maniere
plus particulicre les courbes qui dérivent de Ihyperbole équilatere;
elles nous offriront quelques résultats curienx et dignes d’intérét. En
premier lieu, les équations de ces courbes. tant positives que né
tives, peuvent étre facilement obtenues.

Soient C le centre de ’hyperbole équilatere, P un point quelconque
de cette courbe, et CP, une perpendiculaire abaissée sur la tangente
au point P; par le point P, menons une ligne P,P, faisant Pangle
CP, P, = CPP,, abaissons de méme CP, perpendiculaire sur P, P,. et
faisons 'angle CP, Py = CPP,, et ainsi de suite; il est évident, d’apres
fa constriction donnée au n® 1, que les points P,. P,, P,,.... P, engen-

g

24..
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dreront la premiere, la seconde,..., la 7™ courbe dérivée du systeme
positif.

D’ailleurs, les angles PCP,, P,CP,, P,CPs,..., sont évidemment
égaux entre eux, et, d’aprés une propriété connue de I’hyperbole équi-
latére, P'angle PCP, est divisé en deux parties égales par I'axe fo-
cal CV de cette courbe; si donc on désigne par r la distance CP,
par o I’angle VCP, et de méme par r, et w, la distance CP, et Pangle
VCP,, on aura

w, = (2n —1)w, et r,=rcos"2w;
ar 'équation de 'hyperbole est
r?cosow = 1,

et on aura, par suite, pour I'équation de la n*"¢ dérivée positive.

2
r¥—1 = cos (- 20 )
n 2n—1

46. Par le méme point de 'hyperbole équilatere, concevons une
Yigne PP_, perpendiculaire a CP, et par le point C une droite CP_,
faisant, avec la premiére, un angle CP_,P égal a CPP,; et de méme,
ayant mené une perpendiculaire & CP_,, soit fait I'angle CP_,P_, égal
2 CP_, P, et ainsi de suite; il est évident que les points P_y, P_,,...
engendreront les différentes courbes dérivées du systéme négatif, et si
'on désigne par r_, et w_, la distance CP_, et Pangle VCP_,. on tron-
vera aisément, pour I'équation de la ni*me dérivée négative,

2
r 21 cos (——m“‘") =1y
bt 1

an-+1

d’oti il résulte que les courbes des deux systémes peuvent étre repré-

sentées par I’éruation unique

gy Hon—1

/

2
= 26
pron+1 — cos (_ﬁ_)

17. On trouve aisément que la rectification d’une quelconque de«

' ' ' N : Tl i
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courbes positives dépend de la formule

an—3

20 2
ds, = <cos —L) dw,,,
an 1 4

-

\ ’ - . . (5]
&’ott 'on déduit, en posant sin ¢ = y/2 sin —=
2 —1

1 P (s
"= f %
| S .
A 1—_sin’g

Farc ¢tant compté a partir du sommet commun de toutes les courbes ;
qui est aussi celui de Phyperbole.
Cela posé, on a identiquement

2 sin ¢ (cos g)2*? \/1 — ; sin? ¢

cos™ ¢ i
=(n—1) [ ——e dy — (on —3) sl de.
\/ ——sm’ \/1-—~sm‘<,a-

Dailleurs

(os’"? _ \/2 s
90 272 4-1 n+1s
———-Sm 9
cos™ i g \/5
L S PR L
f I Is’n’ ’ an—s
— — 81
> ¢

en sorte que lesdeux arcs correspondants de la n— 1%7¢ gt de Ia 12+ 1
courbe positive seront liés entre eux par la relation simple

e N I

/ N 2n—3 N2 —

9 sl - -
\/25D§0(COS§°) ] Sin @

27 —1 .
n1 S ™ Suiy
qui devient, dans le cas des quadrants complets S,_, et S, ,,

Sn—l _ 27 —1
Seri | 271

On voit, d’aprés cela, que la rectification de toutes les courbes po-
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sitives d’ordre impair ne dépend que de celle de la premiere de ces
courbes que I'on sait étre la lemniscate de Bernoulli, et dont 'arc s,
est exprimé par une fonction elliptique de premicre espece et de mo-

I
dule -
\/2
ILa rectification des courbes d’ordre pair ne dépendra que de la dé-
fermination de s,; or on a

ds. — 3 cos’g dp

) Va \/1 ——ésin"qs
3 [ 1 . [ ’
8§y 0 E{-— ¢ — F (——; )]'
? ya [ > (\/2’ 1o) \/27 f

D ailleurs, si s désigne 'arc de I'hyperbole correspondant a 'angle

donc

. o 7 - i -~ (O
polalre w, on trouve ais¢ment , en posant sing = yasme = \/2 sin T

V/z_ tang ¢ \//:;vsuilz?: = -\/I—_ LQE K'%_7 go) —F <\715—, (F>_] =+ s,

2 V2

el, par conséquent,

§, == 3 (\"E tang o \/1 — % sin? ¢ — s)~

. s - o, . ) )
La partie algébrique Vo tang ¢ \/ T— sin* ¢, qui entre daus cette

équation, n’est autre chose que la portion de tangente 4 I'hyperbole a
Pextrémité de Tarc s, comprise entre cette extrémité et le pied de la
perpendiculaire abaissée du centre sur sa direction : nous I'appellerons,
pour abréger, longucur de la tangente de larc hyperbolique; en sorte
que I'équation précédente exprimera qu’un arc quelconque de la se-
conde courbe positive, compté a partir du sommet, est égal & trois
fois la différence entre ’arc hyperbolique correspondant et sa tangente,
et, par conséquent, que la longueur entiere d’un quadrant de la se-
conde courbe positive est égale a trois fois la différence entre I'arc
hyperbolique indéfini et son asymptote.
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18. SiP,_, et P, désignent les points correspondants de la r — "
et de la 7™ courbe positive, la quantité algébrique qui entre dans
la relation entre s,_, et s,.,, du n® 18, n’est autre chose que la droite
P, P,, c’est-a-dire Ja portion de la tangente i la n — 1)""’”” courbe,
comprise entre le point de contact et le point ou elle rencontre la 72"
courbe; en effet, le carré de cette distance a pour expression

P 200, . 2,

r2, — rl— cos?"? <—" '—) — cog?! (—-—i—)
an—3 22— 1
D’ailleurs
26, . 20
cos®’ o = cos ——. — oS L,
T an—3 an—i
donce

— o ai (2n—3 Pae
P, P, = y2singcos ;o\/l—-;sm .

D’apres cela, si P,_,, P,, P,,, sont trois points correspondants de la
n—1“m, de la n® et de la (n+ 1) courbe, et V leur sommet com-
mun, on aura

. . an—1
arc VP,_, + ligne droite P, , P, = S op are VP,...

Cette propriété peut étre démontrée d’'une maniere trés-simple a
Paide des deux propositions suivantes :

I. Soient VPQ une courbe quelconque, et OP, une perpendiculaire
abaissée d’nn point fixe O sur la tangente en un point P quelconque ;
si 'on désigne par r, le rayon OP,, et par », 'angle VOP,, la somme
de Parc VP, et de la droite PP, sera exprimée par Uintégrale fr,dw,.

La démonstration de ce théoréme se trouve dans la plupart des
Traités de calcul intégral; il peut étre aussi déduit de notre formule
fondamentale (A) en faisant n = — 1.

LI, Soit OP = r, I'arc s, de la courbe lieu des points P, sera vepré-
senté par Pintégrale [rduw,. En effet,
dw,

OP, .
B, tang OPP, =r, o
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et, par conséquent,

dr,
PP, =

Jailleurs

2

dy, = do, \/rf + ;1:‘ = dw, \/6—[;: + 13_15,2 = rdw,,

2
1

d’ou

s, = frdoe,.

Considérons, maintenant, trois courbes consécutives du systéme
positif; P'accroissement élémentaire de la somme de Parc de la
{n — 1)%me courbe et de la portion de sa tangente terminée a la nfm,
est, d’apres le théoréme I, égal a r, dw,, et Paccroissement correspon-
dant de V'arc dela (1) est, d’aprés le théoreme 11, égal ar, do,, ,,
d’ou il suit que le rapport de ces accroissements est 2:%}- ou 2211,
c’est donc également le rapport des quantités finies elles-mémes comp-
tées & partir du sommet, puisqu’elles s’évanouissent simultanément en
ce point.

De la relation

Sn_i 27 —I
- *
Sp-t an—4-1

donnée au n° 16, et qui a lieu entre les quadrants complets, on de-

duit
5
Ss = g Sn
S, =18,
Ss = % Ssy
270 —1
S = 533 Swa
272 41
Srz—H: o Sn-—‘i’

2n—1
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et, en multipliant ces équations membre 4 membre,

SuSnw = 2208, 8,.

Cela posé, on a la relation connue entre les fonctions completes de
modules complémentaires,

F)E{c) + F(e)E() - FB)F () =[],

laquelle, dans le cas de b = ¢ = -, se réduit a

Va

“llE) T () =2

D’ailleurs

Sl
3
—.
il
S————

g, — ! E dg .
B v
=l )

() o) - ()] -1

d’ot I'on déduit cette relation remarquable entre les quadrants com-
plets de deux courbes positives consécutives

donc

2n ~~1
5,8, = “”4_"’ T
On reconnaitra aisément que les arcs des courbes négatives ne renfer-
ment, dans leur expression, que des fonctions de la premiére et de la

\ I . . -
seconde espéce de module i et qu’il existe entre ces arcs des relations
2

analogues a celles que nous avons démontrées pour les courbes du
systeme positif.

"1 Lucesore, Traité des fonctions elliptiques, tome I, page 6o.
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