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PURES ET APPLIQUÉES. ιηη 

Application de la théorie des transcendantes elliptiques à la 

rectification d'une classe étendue de courbes planes ; 

PAR M. WILLIAM ROBERTS. 

1. Si d'un point fixe on abaisse des perpendiculaires sur les tan-
gentes d'une courbe donnée, la position de la tangente en un point de 
la courbe qui est le lieu géométrique des pieds de ces perpendiculaires, 
peut être déterminée par la construction suivante. 

Soient Ο le point fixe, et OQ la perpendiculaire abaissée de ce point 
sur la tangente en un point Ρ de la courbe donnée; la tangente QR à 
la courbe lieu des points Q fera avec OQ un angle OQR égal à OPQ 
et situé d'un même côté de la tangente PQ. 

Pour le démontrer, soient Ρ et P' deux points consécutifs de la courbe 
donnée, Q et Q' les pieds des perpendiculaires abaissées du point Ο 
sur les tangentes en ces points, QQ' sera l'élément de la nouvelle 
courbe, et coïncidera, par suite, avec sa tangente; d'ailleurs le qua-
drilatère OQ'QP est inscriptible dans un cercle, et, par conséquent, 
l'angle OQQ' est égal à OPQ' ou à OPQ. 

Il résulte de là que si ret ω désignent les coordonnées polaires d'un 
point de la courbe donnée, i\ et ω, celles du point correspondant de la 
courbe dérivée, on aura 

VTr = r* dré 

1. Cela posé, concevons que l'on fasse dériver d'une courbe donnée 
quelconque, une série de courbes se succédant d'après la même loi, 
et proposons-nous de trouver une formule pour la rectification d'une 
quelconque des courbes de cette série. 

To.r.e X — MAI IS{5. a 3 
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Désignons par r et u les coordonnées polaires d'un point quel-
conque de la courbe donnée, que nous appellerons courbe primi-
tive, par r

n et ω„ celles de la courbe qui occupe le nième rang dans la 
série des courbes dérivées, et par s„ l'arc de cette dernière courbe, 
on aura 

ds, = [. + r: (£)']■ dr. = (, + r·^)' dr.. 

D'ailleurs, si 9 désigne l'angle dont la tangente est r ~ et qui est celui 
que forme la tangente à la courbe primitive avec le rayon vecteur r, 
on aura évidemment 

r
n
 — rsin" 0, 

d'où 

dr
n
 = sin" 9 -t- nrcotang 9 dr 

nrH^ + {-n + l)Tr + r Sr" ( d»y~* ,nrH^ + {-n + l)Tr + r Sr" ( d»y~* ,nrH^ + {-n + l)Tr + r Sr" ( d»y~* , 

et, par conséquent, 

nrH^ + {-n + l)Tr + r Sr" ( d»y~* ,nrH^ + {-n + l)Tr + r Sr" ( d»y~* , 

3. Concevons maintenant une courbe qui soit constamment touchée 
par les perpendiculaires menées aux extrémités des rayons vecteurs 
d'une courbe donnée; supposons que de cette nouvelle courbe on en 
fasse dériver une troisième par une méthode semblable de génération, 
et ainsi à l'infini, et proposons-nous de rectifier une quelconque des 
courbes de cette nouvelle série. Cela revient évidemment à exprimer la 
longueur de l'arc s de la courbe primitive, en fonction des coordon-
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nées r„, ω„ de la courbe dérivée d'ordre η·> or on a 

cls = ( 1 + r* dr=[i + r* ]' dr, 

et en désignant, comme précédemment, par θ l'angle dont la tan-

gen te est r„ — 5 

r — rn coséc" 5, 

d'où l'on conclut, après quelques réductions, 

nrH^ + {-n + l)Tr + r Sr" ( d»y~* ,nrH^ + {-n + l)Tr + r Sr" ( d»y~* ,nrH^ + {-n + l)Tr + r Sr" ( d»y~* , 

4. Si l'on compare cette expression avec la valeur de ds
n écrite plus 

haut, on verra facilement que, pour rectifier une quelconque des 
courbes de la nouvelle série que nous venons de considérer, il suffira 
de changer le signe de η dans l'équation (A). Cette remarque suggère 
une notation que nous croyons convenable et expressive, et qui con-
siste à représenter par r_„, ω_„, les coordonnées polaires et l'arc de 
la nlcme courbe de la série dérivée suivant la méthode du n° 3; nous 
pouvons donc appeler ces courbes les courbes du système négatif, ou 
simplement les courbes négatives, en donnant le nom de courbes posi-
tives à celles obtenues par la construction que nous avons mentionnée 
en premier lieu. 

3. Nous allons maintenant procéder à quelques applications île 
notre formule, et nous prendrons d'abord pour courbe primitive une 
ellipse ayant pour centre l'origine fixe. Si l'on prend pour unité le 
demi-grand axe de l'ellipse et que l'on représente par b et c le demi-
petit axe et l'excentricité, on aura 

b2 -h c2 — i, 

et l'équation de l'ellipse sera 

ryi — c2 sin2 ω = b. 
a3.. 



r8o JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

Tangle ω étant compté à partir du petit axe : on déduit de là 

dw dr = b d*o> ί/ω ir(ar2—ι—é3) 

d*o> ί/ω ir(ar2—ι—é3)d*o> ί/ω ir(ar2—ι—é3) 

substituant ces valeurs dans l'équation (A), il vient, après quelques 
réductions, 

(B) «r»—(«—i)(!+6» —/·») W/· «r»—(«—i)(!+6» —/·») W/· 

6. Si η est impair, le multiplicateur de dr dans le second membre 
de l'équation (B) est une fonction rationnelle de r2, divisée par la ra-
cine carrée d'un polynôme du quatrième degré en r, ce qui montre 
que, dans ce cas, appartient visiblement à la classe des fonctions 
elliptiques. 

Afin de réduire l'expression de la différentielle ds
n
 à une forme sem-

blable quel que soit n, posons 

r3 = b3 -+- c3 ρ3, 

ρ étant une nouvelle variable dont les limites sont ο et ι, nous aurons 

ίΓλ dx = "(*' + cY) — — I)(I — rV) b«d?ίΓλ dx = "(*' + cY) — — I)(I — rV) b«d? 

7. Supposons d'abord η = ο, ce qui revient à considérer l'ellipse 
primitive elle-même; l'équation (C) donne, après avoir mis sin φ au 
lieu de p, 

ds = v'i — c3 sin2 φ dtp, d'où s = Ε (c, φ). 

Pour η — ι, l'équation (B) nous donne 

JMPA_1845_1_10_177_0 
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d'ailleurs, de l'équation de l'ellipse on tire 

ι -\-b2— r' ι — (ι — 6') sin1 ω' 
et 

dr dw \j{ I—r2) (λ'—b') \j ι—c'sin'M 

en sorte que l'on aura 

ds1 = ι — (ι — 0 J sin ω y/t ._c2sin2<o 

et, en employant la notation des transcendantes elliptiques, 

s, = δ8 Π (— ι -+- b", c, oj). 

On déduit de là que l'arc de la première courbe positive, compté à 
partir de l'extrémité du petit axe, est exprimé par une fonction ellip-
tique de troisième espèce à paramètre circulaire. 

8. Supposons maintenant a — a, l'équation (C) nous donne 

CS2 ~ \I—-C2p2 b2+C2p2) y/(TZ.p^(, — 

ou, en posant ρ = sin φ, 

dS2 = J ( I — c2 sin2 <()·τ \J ι — c2 sm! yJ ( I — c2 sin2 <()·τ \J ι — c2 sm! y 

d'où, en observant que 

b2 J ( I — c2 sin2 <()·τ \J ι — c2 sm! yJ ( I — c2 sin2 <()·τ \J ι — c2 sm! yJ ( I — c2 sin2 <()·τ \J ι — c2 sm! y 

J ( I — c2 sin2 <()·τ \J ι — c2 sm! yJ ( I — c2 sin2 <()·τ \J ι — c2 sm! y 

Legendre a démontré épie deux fonctions de la troisième espece 
ayant même module et même amplitude, et dont les paramètres η et 
— m sont liés par la relation 

(ι + η) (ι — m) — b2
f 
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on b désigne le complément du module c, peuvent s'exprimer l'une 
par l'autre, à l'aide de l'équation suivante [*] : 

(1 -t- b2) Π , c, — b" Π (— ι + è4, c, ψ) — b2 F {c, o) 

= r> y 1 + b arc tang ; —— >= r> y 1 + b arc tang ; —— > 

où l'on fait 

η = — ? — m — — 1 T- b''. 

U suit de là qu'on peut remplacer la fonction de troisième espère, 
qui se trouve dans l'expression de l'arc de la seconde courbe positive, 
par une fonction identique par le paramètre et le module à celle qui 
donne la valeur de l'arc de la première courbe positive. 

9. Soit η = — ι, l'équation (B) donnera, en représentant par R la 
quantité (1 — r2) (r2 — b2), 

bds_| =[2(1+ b2) r2 — 3r4] 

on a d'ailleurs 

r v'R = — b2 f vu. - b2) fr~ - 3 fr v'R = — b2 f vu. - b2) fr~ - 3 f 

ce qui donne 

bs^, = c y'R H- b2
 F -^L·· 

Si l'on y remplace r par sa valeur tirée de l'équation de l'ellipse, cette 

équation devient 

be" sin ω COS ω , . ,be" sin ω COS ω , . , 

La courbe dont nous venons de nous occuper est celle dont 
M. Talbot a donné la rectification dans une Lettre adressée à M. Ger-

[*] LEGENDRE, Traité des fonctions elliptiques, tome I, chap. XV, page 54. 
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gonne, et insérée dans les Annales de Mathématiques, tome XIV, 
page 38o. Legendre a aussi observé que l'arc de cette courbe fournit 
une représentation de la fonction elliptique de première espèce. ( Traité 
des Jonctions elliptiques, tome II, page 5<)o. ; 

Si l'on fait η — — a, on aura 

h2 ds_
2
 = (3 - -ib

2
 - 5c

2
p

2
) (i - c

%
 f) {b2

 + c2 f) ^L, 

en représentant, pour abréger, par Ρ le polynôme (ι — ρ2ΐ(ι — e2c2). 
On a d'ailleurs 

h2 ds_2 = (3 - -ib2 - 5c2p2) (i - c% f) {b2 + c2 f) ^L, 

h2 ds_2 = (3 - -ib2 - 5c2p2) (i - c% f) {b2 + c2 f) ^L, 

ce qui donne 

ds_
2
 = j,d (p3 y'P ) + c2 d (p y'P ) + (i + c2 — 3 c1 ρ2) 5 

si l'on met sin ψ au lieu de p, dans cette expression, et qu'on intégré 
ensuite, on aura 

s_j = 3E (c, φ) — (ι + b2) F(c, φ) 

-f- c2 sin ο cos φ + É.
 s

j
n

2 —
 c

2

 s
j
n

2 φ. 

ίο. si r on représente par S le quadrant de l'ellipse, par S_,, S_
2 

les quadrants des deux premières courbes du système négatif, on aura 

S = E, 
S„, = 6F, 
S_

a
 = 3E-(i H- b2) F, 

d'où résulte la relation suivante entre les trois quadrants S, S_(, S_2 : 

(1 + 62)S_, = 6 (3 S - S_
2
). 

On a vu, au n° 8, que la longueur Sg du quadrant de la seconde 
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courbe positive est donnée par l'équation 

S.= »E_n(PV 

mais on a 

(χ + 62)Π (^) - 6* Tl(— ι + b") - b*F = o, 

et. en vertu du n° 7, 

S, = 63Π(- i' + bÀ), 

en sorte que l'on aura 

b (S, + S_,) = (ι +- δ») (2S - Sa). 

On obtient encore aisément la relation suivante entre les quadrants 
de la courbe donnée et de ses deux premières dérivées, tant positives 
que négatives : 

(S_, + S
4
)S_, = (3 S - S_

2
) (a S - S

2
). 

On voit qu'elle est indépendante de l'excentiicité de la courbe primi-
tive. 

II. L'inspection des équations (B) et (G) nous montre que, pour 

toutes les valeurs négatives de n, la quantité qui multiplie ou : 

sera une fonction rationnelle et entière de r2 ou de ρ% en sorte que les 
arcs de toutes les courbes négatives s'exprimeront à l'aide des fonctions 
elliptiques de la première et de la seconde espèce seulement, et par 
conséquent à l'aide des arcs de l'ellipse et de la première dérivée né-
gative. Il n'en sera pas ainsi pour les valeurs positives de η ; dans ce 
cas, s

n
 contiendra un terme de la forme 

/ 1 do Λ ι (Utsin2w 

selon que η sera pair ou impair. 
Ainsi que nous l'avons dit précédemment, la première de ces inté-

grales est réductible à la seconde qui exprime la valeur de Î
4
, d'où il 

résulte que la rectification de toutes les courbes positives dépend seu-
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lement de la rectification de l'ellipse et des deux premières courbes 
dérivées tant positives que négatives. 

12. Nous considérerons maintenant l'hyperbole ayant pour centre 
l'origine fixe. Soient b le demi-axe imaginaire, c le demi-axe réel, 
l'excentricité étant prise pour unité, en sorte que 

è2 + c2 = ι ; 

l'équation de l'hyperbole sera 

ι cos" ω sin2 ωι cos" ω sin2 ω 
d'où 

dw bc dr r b1 yV2—c2 

dht (h> bcrfar* b- — c")dht (h> bcrfar* b- — c") 

La substitution de ces valeurs dans l'équation (A) nous donne, après 
quelques réductions, 

(η — ι) £2r2p2 -4- η (i>2e2p2 c' — b') r/p(η — ι) £2r2p2 -4- η (i>2e2p2 c' — b') r/p 

Cette formule montre que la rectification des courbes dérivées ne dé-
pend que des fonctions elliptiques, si η est impair; si η est pair, nous 
poserons 

r2 -h b~ — c- = b2c2p2. 

et la valeur de ds„ sera 

(η — ι) £2r2p2 -4- η (i>2e2p2 c' — b') r/p(η — ι) £2r2p2 -4- η (i>2e2p2 c' — b') r/p 

Cette seconde formule, que nous emploierons pour la rectification des 
dérivées d'ordres pairs, fait voir que cette rectification ne dépend non 
plus que des fonctions elliptiques. 

Il est bon de remarquer que la nouvelle variable ρ que nous intro-
Tome X. — MAI I845. '-ut 
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duisons, est l'inverse de la perpendiculaire abaissée du centre de l'hv-
perbole sur la tangente à l'extrémité du rayon vecteur r. 

13. Soit η = ο ; en faisant cp = séc ψ, on a 

cos2 φ y ι — c2 sin2 γcos2 φ y ι — c2 sin2 γ 

d où, en intégrant, 

s — tang ψ \/T — c2 sin2 φ -h b2 F (c, φ) — E(c, φ); 

expression qui coïncide avec celle donnée par Legendre, pour l'arc 
d'hyperbole. (Traité des fonctions elliptiques, tome I, page 16.) 

Soit η = ι, on aura 

ds1 = r2-h b2—c' _)_ è2) (r2—c2)r2-h b2—c' _)_ è2) (r2—c2) 

et, en posant r — cséctp, 

I -+- —p— Sin2 φ >I -+- —p— Sin2 φ >I -+- —p— Sin2 φ > 

d'où 

s1 == τ n (-i.-' ?)■ 

Ce qui montre que l'arc de la première courbe dérivée positive est 
exprimé par une fonction elliptique de la troisième espèce, dont Je 
paramètre est circulaire si Ton a c > b, c'est-à-dire si Taxe imaginaire 
est inférieur à Taxe réel. Si, au contraire, c est < b, ce paramètre ap-
partient évidemment à la forme logarithmique fondamentale. 

14. Soit η = 2 , on aura 

S2 ~~ \b2c2p2 -+- c'1— b2 + ρ2/ fb2f-H ι){ρψ — ï) ' 

et, en posant cp = séc φ, il vient, après quelques réductions, 

Y
A
 = 2E(C,Ç) \

2
_

c
, F(c, cp) +

 FTT=R

^ Π c,cl ). 
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Ou doit observer que la fonction de troisième espèce, qui entre dans 
cette expression, a un module complémentaire de celle qui donne la 
valeur de s,, et que les conditions qui déterminent le caractère du pa-
ramètre comme circulaire 011 logarithmique, sont, dans les deux cas, 
précisément opposées; on voit, en effet, que la fonction de troisième 
espèce, qui entre dans s

2
, exprime la longueur de l'arc de la première 

dérivée positive de l'hyperbole conjuguée dont l'axe réel serait ib el 
l'axe imaginaire ic. 

En se reportant à la formule générale, on verra facilement que, 
dans l'hyperbole de même que dans l'ellipse, toutes les dérivées né-
gatives auront leurs arcs exprimables par des fonctions elliptiques de la 
première et de la seconde espèce seulement, ce qui n'a pas lieu pour 
les dérivées positives; car si η est positif, s

n
 contiendra, dans son ex-

pression, un terme de la forme 

I + b~)(r^~cT) 11 J à'eV-hc'—b* ίj (cy: — ι 'I + b~)(r^~cT) 11 J à'eV-hc'—b* ίj (cy: — ι ' 

selon <pie η sera impair ou pair. 
Ces intégrales ne sont autre chose que les fonctions de troisième 

espèce 

M b2 c2 ,c, ή, Π φ)· 

mutuellement irréductibles, l'une ayant un paramétré logarithmique, 
et l'autre un paramètre circulaire. 

15. Nous nous proposons, maintenant, d'étudier d'une maniéré 
plus particulière les courbes qui dérivent de l'hyperbole équilatère; 
elles nous offriront quelques résultats curieux et dignes d'intérêt. En 
premier lieu, les équations de ces courbes, tant positives que néga-
tives, peuvent être facilement obtenues. 

Soient C le centre de l'hyperbole équilatère, Ρ un point quelconque 
de cette courbe, et CP, une perpendiculaire abaissée sur la tangente 
au point P; par le point P, menons une ligne P,P

2
 faisant l'angle 

CP, P
2
 = CPP,, abaissons de même CP

2
 perpendiculaire sur P,P

2
, et 

faisons l'angle CP
2
P

3
 = CPP,, et ainsi de suite; il est évident, d'après 

la construction donnée au n° 1, que les points P,. P
2
, P

3
,..., P„ engen-

24.. 
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dreront la premiere, la seconde,..., la n'eme courbe dérivée du système 
positif. 

D'ailleurs, les angles PCP,, P,CP2, PSCP3,..., sont évidemment 
égaux entre eux, et, d'après une propriété connue de l'hyperbole équi-
latère, l'angle PCP, est divisé en deux parties égales par l'axe fo-
cal CV de cette courbe; si donc on désigne par r la distance CP, 
par ω l'angle VCP, et de même par r

n
 et ω„ la distance CP„ et l'angle 

VCP„, on aura 

ω„ = (a η — ι) r,), et r
n
 — r cos" 2to ; 

or l'équation de l'hyperbole est 

r2 COS = I, 

et l'on aura, par suite, pour l'équation de la ntème dérivée positive. 

rm—i _ cos ( a"" y 

16. Par le même point de l'hyperbole équilatère, concevons une 
ligne PP_, perpendiculaire à CP, et par le point C une droite CP_, 
faisant, avec la première, un angle CP_,P égal à CPP, ; et de même, 
ayant mené une perpendiculaire à CP_,, soit fait l'angle CP_

2
P_, égal 

à CP_,P, et ainsi de suite; il est évident que les points P_,, P_
2
,... 

engendreront les différentes courbes dérivées du système négatif, et si 
l'on désigne par et ω_„ la distance CP_„ et l'angle YCP_„, on trou-
vera aisément, pour l'équation de la nieme dérivée négative, 

rM+I cos ( 3ω~" ι = ι ; 

d'où il résulte que les courbes des deux systèmes peuvent être repré-
sentées par l'équation unique 

rM+I cos ( 3ω~" ι = ι ; 

17. On trouve aisément que la rectihcation d'une quelconque des 
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courbes positives dépend de la formule 

dsn = (cosj—^) 2 ti<an, 

d'où l'on déduit , en posant sin ψ = y/a sin
 3 ' 

_ 2B-, /»? (COS φ)"-'_ 2B-, /»? (COS φ)"-' 

l'arc étant compté à partir du sommet commun de tontes les courbes , 
qui est aussi celui de l'hyperbole. 

Cela posé, on a identiquement 

2 sin φ (cos φ)2" 3 γ/1 — ^ sin2 φ 

2 sin φ (cos φ)2" 3 γ/1 — ^ sin2 φ2 sin φ (cos φ)2" 3 γ/1 — ^ sin2 φ2 sin φ (cos φ)2" 3 γ/1 — ^ sin2 φ 

D'ailleurs 

2 sin φ (cos φ)2" 3 γ/1 — ^ sin2 φ 

2 sin φ (cos φ)2" 3 γ/1 — ^ sin2 φ 

en sorte que lesdeux arcs correspondants de la rc— ilème et de la «+ ι """" 
courbe positive seront liés entre eux par la relation simple 

y/a sin φ (cos φ)
2
"-

3
 \Ji — ^ sin

2
 φ = s

n+i

 —Sn-1, 

qui devient, dans le cas des quadrants complets S„_, et S„,1, 

S„+, m -+-1S„+, m -+-1 

On voit, d'après cela, que la rectification de toutes les courbes po-
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sitives d'ordre impair ne dépend que de celle de la première de ces 
courbes que l'on sait être la lemniscate de Bernoulli, et dont l'arc s, 
est exprimé par une fonction elliptique de première espèce et de mo-

dule -4 

La rectification des courbes d'ordre pair ne dépendra que de la dé-
termination de î2; or on a 

dSn = » _β^==:, 1 - 1 sin 2 c cl 

donc 

S'=4I>E(4 ' 
D'ailleurs, si s désigne l'arc de l'hyperbole correspondant à l'angle 

polaire ω, on trouve aisément, en posant sin φ = y a sin ω = yAsin y-

V2 tang clsin*
 f

 = -C [»E (V, ή - F (V, φ)J + ,
t 

et, par conséquent, 

ί
2
 == 3 a tang ψ \J ι — ^ sin

1

 ψ — sj ■ 

La partie algébrique \j% tang ψ \Jι — ^ sin2 çp, qui entre dans cette 

équation, n'est autre chose que la portion de tangente à l'hyperbole à 
l'extrémité de l'arc s, comprise entre cette extrémité et le pied de la 
perpendiculaire abaissée du centre sur sa direction : nous l'appellerons, 
pour abréger, longueur de la tangente de l'arc hyperbolique; en sorte 
que l'équation précédente exprimera qu'un arc quelconque de la se-
conde courbe positive, compté à partir du sommet, est égal à trois 
fois la différence entre l'arc hyperbolique correspondant et sa tangente, 
et, par conséquent, que la longueur entière d'un quadrant de la se-
conde courbe positive est égale à trois fois la différence entre l'arc 
hyperbolique indéfini et son asymptote. 
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18. Si P„_, et P„ désignent les points correspondants de la η — iumt 

et de la nieme courbe positive, la quantité algébrique qui entre dans 
la relation entre s„_, et s„+

t
, du n° 16, n'est autre chose que la droite 

P»-( P/n c'est-à-dire la portion de la tangente à la η — iyeme courbe , 
comprise entre le point de contact et le point où elle rencontre la n"'""' 
courbe ; en effet, le carré de cette distance a pour expression 

r n-1— >'n — cos2"~3 — cos2"- 1 (—V 

D'ailleurs 

111—3 2 η·—ι111—3 2 η·—ι 

donc 

P„_, Ρ„ = γ
 2 s

'
n

 ψ cos2"-3 φ \J ι — — sin2 y. 

D'après cela, si P„_,, P„, P„
+

, sont trois points correspondants de la 
η — ileme

}
 Je l

a et de la (/ζ -+- j)'emc courbe, et V leur sommet com-
mun, on aura 

arc VP„_, 4- ligne droite P„ , P„ = arc VP„
+t

. 

Cette propriété peut être démontrée d'une manière très-simple à 
l'aide des deux propositions suivantes : 

L. Soient YPQ une courbe quelconque, et OP, une perpendiculaire 
abaissée d'un point fixe Ο sur la tangente en un point Ρ quelconque ; 
si l'on désigne par r, le rayon OP,, et par ω, l'angle YOP,, la somme 
de l'arc YP, et de la droite PP, sera exprimée par l'intégrale JY, r/ω,. 

La démonstration de ce théorème se trouve dans la plupart des 
Traités de calcul intégral; il peut être aussi déduit de notre formule 
fondamentale (A) en faisant η — — ι. 

II. Soit OP = r, l'arc 3, de la courbe lieu des points P, sera repré-
senté par l'intégrale f /'ÙM,. En effet, 

^ = tangOPP,=r,^ 
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et, par conséquent, 

PP — dr1 j ; 

d'ailleurs 

ds
t
 — \Jr\ + ̂  = ί/ω, v/oP< + ΡΡι = rdw

t
, 

d'où 
■*< = frdu

t
. 

Considérons, maintenant, trois courbes consécutives du système 
positif; l'accroissement élémentaire de la somme de l'arc de la 
(n — iyeme courbe et de la portion de sa tangente terminée à la nieme, 

est, d'après le théorème I, égal à r„du
n

, et l'accroissement correspon-
dant de l'arc de la (»+1)lème est, d'après le théorème II, égal à r

n
 dw

n+t
, 

d ou il suit que le rapport de ces accroissements est — ou ? 

c'est donc également le rapport des quantités finies elles-mêmes comp-
tées à partir du sommet, puisqu'elles s'évanouissent simultanément ers 
ce point. 

De la relation 

S„+! ~ 2/2 + 1 ' S„+! ~ 2/2 + 1 ' 

donnée au n° 16, et qui a lieu entre les quadrants complets, on dé-
duit 

5
3
 - | S„ 

5
4
 = g S

2
, 

>+ — ^ a3> 

= 2/2 3 S"-2' 

= 2/2 3 S"-2' 
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et, en multipliant ces équations membre à membre, 

°«°Λ-Μ g °2· 

Gela posé, on a la relation connue entre les fonctions completes de 
modules complémentaires, 

F {b) Ε (c) -t- F (c) Ε lb) - F (b) F (c) = l Π, 

laquelle, dans le cas de b = c = -É, se réduit à 

Ffe)Hv?)-F(7s)M 
D'ailleurs 

s's= = IF(ts) [iE (7;) - F (TÏ)] = 1u ; 

s's= = IF(ts) [iE (7;) - F (TÏ)] = 1u ; 
donc 

s's= = IF
(ts) [

iE
 (7;) -

 F
 (TÏ)] = 1u ; 

d'où l'on déduit cette relation remarquable entre les quadrants com-
plets de deux courbes positives consécutives, 

^n®n-t-t — 4 

On reconnaîtra aisément que les arcs des courbes négatives 11e renfer-
ment, dans leur expression, que des fonctions de la première et de la 

seconde espèce de module et qu'il existe entre ces arcs des relations 

analogues à celles que nous avons démontrées pour les courbes du 
système positif. 

*] Lkg&nuke, Traité, des fonctions elliptiques, tome I, page 60. 

Tome X. — Mai i8^5 1-
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