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EQUATIONS NUMERIQUES.

RECHERCHE

DES FACTEURS COMMENSURABLES DU SECOND DEGRE;

Par M. FINCFE.

1. Je diviserai cette question en deux parties. D
ni’'occuperai des racines imaginaires 4 coefficient

telles que 5 +— 2y — 1,
mensurables complexe

ans la premiere, je
S commensurables .
.-y que J'appellerai, selon P'usage, racines com-
s; dans la seconde partie, il s’agira des racines
incommensurables, exprimables par des radicaux du second degré.
c’est-a-dire de toutes les racines qui peuvent étre fournies par des équa-
tions du second degré i coefficients réeels commensurables,

2. Dans l'une et Pantre, Je m’'appuierai sur ce que :
Uine fonction entiére absolue

Jr = am pax™t Pms
dont le premier coefficient est Lunité, ne saurais admettre un diviseu
axrn—=e ~ a‘xm—~m~l +_..’

entier absolu, dont le premier coefficient est différent de [unité, a, d,.
Ay, etc., etant premiers entre eusx.
Car soit %]e quotient, Q étant entier absolu, et premier av

nombre entier D; on aurait

Jx = % (@am=o 4 ),

ec le

Mais D est premier avec Q; D ne divise pas axm—=

—+..., dont les
coelficients sont premiers entre eux; donc, etc.

22.,
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Recherche des racines commensurables complexes.

3. Je suppose, dans tout ce qui suit, que les coefficients soient
réels; si le contraire a lieu, c'est-a-dire s'il s’agit d’une équation
telle que

px + Y.y —1 = o,
ses racines réelles satisfont a

exr =0, Yx = o,

et seront, par suite, racines du plus grand commun diviseur de ga
et gor; ses racines imaginaires satisferont a

(px)? + (yax)* = o,

et parmi les racines imaginaires de celles-ci, supposées connues, on
distinguera facilement celles de la proposée.

4. On sait que dans toute équation, l'unité augmentée du module
maximum des coefficients rapportés au premier est une limite supé-
rieure des modules des racines de toute espece. Soit & cette limite.

8. Dans toute équation & coefficients réels entiers fx = o, le dernier
terme est divisible par le carré du module de chaque racine complexe
entiére.

Car si @+ by — 1 est une pareille racine, fxr est divisible par
x* — 2ax + a® + b* et comme le premier terme du divisear a pour
coefficient I'unité, le quotient sera entier absolu; d’ailleurs son der-

nier terme, multiplié par a* + 4, reproduira le dernier terme de jx.
Donc, etc.

6. D’apres cela, pour trouver les racines complexes entieres de fx,
on cherche les facteurs du dernier terme, en se bornant & ceux qui
sont moindres que £? : on décomposera chacun de ces diviseurs en deux
carrés additifs, comme a® + b2, et]’on aura a essayer les quatre couples

de racines =a + by — 1, = b =% cy— 1, ce qui peut donner lieu i
quatre essais.
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7. Régle dexclusion. Sia + by~ 1 satisfait & fx = o, on a
Jr=(x—a—by=1)ox,

gx étant complexe entier; de la

) Ja = —bV—1ya,

(2) SBV=1)= —ag(by—1),

(3) SO =(—=a—by=1)g1,

%) JO=—=(+a+by=1)e(— 1.

On a encore
fr =[x — @ + b g,

Ja est entier et réel.

De la
5) Ji=1[1 —a) + b*] ¢1,
(6) J(=0) =[x + aP + b 4(— 1),
(7) Ja="bya.

8. Ayant ainsi limité les nombres i essayer, on peul procéder comme
pour les racines commensurables; mais si I'on observe que, dans ce
dernier cas, et par rapport & un diviseur ¢, la méthode des racines
commensurables revient & diviser par ¢ — x le premier membre de
Iéquation, ordonné d’une maniére ascendante, on sera conduit 4 di-
viser de méme fx par a® + 5* — 2ax -+ x®. On aura ainsi plus de
chances pour se débarrasser, le plus simplement, des nombres qui ne
sont pas racines

9. Voici un exemple :
2T — 2% 4+ 62° — 262" + 17x° — 72 — 322 — 10 = 0.
Dans le cas actuel on aurait
k= 33;

mais le carré d’aucun module ne peut surpasser 10; donc les diviseurs
sont 1, 2, 5, 10, qui se décomposent, sous la forme a? + b2, ainsi



174 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
qu’il suit :

1==o*+ 1% a2 =1 4+ 1% AH=1%+ 2% 10=1%4 3.

De la, a essayer,

=NV—1, i1z y—1, il Eay— I,

iz'*‘\/—l, 1 =3y—1, £33k y—1.

=+ y — 1 ne convient pas; cela se voit a 'inspection de 'équation com-
parée avec x* + 1.

On u fi=— 52, f(—1)=— 36.1.

Pour o =1, b==1, ona (1+a)—+ b*=25, quinedivise pas f{—1:. Rejetde Py —
=1, b=11, (1—ap—+ b =25, S (1. y

Powr @ =1, b=2, ilvient (1+af+ b*=8, Si—1.
4= —1, b=12, donne (1—a)—+ b*=3§, S

Pour a = 2, bh=—1, {14-a)* 4+ b* = 10, J—T. T gy
o= —ay b=, {1—a) + b* = 10, S e
a =1, b=3, {(t+a) + b*=13, fi—1, e Sy —
a=—1, b=3, {1 —a)4- 6= 13, qui divise fr. Aessaver - i3y —1.
a=3, b=1, (1 +-aj* -+ b* =17, ne divise pas  f—1. Rejet de 3yt
A= —3, b=1, (t—a)+bt=17, S, Rejet.

Il ne reste que — 1 = 3y — 1, ou le facteur x* — 2x — 10, qui,
en effet. divise fx. et donne pour quotient

‘1 x® — 3x* 4+ 22 — 3 — 1 = 0.

Aucun des nombres ci-dessus essayés ne peut convenir a cette equa-
tion; de plus, nous allons prouver qu'une équation de la forme

n—4

x" 4 px T P == O

P1s Py €tc. étant entiers réels, n’a point de racines complexes fraction-
naires.

10. En effet, soit un couple

. a b. |, .
ou a, b, ¢, dsont entiers; = = irréductibles,
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I.e facteur correspondant a ces deux racines est
3 2t ? b

a’ 2
— X - — + —_
c c? d*

X

i, . b , b . a b .

St~ etait entier, ~ ne I'étant pas, — ne le serait pas, el — + - serait
¢ d d? c? a2

fractionnaire.

b
e

a b . . . . . _
Admettons que - et - soient fractionnaires tous les deux ; je dis que

b, . . a . . . . @’
Si 7 ctait entier, - serait fractlonnalre, amnsi que - -+
¢ c [

Pun des coefficients du diviseur du second degré I'est au moins. Car,

2a . . . . .
pour ite — soit enticr, il faut que ¢ = 2, et le dernier terme devient
[
* bz . . H) !
Tt Si d est pair, & ne Pest pas. Supposons == ad’; on a

bt @ b _ardP - b

a!
FT T T T T
Or, b étant impair, »* est de la forme bh 41, et a*d"™, qui est un
carré, est de 'une des formes 44, 44" + 1. Donc le numérateur p’est
pas divisible par 4, et le terme n’est pas entier. Que si d est impair,

. . atd? 4 fb? . , . .
notre dernier terme devient *,—21?4——; mais a et d étant mpairs, le
qd:

carré a*d? est de la forme 44+ 1, et I'expression n’est pas entiere.
Donc le facteur du second degré a au moins un terme fractionnaire, et
sion le rameéne A la forme ox? + B + v, B et y ne sont pas tous les
deux divisibles par «.

II s’ensuit, 1° que I'équation (1) n’a plus deracines commensurables

complexes; 2° que la recherche des racines complexes fractionnaires
se ramene a celle des racines complexes entiéres.

11. Nous allons maintenant chercher si 'équation (1) a des racines
incommensurables du second degré de la forme ¢ + Vb, a et b étant

entiers. Ces sortes de racines correspondent 4 des facteurs tels que
2 + px -~ g, ol p et g sont entiers. Une équation telle que

Ax™ — A x™ =0

peut avoir de pareils facteurs, ot p et ¢ sont fractionnair

€s; On ramene
la question au cas des nombres entiers.
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Si notre équation (1) admet le facteur x* + px -+ ¢, c’est que ¢ est
un diviseur du dernier terme de 1'équation (1); on essayera donc suc-
cessivement tous les diviseurs du dernier terme: ils sont + 1, — 1.
Essayons -1 : cet essairevient a diviser I'équation (1) par x?~+-pax+1:
on arrivera i un reste

xFp + F,p=o,
et les équations

Fp=o0, F,p=o
devront admettre une racine entiere commensurable, sinon ¢ = 1 ne
convient pas. C'est ce qui arrive ici. On essaye ensuite ¢ — — 1. Voici

le caleul :

2 — 3zt 23 —1| B4 pr—1

z'i—p—3)+ 3z @i 2 (—p— 3+ ([ p+3p+3i —p— Ip—fp—3,
i {p3p+3)+ 2 (—p—3j,

2t {—p—3pt — 4p—3)+a(p*+ 3p),

v pt 4 3p* - Bpt + 6p) — pP — 3p* — 4p — 4

On cherche les racines entiéres du dernier coefficient; il vient

p = — 2, qui annule aussi ’autre.

Donc notre équation admet le facteur x* — ax — 1, et de plus le
facteur 2* — x? + x -+ 1. Ce dernier n’a point de diviseur commensu-
rable du second degré.

On peut aussi chercher les diviseurs commensurables du troisieme,
du quatriéme, etc.. degré. Le parti 4 tirer de cela est facile a recon-

naitre.




