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AR ALV AV AR VAR VALY
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SUR QUELQUES INTEGRALES MULTIPLES:

Par M. A. CAYLEY.

J'ai donne, 1l y a trois ans, dans le Cambridge Matiematical Joui-
nal , une formule assez singuliere pour intégrale multiple

{'...(z’x, AXgeo 0@, — Xyy Ay — Xyeerls
(v

prise entre les limites données par I'équation

LL b :Z‘__.; ¥
2

h ‘

ia tonction ¢ étant seulement assujettie a la condition de ne pas deve-
nir infinie entre les limites de I'intégration. L’expression que jobtiens
st nne suite infinie, dont le terme général est de cette forme

s @ g @ Vo
A, <.7.7,1 preing h2 2a: T Oy, Oy

En appliquant ce résultat 4 un cas particulier, yai obtenu lintégrale
4 n variables analogue 4 celle qui exprime le potentiel d'un ellip-
soide homogene, pour un point extérieur. Tai depuis cherché a étendre
ces rosultats au cas d’une densité variable et égale a une fonction ra-
tionnelle et entiere des coordonnées, et d'une loi d’attraction selon
une puissance quelconque de la distance (tonjours a n variables); ma
quoique j'aie réussi 4 effectuer cette généralisation, mes formules
Staient si confuses et si inférieures i celles que donne la belle analyse
de M. Lejeune-Dirichlet, que je ne les ai jamais publiées. Cependant.
en revenant il v a quelques jours sur ce sujet, en me fondant sur une
intégrale plus générale. j'ai trouvé que la question était a peine plus
difficile que dans le cas d’une densité constante, et se laissait traiter
oxactement de la méme maniére. Tai réussi de cette facon a exprimel
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Iintégrale cherchée au moyen d’'une senle intégrale définie abélicnne.
et de ses coefficients différentiels relatifs aux constantes quiy entrent:
et il m’a paru que les formules que j’ai ainsi obtenues pourraient n’étre
pas tout & faitindignes de Pattention des géometres.

Considérons I'intégrale multiple a 2 variables V, donnée par I'équa-
tion

. . T :
V= fd.x',... 27 frermes) x4l . (n—f termes) ¢ (@, — 2, t.... ..

ou les variables a,, ... doivent recevoir des valeurs réelles quelcon nes.
positives ou négatives, qui satisfassent a la condition

‘+...<1:,

7, _
f =

x

et Pon suppose de plus qu’il est permis de développer (sous ic signe
intégral) la fonction g, suivant les puissances ascendantes des va-
riables a,,.. ..

Fn faisant ce développement, il est clair que les termes qui con-
tiennent des puissances impaires d'une on de plusieurs des variables
se détruisent par Vintégration; donc, en ne faisant attention qu’aux
termes qui contiennent seulement des puissances paires, on a ce termne

général
(=S t2p+ d \ 21 d 24 . .
e e T O (€.
lorrler—t Jary Jorse . \da, da,,, 7
A5 A=A -2 2H S A
< fd.')c,...ac,‘ X,
on
p=r +..;
il est & peine nécessaire de remarquer que, dans l’expression

[2r, + 2Pt ar,, [+,

il faut prendre (f) termes tels que [2r, 1], et n — f termes de
Vautre forme [2r,, |27+, et ainsi dans tous les cas semblables.

I/intégrale qui entre dans cette formule a été trouvée, comme on
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sait, par M. Dirichlet. Sa valeur est

. 3 ) ] 1
(ai+rl+ 5) oo T (mj+.+,f+.+;) e

kaa,x+2:-,-+-3 }?“f+x+2"f+ aat!
- 1 oo My, “

7
T (1}+A‘+—f+ Z+l)

ou

k= oy ...
f.e terme entier devient, apres quelques réductions tres-simples,

(—fmine2p+f

29p-Hh+f T ([9 “+ A ;- 7+ 1>

\ S+
) R (TN

Ta, dags,,

LMy, ]l'zocx—i—'zr(-i—f} 2 f 2 fg 1 ( d )‘)J'.-—‘rl ( d
I L

G o

ou Von écrit, pour un moment,

Lo =or +32n +5. 2n +aa —1,

My =oar, 1 2r,,+3...2r, +20,,, —1:

puis on le transforme en

(=M mEnepry

22p--k-+/T ( ph %n —+ 1)

i d d (7 A\ 3 i AR o .
= {(ﬁ@)(‘]ligi[) "']lt"‘ }I/f,”...[-—r‘-]-;‘ (il1 _(Zl_;;) T/(ll,,...’,,

/

. o . d .
En effet, les symboles 7o, €U AT o étant conversibles, on a
1 1

d T d % ar,+3 ;7 d \ 2 . 2[',+2U,-—1—-3( o )27 e
. 3 __ . —_— — ] —_ H
da, (]2‘ d/1‘> b (dﬂ,) L./ da, ’

el ainst de suite.

En prenant la somme de tous les termes qui correspondent i une
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méme valeur de P, ona

Sew

V= (k2 a +...);

1 da

d?\ ar;: I
()= g

n posant

puis, en observant que p doit sétendre depuis o jusqu’a <, on a,
pour Fintégrale cherchée )

_ (=Yg oy 3 d\
V_\M ) ]’t,ﬁ .

< I:/zi‘...b,+,...tf. Sj:“ —— V”-cp(rn,-»-))]:

27 [pjPr (p+£~+f+ én—l-x)
ce qui fait voir que l’intégra]e v dépend de cette seule expression
. » 2p . AN
U= Q7 (— 2 e\
*\ 22 (pler (p+ﬁ‘+f+ 572—!—1)

On peut remarquer, en passant, que cette quantité satisfait 4 cette
équation différentielle

1 d —2k2f iy 4 2hr2fn Ty —

o (t & (¢ U)/) — VU =o,
ou

d*U . . v 1.dU0 .

Tt’+(2£+ 2]-.‘—72—}— ]);717 — VU = o.

M. G. Boole, de Lincoln, a déduit une équation semblable de mes
tormules dans le Matkematical Journal. Cest 4 lui qu’on doit Pintro-
duction dans I'intégrale Proposée de cette quantité ¢, ce qui, au reste,
n’est pas ’une grande importance ici; mais J'ai cru devoir la conserver,

a cause de cette équation méme . qui pourrait conduire a des résultats
intéressants.

A présent, soit

1
ay — X, t,...) = D -,
QD( 1 15 ) ({a,—.r.t)” .._)inwsy
Tome X, « Avni 1845,
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ou s est un nombre entier; je pose, pour abréger,
1 .
Sn— =i k+f+s=o.
ce qui donne
» 1 . . .
r (p+/%+j+;n+1\)=r‘(p+z+a+1)=[p+z+o-]l'+‘.1‘u+»a?;;

et ainsi

1 * tr 1
0= S, (Fmrmrmr e

Le cas de ¢ = o, qui est le plus simple, est, en effet, celui du Me-
moire cité, et & ce cas on peut réduire celui de o entier négatif; il
y a méme deux manicres deffectuer cette réduction. Représentons,
en effet, la valeur de U par cette notation plus compléete U, ; on ob-
tient tout de suite '

U-’ = 2—25t25—2i (ld
T ¢

ANGLH!
et
— d? G
U;° = (== +..) Ui
1 7\ da?
220{1—i]" i—;n] !

la seconde desquelles équations se déduit de cette formule facile #
démontrer,

(L) g = i ] :
da® = ) (@t +..)ie - 2 (@l +-..)
Nous pouvons donc, dans la suite, ne considérer que le cas de g en-
tier positif.
Commencons par operer la transformation que voici; en détermi-

I

nant § par ’équation

je pose
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ce qui donne

o
4 Z, d?
v 7'(7;“2 @ +)

ou il faut remarquer que ce &, contenu en V, ne doit pas étre affecté

d <y . P
des symboles =+ de V, de maniére qu’il faut écrire
a1

l d? r A d* \p
V0= p (—— ) =2 Pl — ...
g <1+zl iz ) e (et + ) (H.z. d )

- 1

T Lpti(al Y

e 22

. . ! 2 prif L4 z '
‘ S., (\2"”[P+f+<7]i’+’+‘[i’]”(a1+'") (H-l- o] +) CHE A

tormules qui se prétent mieux aux réductions, quoique plus compli-
quées en apparence.
FEcrivons d’abord

Lo d [ | 1 )
Tl d T ﬁﬁ---)- T de T

En développant la p" puissance de ce symbole selon les puissances
de A, on a

P \
L vy xS )
[p—qlr—1[q) 141 da? ;
. . I
ui doit s’appliquer 4 — .
1 PPhq (1 fa2...)
Considérons Iexpression
< Z, d* + )P—‘I I
I+ dat (1Fler gV

et mettons, pour un moment,

(1+L)a? = a' 2.,
21..
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cette expression se trouve réduite a

( d? )p—q I
Rt B o,

laquelle, par une formule déja citée, devient
2p—2 . — . 1 P—q 1
22 it p—q—1]? "-[£+p— q— ;n] e
¢’est-a-dire
3p—2¢ [; —_—g— 1Pl NP S o L S
2 fi+p—g—1] .[l-—l—p 9 zn:l (2 (14 4) 4-... P
Le terme général de U, en faisant abstraction du facteur — .

1
ORI
se réduit a

_ (—)r1fal 4... )P+ . P L S
zzq[p+i+a]«+q+u[p—g]p~q.[q]q[’+f’ 7 2”] AT e

considérons la partie de ce terme qui est de I'ordre ¢ en [,,..., elle
devient

(=PI (it
29[ p—q)rg)? (8]’

< [i +p—q— én]p—q A?

[i+p—qg+0—1]—o—im

(o} +...)9
i

Soit, en général, © une fonction homogene de I'ordre 26 des lettres
Oyy...3 0N Q

0 AG

= ‘.—l—az,i(i—l—l—i@——in) ©

(O(f -+ .. ')i+| :

(a4, (a? ...}

et de la, en répétant toujours 'opération A, et faisant attention i ce
que A®, A%@,... sont des fonctions homogénes des ordres 26 — 1.
26 —2, etc., on obtient

e lg]7
A T B —

229X i+ qg— X —1]i—*

x [i—}—q— 20— in]q_;‘ A)@'(Zf::i"

=y’
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O

Ao, (hei+.)8 [7]7 —aif; YU P
A"m..;#%m*ﬁﬁ:]ﬁ 22172 i pt- G — A~ ]

< [i—*;—p —6— % n]q—) Al o+ -(-;?—:4—_7.3;:’7:—6:) ;
depuis ). = o, jusqua A = q.
Puis, pour le terme général de U,
(—)p—1+?
22 p—gP [P [g—\]

P

> _i+p—c]——én] q[i—i—p—@—érz]q—/"Ai(l,a‘;’+...)°-;-—‘_—"~— -

[l"i“p—F 6 —_A— []ﬂ—c-—).———l

(l;;_,,)e—»,
ou
=T L ] P I U
[p—q]P“q-[q—R]q‘*[.L+P 2" q] [H'p G —3n
_(:)_p.w [i+ +9_1_I]a—c—3_.A1(1 o2 o )o.__-_'“w-
S 2‘2).[9]0_[-"]). P L | e (af_‘_.“‘)&—/;'

le dernier facteur étant indépendant de ¢, ¢ doit s'étendre depuis o

jusqu’a p. Mais a cause de [§ —A]9— qui devient infini pour ¢ < i,

on peut faire étendre ¢ depuis ¢ = ) jusqu’a g = p; ou, en écrivant
§—r=4qs p—r=p,

q' s’étend depuis o jusqu’a p’. Te facteur 4 sommer est donc

(=) [P’—'lgl_"')“yq’[q’]q' [C—g'}7= [M]7

Si, pour un moment, 'on pose
] ) X Y -

C::H—p’—;n, M=i+p—9¢ ‘é"»

somme qui se réduit a
(-
[C—M—p'|C—M—p"’

c’est-a-dire a

(_._)A.B:l]i—_" ,
b—p"7
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nous avons le terme général

e g (D Lo ST S pllr . '
T EY) 9 7 Y A)‘.(Zi a%—’—...v)a.—;rm-
22, (61704 [6—p) (@i 4]
Ecrivons
A p=0—p;
cela devient
(=) M [C—p 1A (= e i
Wy ey

M=6—~2 C=i+20—~)—1, C—A=0—0c—)—1;

p’ doit s’étendre depuis — oo jusqu’a §. Mais a cause de [p']7, qui de-
vient infini, pour p’ négatif, on peut P'étendre seulement depuis o
jusqu’a §, ou méme seulement depuis o jusqu’a M, a cause du fac-
teur M?". La somme se réduit a

|C— M]C—M*A.[C — AP =[i+6— 11§ —o— ) — 1]r—4,
et le terme général devient

(=) ==l — o — 3 — (16=3 A ([ m2 6.1 .
221.[9}0[)‘]/\[14—6 1] 0 —o—h—1]— A a2 PR

Ecrivons enfin
9 =i+ 2z,
le terme devient

(=)’
e DY S PP R Ea

i

(2?4

fr—o—rjn AL, @t )i

Il faut que » soit toujours positif, car autrement le terme s évanouit a
cause de A? (/] + ...)***; mais pour k plus grand que o, le facteur
|# — o — 1]* s’évanouit ; donc z s’étend seulement depuis o jusqu’a c.

Soit &y -+... = %, et considérons les termes de A> (lya?+...) qui
contiennent o?: ,.... Ces termes seront de la forme

2 Ky
a“]l+2 .

DI Digew] it (d2 ‘)'29! ] Tt
A .

[(]l]q'--'[qt"f‘k1]q’+k'-.. daf

/

ou

I

gy + ...
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¢’est-a-dire

DDA T (o 2k T gk ok,
(@17 gk ! !
ou, en réduisant a

SR o |
22/. A +x In 1 Gk
] LR LC (q.]7"... !

ere gy

ce qui donne pour U,

b =]
N i | I s O
[i4n4ddg-g] 7Tt {q|]‘l'... 1 [(#1% (e 4.7
Soit
! r = (0) + (1)hit...+ Q). +...;
{(1+du).. )7
on a
[ 1 }9s
[+
()=(=) [g.0% . +ete, g, + ...=2X;
et de ]d,
’ 1)y '
R P
L (l?dl) .- [?(}\): (_>A - 2 Jithe L

[71]7'...

S T
[k. _ 1] 1=| ..
. 2

de maniére que le terme de U devient

1 1 1 i ["'—G'—l]/ 2k, L I
= (), i ) e

1

" Prenant la somme pour ), a I'aide de

[2]° 1:[ (x— 20)7 wiseri—t dy == 7 !

i4=24-g-)]e—1 }
(ce quisuppose I + u > o), on obtient

22 [g] % [r—a—1] ¥a2Fr .. 1 <l2 _t_i_)""__lV/z'—f'(l—zt)‘.ui”*""‘rlzc
[24)% (@) YT\l e

{(I—i—l,u)...g%
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h?
ou, mettant /, — -

2k n
*; eon —— 27
T2k &

< gt (B ) [,
Tora L/ 0 {(’g—f—h:u)...)?

24 [c]7 [z — ¢ —1]*

en rétablissant le facteur constant I#’TE" de U, le terme général de

cette quantité est
2°[o’ [x—a—1]" a2,
¢ r(i) [24,]2...
/ d \k 1 \a i+z—l.
(o [
b “ S (RO

n 2o
g2

ou 4y, etc., sont des entiers positifs quelconques qui satisfont 4

k (.=,
et « peut s'étendre depuis o jusqu'a o. Il faut observer qu'en diffé-
rentiant par d—(}i;, etc., on ne doit pas considérer £ comme fonction

de £,,..., ce qui est cependant nécessaire dans Véquation entre V et U,



