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DÉMONSTRATION 

D'UN THÉORÈME D'ANALYSE; 

PAR M. WILLIAM THOMSON. 

Nous nous proposons ici d'évaluer l'intégrale multiple, à η va-
riables , 

[(ξι— ■^5)'+...-f-«5] 2 [(ξι—Λ?',)2Η-(ξΐ—1[(ξι— ■^5)'+...-f-«5] 2 [(ξι—Λ?',)2Η-(ξΐ—1 

ou, comme on le peut écrire, pour la brièveté, 

8 -8 n dE n [2 (ξ — x)' + u^] 2 [Σ(ξ —aQ2-t-«'!] 2 

Mous représenterons la valeur cherchée par U. 
Pour la trouver, soit u 4- u'= a, les quantités u et u' étant prises 

positivement, et posons 

(1)R = 11 [Σ (ξ — κ-] 2 [Σ (ξ — χΥ -t- (ni — c)'] 2 

(2) [Σ (ξ — κ-] 2 [Σ (ξ — χΥ -t- (ni — c)'] 2 

«l'oii nous tirons 

% (τι ■ ι i u\5 = J R' ̂  quand e = u. 

On voit que le second membre de cette équation s'évanouit quand 
Tome X. — AVRIL I845. r8 
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i' = ± oo, et qu'il ne devient jamais infini, même quand ν est égal 
à o, a«, ou a. Ainsi, on peut écrire 

-2 (n-1)«u=IltfJ S+ *' S)m"d"· 
Mais on a 

- „ c - ο «o - £ [jTJ £ £ -K £') m-dv.- „ c - ο «o - £ [jTJ £ £ -K £') m-dv. 

- „ c - ο «o - £ [jTJ £ £ -K £') m-dv.- „ c - ο «o - £ [jTJ £ £ -K £') m-dv.- „ c - ο «o - £ [jTJ £ £ -K £') m-dv. 

En prenant l'intégrale par rapport à ν entre les limites — oc et u, Je 

premier terme s'évanouit puisqu'à chaque limite R = o. Ainsi l'équa-
tion précédente se réduit à 

- „ c - ο «o - £ [jTJ £ £ -
K
 £') m-dv. 

Or on a 

~d^ + ^Li 1ψ ~~ °'~d^ + ^Li 1ψ ~~ °' 

équation qui est satisfaite pour toutes les valeurs de ν entre les limites 
indiquées, puisque la valeur a n'y est pas renfermée. Combinant cette 
équation avec la précédente, on en conclut 

-, «U = /£ [£J" (H' £
 +

 H 2 %) [<«]«Λ. 

En intégrant par parties un des termes de cette équation, on a 

Γ.ίΠ'^Μ,Λ 

-hryuy^)^·*· dv 

-hryuy^)^·*·-hryuy^)^·*· 

-hryuy^)^·*· dv, 

puisque, à chaque limite, les parties intégrées s'évanouissent. Eu 
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appliquant un procédé semblable à chaque terme contenu sous le 
signe Σ, il vient donc 

-2 (n-1)υ = X"Jjrj*(g +29) m-'!"· 

Mais, en appelant Q et Q' les deux parties de R dans l'équation ( ι ), 
île sorte que R = Q — Q', nous avons 

^ + y ̂  „ 

pour toutes les valeurs des variables e, £,, etc., comprises entre les 
limites de l'intégration; ainsi il reste simplement 

- 2 (n ~ 0 «U = jT J J J' R' + 2 'if) l^]"
 dv

-

Pour déterminer la valeur de cette expression, nous observerons que 
la quantité sous les signes d'intégration s'évanouit pour toutes les va-
leurs des variables qui diffèrent sensiblement de celles exprimées par 

ν = ο, ξ, — χ,, ξ, — x
2
, etc., 

et que, d'ailleurs, si l'on considère séparément les termes du second 
membre, on trouve pour chacun une intégrale convergente; d'où il 
suit qu'en appelant Ρ la valeur que R' prend quand les variables ont 
ces valeurs, nous avons 

,3) -,(»-I)«D = P ///-(^+2^)rfi"'4,RF|.·..di„ 

où les limites des intégrations peuvent être quelconques, pourvu 
qu'elles comprennent les valeurs o, x

t
, x

2
, etc. En considérant sé-

parément les divers termes de cette expression, intégrant chacun 
d'eux une fois, en limitant l'intégration aux valeurs positives de la 
variable par rapport à laquelle l'intégration se fait, puis doublant le 
résultat, on obtient 

/|) - 2 (η - I ) «U= aP ( j j- ■ ■ ̂  ifi, ... -+- J J dvd£
a
... + etc. ) · 

18. 
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Posons maintenant 

ξ, +X,, ξ
2
=Ρ

2
 + Λ?

2
, etc., 

et 
e2 -+- ff -+- · · + P? = >'2, 

ce. qui donne 

Q = ̂ ' 57=-—μ' ^T=--^r^» etc· 

Nous pourrons étendre les intégrations, dans l'équation (3), a 
toutes les valeurs positives ou négatives des variables données par 
l'inégalité 

ρ2 H- e2 -t- P2 4- ... + cta, 

et puis, les limites dans l'équation (4) seront toutes les valeurs qui sa-
tisfont à l'équation 

ν2 -+- v\ -+- e2 + ...·+· e2 = a2, ou r2 = «2, 

ce qui donne 

dï = --^v> = etc-dï = --^v> = etc-

Si, dans les intégrations, nous ne prenons que les valeurs positives 
des variables qui satisfont à l'équation des limites, il faudra multiplier 
chaque intégrale multiple par 2". Ainsi nous avons 

dû = (Jf...vdv
{

a<i>
2
...dv

n
-h dvdv

2
... dv

n
+ etc.) 

= !!·■■{<? - v\ - vîYdv
K

dv
2

...di>
n 

= (n + InY IrlV- l'j dl
t
 dl

t
... dl„. 

où les limites comprennent les valeurs positives données par l'inégalité 

l1+ h +■■■·+· U 
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ce qui, d'après un théorème de M. Liouville, se réduit à 

[Σ (ξ — χ)' + »'] 2 [Σ ( ξ — x' )J+ «''] 2[Σ (ξ — χ)' + »'] 2 [Σ ( ξ — x' )J+ «''] 2 

En se rappelant que Ρ est une fonction symétrique par rapport aux 
deux systèmes de variables u, a?,, x

2y
 etc., et u', x\, x\, etc., on 

voit que «U = «'U', en désignant par U' la fonction qui correspond 
à U ; d'où il suit que 

[Σ (ξ — χ)' + »'] 2 [Σ ( ξ — x' )J+ «''] 2 

(5) [Σ (ξ — χ)' + »'] 2 [Σ ( ξ — x' )J+ «''] 2 

[Σ (ξ — χ)' + »'] 2 [Σ ( ξ — x' )J+ «''] 2 

Nous ajouterons ici une autre démonstration de ce théorème connue 
exemple d'une analyse remarquable donnée par Green, dans son Mé-
moire [*] intitulé: On the determination of the exterior and interior 
attractions of ellipsoids of variable densities. 

Eu effet, soit 

[Σ (ξ — χ)' + »'] 2 [Σ ( ξ — x' )J+ «''] 2[Σ (ξ — χ)' + »'] 2 [Σ ( ξ — x' )J+ «''] 2 

ce qui est aussi égal à 

dï = --^v> = etc-dï = --^v> = etc-dï = --^v> = etc-

[*] Lu à la Société philosophique de Cambridge, le 6 mai rSt'L ( Transactions, 
tome V.) 
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Par cette dernière forme on voit que l'équation 

(7) d'V du2 + E d'V dx' =0 

est satisfaite pour toutes les valeurs de x,, x
a

, etc., quand u n'est pas 
égal à zéro. Nous pouvons donc dire que pour toutes les valeurs de x

t
, 

x
2
, etc., et pour toutes les valeurs de u entre ο et oc, cette équation 

est satisfaite. Mais à ces limites il est bien facile de trouver la valeur 
de V, et c'est ce que nous allons maintenant faire, pour en déduire 
la valeur générale. 

Quand u =o, la quantité sous les signes d'intégration, dans l'expres-
sion Λ , s'évanouit pour toutes les valeurs de ξ,, ξ

2
, etc., qui ne sont 

pas égalés a x
t
, x

a
, etc.; d'où il suit que, dans ce cas, 

i_ r03 r* 1,2 ir... dittili.. /I—/ — 'if Í 

i_ r03 r* 1,2 ir... dittili.. /I—/ — 'if Í 

i_ r03 r* 1,2 ir... dittili.. /I—/ — 'if Í 

i_ r03 r* 1,2 ir... dittili.. /I—/ — 'if Í 

i_ r03 r* 1,2 ir... dittili.. /I—/ — 'if Í 

De plus, quand u — ce , la valeur de V est zéro. 
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\insi, on voit que V a la même valeur que l'expression 

[(a?, — x,)2+ (x, — ·.+ (x'„ — xny-h(u' -+■ «)*] 2 

quand u — o, et quand u— ex, pour toutes les valeurs de x
t

, .r
t

. 
r

2
, etc., ce qui suffit pour en conclure que 

[(a?, — x,)2+ (x, — ·.+ (x'„ — xny-h(u' -+■ «)*] 2 

pour toutes les valeurs positives de u. En effet, le second membre de 
cette équation satisfait à l'équation (7) pour toutes les valeurs positives 
de M, en supposant u' une quantité positive, et aux limites 

u — ο et u — ce 

la même valeur que V; d'où il suit, par un théorème de Ureen, 
démontré dans le Mémoire cité ci-dessus, que l'équation ίη) doit sub-
sister pour toutes les valeurs de u entre ces limites. 

On peut déduire, de ce que nous venons de démontrer, la solution 
du problème suivant : 

Étant donnée, pour toutes les valeurs de ξ,, ξ
2
,..., £„, la valeur de 

l'intégrale multiple 

[(a?, — x,)2+ (x, — ·.+ (x'„ — xny-h(u' -+■ «)*] 2 

où m' et p'sont des fonctions quelconques de a?,, x
2
,.... x'„, soit pro-

posé de trouver la valeur de 

[(a?, — x,)2+ (x, — ·.+ (x'„ — xny-h(u' -+■ «)*] 2 

où χ,, a:
2
,..., ,r„ sont des quantités quelconques, et u une quantité 

positive. 
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En effet, en dénotant l'expression (a) par φ', et l'expression (b) par a. 

nous avons, par le théorème démontré ci-dessus, 

[(a?, — x,)2+ (x, — ·.+ (x'„ — xny-h(u' -+■ «)*] 2[(a?, — x,)2+ (x, — ·.+ (x'„ — xny-h(u' -+■ «)*] 2 

[(a?, — x,)2+ (x, — ·.+ (x'„ — xny-h(u' -+■ «)*] 2 

OU 

[(a?, — x,)2+ (x, — ·.+ (x'„ — xny-h(u' -+■ «)*] 2 

Mais, par hypothèse, 9' est donné pour toutes les valeurs de 
ξ,. S2,..., ξ„; d'où il suit que l'équation (c) contient la solution du pro-
blème. 

On peut aussi déduire de l'équation (5) l'expression 

[(a?, — x,)2+ (x, — ·.+ (x'„ — xny-h(u' -+■ «)*] 2 

par laquelle nous pouvons déterminer ç, quand on nous donne seule-

ment la valeur de c^~, 
Pour le cas particulier de 

u' — ο. 

ce théoreme id) est compris dans un théorème que Green a aussi 
donné, et où le nombre η qui entre dans l'exposant du dénomina-
teur peut différer du nombre î des variables, la seule condition entre s 
et η étant 

η — s -4- t > o. 
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Mais c'est seulement dans le cas de 

η = s 

que le théorème général (d) a lieu. 
Appliquons maintenant ces formules au cas de 

Il — 2 , 

et substituons x, y, ζ pour χ
H
, x2, u, et ξ, vj pour ξ,, ξ2. 

Les équations (<?) et (d) deviennent 

[(a?, — x,)2+ (x, — ·.+ (x'„ — xny-h(u' -+■ «)*] 2 

et 

[(a?, — x,)2+ (x, — ·.+ (x'„ — xny-h(u' -+■ «)*] 2 

ou dénote la valeur de ̂  dans le point (ξ, yj, o). 

La première de ces formules peut se déduire d'un théorème très-gé-
néral que Green a donné dans son ouvrage intitulé : Essay on the 
application of mathematical analysis to the theories of electricity and 
magnetism [*]. 

On peut démontier la seconde par la méthode suivante : 
Considérons χ', y', z' comme les coordonnées d'un point P', ou il 

y a une quantité de matière ρ' dx' dy' dz', attirante suivant la loi du 
carré inverse de la distance. La quantité φ sera le potentiel sur un 
point Ρ (χ y ζ), au-dessus du plan (xy), d'une quantité de matière M 
distribuée d'une manière quelconque au-dessous de ce plan ou sur le 
plan. Maintenant on sait, par un théorème que Gauss a donné le pre-
mier pour une surface quelconque, qu'il y aune distribution détermi-
née d'une quantité de matière sur le plan (xy) qui produira le même 
potentiel que M, sur les points au-dessus de ce plan. Soit k la densité 

[*] Xoltingham, 1828. Cambridge, Deighton. 
Tome X. — AVHII. I8'(5. 

J9 
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de cette distribution en un point Π (ξ, -η), de sorte que 

[(a?, — x,)2+ (x, — ·.+ (x'„ — xny-h(u' -+■ «)*] 2 

ce qui donne 

[(a?, — x,)2+ (x, — ·.+ (x'„ — xny-h(u' -+■ «)*] 2 

Prenons maintenant ζ = ο, et soient k et les valeurs de k et 

de au point {x,y, o). Nous avons 

[(a?, — x,)2+ (x, — ·.+ (x'„ — xny-h(u' -+■ «)*] 2 quand z = 0 

= — k.m, 

puisque la valeur de l'intégrale dans le second membre est — ir., quel 
que soit 2; et nous concluons que 

*=-=•(2)· 
d'où l'équation (f) se trouve démontrée. 

On doit remarquer ici que la quantité totale de la matière distribuée 
sur le plan xy est égale à la quantité M, dont, elle est représentative . 
comme on peut le vérifier facilement. 

Il existe aussi une application de ces formules à la théorie de 
la chaleur. En effet, soit (p la température permanente d'un point P, 
d'un solide infini, échauffé par des sources quelconques distribuées 
sur le plan xy, ou en dessous. Si la température de chaque point Π 
du plan xy est donnée, la formule, (e) nous conduit à déterminer la 
température d'un point quelconque Ρ au-dessus de ce plan. Par 
exemple, supposons que la température d'une partie A de ce plan a 
une valeur constante c, et que la température à chaque point du plan 
qui ne se trouve pas dans A est égale à zéro, et considérons la partie A 
comme limitée par deux droites parallèles à l'axe de y, et situées à des 
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distances égales à «, sur chaque côté de cet axe. Dans ce cas. la for-
mule (e) devient 

= - (arc tang —-— — arc tang —;—1= - (arc tang —-— — arc tang —;—1 

= - (arc tang —-— — arc tang —;—1 

= - (arc tang —-— — arc tang —;—1 

d'où nous concluons que les surfaces isothermes qui correspon-
dent à ce cas sont des cylindres à base circulaire. Soit AA' la ligne 
d'intersection de la partie A du plan xy avec le plan xz. Les bases 
des cylindres isothermes sont les segments de cercles décrits sur la 
droite A A'. 

On peut remarquer que cette application que nous avons donnée, 
et toutes les autres qui se rapportent aux cylindres isothermes, peu-
vent être déduites des formules générales en prenant 

η — ι. 

Paris , le 21 février 1845. 
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