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DEMONSTRATION

D’UN THEOREME D’ANALYSE;

Par M. Wnan THOMSON.

Nous nous proposons ici d’évaluer Iintégrale multiple, & n va-
riables,

T et dgldgz-t-dgn
im]—vlu -1 n_y’

e e U U I (T R R A A I

ou, comme on le peut écrire, pour la brieveté
[' o
S

Nous représenterons la valeur cherchée par U.

Pour la trouver, soit u +u'= a, les quantités « et u’ étant prises
positivement, et posons

[2]"

n-+-1 -1

(EE—w)+u] ® [2E—a')tur] ®

, - I 1
(1) R = — .
A n-—1 n—1

[FE—af+0] * [Z(E—a) + (2u— 0] 2

2 “,‘ R, - - - ! .
‘ n—g’

[(2(E—2"} +(a—op] 2

o nous tirons

—a2(n—1uU = [f ]n R’ % [4€]", quand o = 4.

— ®

On voit que le second membre de cette équation s’évanouit quand
Tome X. — AvpiL 1845. 8
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¢ = 1= o, et qu'il ne devient jamais infini, méme quand ¢ est égal
a4 0, 2u, ou «. Ainsi, on peut écrire

—a—nuU= [ [f JE T - w ) Lz ar

Maison a

ST et dgao=[ [~ ]f‘if;‘jj‘j dzp
=] e e - f] [ R =y

En prenant I'intégrale par rapport & ¢ entre les limites — o et «, l¢
premier terme s’évanouit puisqu’a chaque limite R = o. Ainsi I'équa-
tion précédente se réduit a

—a2(n—1)ul = j:; [f:l]n (R’ {:‘)R R ¢ > [de]" dy.

Oron a

R 'R’
v e T %

équation qui est satisfaite pour toutes les valeurs de v entre les limites
indiquées, puisque la valeur a n’y est pas renfermée. Combinant cette
équation avec la précédente, on en conclut

——z(n—l)uU:fu [fm:l <R’ <R de;lg{z’) Elrde.

En intégrant par parties un des termes de cette équation, on «

[0 rg egrar
= [T r ) e
== [T ) e e

— _w[f_w] R'ff‘ [d2]" dv,

puisque. a chaque limite, les parties intégrées s'évanouissent. Fa
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appliquant un procédé semblable i chaque terme contenu sous le
signe 2, il vient donc

—2(n—1)ul = f_: [‘fj;j]” R’ (%}R ~E((l—;51}> [dE]" do.

Mais, en appelant Q et Q' les deux parties de R dans I'équation (1.
de sorte que R = Q — Q’, nous avons

d:Q aQ
do? _'_Z dgr v

pour toutes les valeurs des variables v, &, etc., comprises entre les
limites de I'intégration; ainsi il reste simplement

— 2(\n-— |)1¢U:£l;[:[a®],;R’ (%2%—4—2%;9—) [a’ég]”dv.

Pour déterminer la valenr de cette expression, nous observerons que
la quantité sous les signes d’'intégration ’évanouit pour toutes les va-
leurs des variables qui différent sensiblement de celles exprimées par

V=0, & =ux, gy = Xey ete.,

et que, ’ailleurs, si 'on considere séparément les termes du second
membre, on trouve pour chacun une Intégrale convergente; d’ou il

suit qu’en appelant P la valeur que R’ prend quand les variables ont
ces valeurs, nous avons

3) —am—nuU="p fff(il;—? -+ Z%?) dvd&, de,.. dz,,

ou les limites des intégrations peuvent étre quelconques,, pourvu
qu’elles comprennent les valeurs o, Lyy Xay etc. En considérant se-
parément les divers termes de cette expression, intégrant chacun
d’eux une fois, en limitant intégration aux valeurs positives de Ia

variable par rapport i laquelle Pintégration se fait, puis doublant le
résultat, on obtient

4) —-n(n‘—1)uU:2P<ff~-%?d‘:f,d£_2...-+—ffg§dvd'cfg...+etc.‘)-
(8.
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Posons maintenant
E, = v, + Xy, E, = v, + x,, etc,
el
02 4+ 92 ..+ V2 =10,

ce qui donne

1 dQ n—1 dQ n—1
Q=5 G = " @ T e o A
Nous pourrons étendre les intégrations, dans I'équation (3). a
toutes les valeurs positives ou négatives des variables données par
Vinégalité

p2 4+ 93 o4 03 4 —l—v,?Za“,
et puis, les limites dans I'équation (4) seront toutes les valeurs qui sa-
tisfont & I’équation
p? 4 p? 4 o4kl =a’, ou r‘=a,
ce qui donne

d n—1 d n—1
Q_ _ 2Tl NQ _ =iy, et
do att! de, a™t! ’

Si, dans les intégrations, nous ne prenons que les valeurs positives

3

des variables qui satisfont 4 I'équation des limites, il faudra multiplier
chaque intégrale multiple par 2. Ainsi nous avons

W =22 (ff...vdy, dvye..dyy + [f...v dvdy,... dv,—+ etc.

art+!

n L
= M]f...(ﬁ — g2 92— — 92 dy, dyy.. do,

artt 1

e )P ot — b= fy— L) LT LT 157 dl, dl,... di,,

ou les limites comprennent les valeurs positives données par Pinégalité

I + 14+ l,,z 1,
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ce qui, d’apres un théoreme de M. Liouville, se réduit a

L\ -
T (_* . T ) "‘_’-
- 2 n 570 ™ 7
nlU=n+1)P - f (1t — kPR dh=— - P.
r (1 -+ —) 0
N 2
En se rappelant que P est une fonction symétrique par rapport aux
deux systémes de variables «, «,, a, etc., et &/, x,, x,, etc., on
voit que zU = &/U’, en désignant par U’ la fonction qui correspou
a Uj d’owr il suit que

& [dE]"
u l:f ] LA | n~—1
- 0 —_—

S(E—ap+u]® [E{E—a' V4 u] *

| [
(5) =l [} ek =

[B{E—x' p+u?] ® [S(E—a)} + u’]T
n-41

2

k3 I

n—1

\ A 2= 1 ——
\ ! ( 2 )[Z(x—x’)”-—k(u—ku’)*] 2

Nous ajouterons ici une autre démonstration de ce théoreme comuie
exemple d’une analyse remarquable donnée par Green, dans son Me-
moire [*] intitulé : On the determination of the exterior and inicrior
attractions of ellipsoids of variable densities.

En effet, soit

6) v=1[] L =

[2(e—af +u) ® [S(E-—afb ) ®

ce qui est aussi égal a

1 d B 2 7] Ed&]u ;
n—1 du — H—~1 n—1

[2(8— ) w] * [s(5—aFtut]

[*] Lu & la Sociéte philosophique de Cambridge, le 6 mai 1833, { Pransactions,
tome V.)



JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Par cette derniere forme on voit que Péquation

[ d_?Y.. ﬂ——-
Y du? JPZ das T o

est salistaite pour toutes les valeurs de Xy Xy,

la valear générale.

Quand # =o, la quantité sous les signes d’intégration, dans expres-

etc., quand « n'est pas
eaal i zéro. Nous pouvons donc dire que pour toutes les valeurs de -,
xys €fc., et pour toutes les valeurs de u entre o et ce, cette équation
est satisfaite. Mais & ces limites il est bien facile de trouver la valeur
de V, et c’est ce que nous allons maintenant faire, pour en déduire

sion 'V, s'évanouit pour toutes les valeurs de &1, &y, etc., gui ne

pas egales a &, a,, etc.; d’ou il suit que, dans ce cas,

dz, dz,...dz,

H—}

1 & qu
=TT, I
- v — N ——

(142" 4- 27 —ezi)

o | xfm f‘“ LT Ll
. [ L S

.—ff,:)

i SRS ST N,

De plus, quand « = «, la valeur de V est zéro.

sy
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Ainsi, on voit que V a la méme valeur que Pexpression

n—+1

- 2

)

‘n -1 n;f

\"27) p— et e
quand # = o, et quand x = <, pour toutes les valeurs de x,, &
ty. etc., ce quisuffit pour en conclure que

g

n—1r
2
kig 1
V = :

741 =1
2 [f{e— 2"} +{u+u")] 2

pour toutes les valeurs positives de «. En effet, le second membre de
cette équation satisfait & Y'équation (7) pour toutes les valeurs positives
de «, en supposant /' une quantité positive, et aux limites

iU—0 et u— =

la méme valeur que V; d’ou il snit, par un théoreme de Green,
démontré dans le Mémoire cité ci-dessus, que I'équation {7) doit suh-
sister pour toutes les valeurs de u entre ces limites.

On peut déduire, de ce que nous venons de démontrer, la solution
du probléme suivant :

Etant donnée, pour toutes les valeurs de &,, 2,,..., £,, la valeur de
Vintégrale multiple

:
. o' dx’ dx',. . dx,
(1) B U - e S
a n—1

[ — B (@, — )t ot (o — B ] 7

ouz’ et p’ sont des fonctions quelconques de &, &,,.... «,, soit pro-
posé de trouver la valeur de

‘b S o’ dx' da',... dx,

(e, —z )4 (2, — 2+ o (2, — 2, (a +-u)] >

e

n—1

OU Xy, Xyy.p X, SONt des quantités quelconques, et z une quantité
positive.
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En effet, en dénotant I'expression (@) par ¢/, et expression (b) par ¢.
nous avons, par le théoréme démontré ci-dessus,

(741
ltF(T L , T @ Tn [dE]H
D= __“;T—;T—*‘SF d‘z-ld.x:!...dx,,-[f J - P ne—1

— = P .
bl 2 [Z(E——x}“—i—u?] 2 [Z(E——‘JE‘,}?—J—MM—‘. 2
n-+1
nl| ———] . o« - , , )
— ) ' " [dE]" pldx dx,... dx,
- .n_—z—l—ﬁ Vo) oo w1 - - n—y
= 2 [ —az)+u?] * [E(—a' Ft-u"] 7
ou
n—4-1
, Iy ) lfvc J o [d5 )
() QP = ! .
! nit e n-t
w [2(E—a)+ u] *

Mais, par hypothese, ¢’ est donné pour toutes ies valeurs de
i £330y §y; douil suit que 'équation (¢) contient la solution du pro-
bleme.

On peut aussi déduire de I'équation (5) I'expression

741 do’ o
“ r(_;j. LT e
gl{, o= — ———— 9
o ' ot — = il
(n—x:;r 2 [Z(E—a)y4u?] 2

par laquelle nous pouvons déterminer ¢, quand on nous donne seuie-

de’
went la valeur de ==
du

Pour le cas particulier de

w = o.

ce théoreme (d) est compris dans un théoréme que Green a auss
douné, et ou le nombre n qui entre dans exposant du dénomina-
reur peut différer du nombre s des variables, la seule condition entre s

el 7 Atant

=84+ 1 > o0
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Mais c’est seulement dans le cas de
n—s:
que le théoréme général (d) a lieu.
Appliquons maintenant ces formules au cas de

n=a,

et substituons &, y, z pour x,, x,, u, et &, n pour &,, &,.
Les équations () et (d) deviennent

oz foo fcc (P,dgdn
o 27 —-— —CD[(E 7‘7

— x4 (n—y) 42

e)

-3

et

. . i o) w (%)dgdﬂ
1\]) H = — ;—;f f .
T

E—af 4=y + )7

-3

oy , do .
ou (£> dénote la valeur de - dans le point (£, », o).

La premiére de ces formules peut se déduire d’un théoréme trés-gé-
néral que Green a donné dans son ouvrage intitulé : Essay on the
application of mathematical analysis to the theories of electricity and
magnetism [*].

On peut démontrer la seconde par la méthode snivante :

Considérons x’, ', z' comme les coordonnées d’un point P', o il
y a une quantité de matiere o' da’ dy’ dz’, attirante suivant la loi du
carré inverse de la distance. La quantité ¢ sera le potentiel sur un
point P (x y z), au-dessus du plan (zy), d’une quantité de matiére M
distribuée d’une maniére quelconque au-dessous de ce plan ou sur le
plan. Maintenant on sait, par un théoréeme que Gauss a donné le pre-
mier pour une surface quelconque, qu’il y a une distribution détermi-
née d’une quantité de matiére sur le plan (xy) qui produira ie méme
potentiel que M, sur les points au-dessus de ce plan. Soit 4 la densité

{*] Nottingham, 1828. Cambridge, Deighton,
Tome X, — Avam 1845,

9
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de cette distribution en un point II (£, ), de sorte que

f‘x‘/'m kdEdy
0 =
Y

“[E— s+ fo— g o]

ce qui donne

@“"‘mefm kdEdn
dz —mJ—

[(E—a)+ (a—y)+ z’]"3

. . dr
Prenons maintenant z = o, et soient & et (ZZ) les valeurs de £ et
/o

\

de % au point o). N
7 au point (x, ¥, o). Nous avons

do « e 2 dEdy
(,5) = "/ff f : 30 quand z=o,
\ /0 -— —Qe[(g_x)2+(n~y)z+zz]2

= — f.am,

puisque la valeur de Iintégrale dans le second membre est = az, quel
que soit z; et nous concluons que
I d.
k== (%),
d’ou équation ( f7) se trouve démontrée.

On doit remarquer ici que la quantité totale de la matiere distribuée
.sur le plan xy est égale 4 la quantité M, dont elle est représentative .
comme on peut le vérifier facilement.

Il existe aussi une application de ces formules 4 la théorie de
la chaleur. En effet, soit ¢ la température permanente d’un point P,
d’un solide infini, échauffé par des sources quelconques distribuées
sur le plan xy, ou en dessous. Si la température de chaque point 11
du plan xy est donnée, la formule (¢) nous conduit & déterminer la
température d’un point quelconque P au-dessus de ce plan. Par
exemple , supposons que la température d’une partie A de ce plan a
une valeur constante ¢, et que la température i chaque point du plan
qui ne se trouve pas dans A est égale 4 zéro, et considérons la partie A
comme limitée par deux droites parali¢les & 'axe de y, et situées & des
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distances égales & a, sur chaque coté de cet axe. Dans ce cas, la for-
mule (e) devient

chov ¢ dE dn

@ = —_— -
- 3
! T — ®mJ_a bl

(E— x4 (1 —y)4 2]

I

T -+ a £ —a
<arc tang - — arc tang )

2 z
14 2az
== ;r - arc tang m,

’oti nous concluons que les surfaces isothermes qui correspon-
dent 2 ce cas sont des cylindres 4 base circulaire. Soit AA’ la ligne
d’intersection de la partie A du plan zy avec le plan az. Les bases
des cylindres isothermes sont les segments de cercles décrits sur Ia
droite AA’.

On peut remarquer que cette application que nous avons donnée,
et toutes les autres qui se rapportent aux cylindres isothermes, peu-

vent étre déduites des formules générales en prenant

n o= 1.

Paris, Ie 21 février 1845,

19



