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MEMOIRE

SUR DIVERSES PROPRIETES

DES SURFACES DU DEUXIEME ORDRE
DEDUITES DE LA THEORIE DES FOCALES:

Par B. AMIOT.

1. Dans un précédent Mémoire, qui a obtenu Iapprobation de
I’Académie des Sciences (voyez le tome VIII, page 161 de ce Journal;,
nous avons établi qu’il existe en général, pour toute surface du
deuxieéme ordre, deux courbes qui jouissent de propriétés analytiques
et géomeétriques analogues i celles des fovers dans les sections co-
niques. Nous nous étions attaché dans ce premier Mémoire & découvrir
celles des propriétés de ces courbes qui correspondent aux propriétés
essentiellement caractéristiques des foyers ordinaires. Dans celui-ci
nous allons chercher i établir plusieurs théorémes nouveaux qui cor-
respondent & d’autres propriétés des foyers et qui étendent de plus en
plus I'analogie cntre les focales des surfaces et les foyers des courbes
du deuxiéme degré. Nous ferons ensuite Fapplication de quelques-unes
de ces propositions & la résolution de certains problemes relatifs anx
surfaces du deuxiéme ordre : on verra par la que les résultats de notre

analyse peuvent devenir de quelque utilité dans les applications géo-
métriques.

2. 8 lon fait, sur une surface du deuxiéme ordre doude dun
centre, une scction par un plan perpendiculaire a I'un quelconque des
axes, et que, par les différents points de cette section, on méne des
plans tangents a la surface, le liew des pleds des perpendiculaires.
abaissées de Uun des deux Jorers conjuguds a la section sur la direc-
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trice indéfinie de ces plans, est towjours un cercle dont le plan est per-
pendiculaire & celui de la focale. v

Soit ze’ une section par un plan perpendiculaire au petit axe d'un
ellipsoide par exemple, et scient I, F', les deux foyers conjugucs; la
perpendiculaire F; P abaissée du foyer F, sur le plan tangent & la sur-
face en un point quelconque M de la section «, sera dans le plan des
deux rayons vecteurs F, M, F',M, puisque ce plan contient la normale
a la surface au point M, et de plus, rencontrera le deuxiéme rayon
vecteur F', M a une distance du point M égale au premier rayon vec-
teur F,M, puisque ces deux rayons vecteurs sont égalementinclinés sur
le plan tangent. Si donc on joint le pied P de la perpendiculaire I, P
au milieu N de la distance focale F,F',, la ligne PN sera paraliéle an

~4-r'

. ’ \ . 7 .
deuxiéme rayon vecteur et égale a la demi-somme —-—, qui est con-

ax’
Va— e
de Yun quelconque des pieds P des perpendiculaires PF,, la distance
du point N, dont les coordonnées sont

stamment . Or, si nous désignons par x, ¥, Z les coordonnées

x=o0, y=Yy e z2=0;,
au point P, sera
\//x2 e (] __‘},.1)2 . 22’
et, par conséquent, nous voyons déja que tous les points P appar-
tiennent a la sphére qui a pour équation

arx’?

{1 xt +(y — y’)? o= EL

a*—c¢?

Si oUS NOTMONS Xy, ¥ys Z4 l€8 coordonnées du point de tangence M,
le plan tangent aura pour équation

XX Y 53
at b? c?

et Pon aura, pour déterminer la perpendiculaire F,P, les équations

r . PR A
x—x =——2, y—Y "Mb‘-'z.z'

Par conséquent, les valeurs de x, ¥, 2, communes a ces trois équations,
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appartiendront au pied P de la perpendiculaire. D’ailleurs, on a, entre
les ordonnées y, du point Met y’ du foyer F,, la relation

b2 ¥ 4

-7' - c‘—'f?

Si donc on élimine Xy, ¥y, 2, entre ces uatre équations, on aura
une nouvelle équation en &, y, z qui appartiendra & une surface sur
laquelle seront situés tous les points tels que P. Des trois dernieres o
dédnit

_ by _ ey’ __ ayz—a
A e [t I e P [ 5

et, en substituant ces valeurs dans la premiere, on obtient
. p et — b
{2) x(x—x2)+y(y—y')+ 2 + S (y —y)=o.

équation d'une deuxieme sphere qui passe par le point F, et par le
point N, milieu de la distance focale F,F',, car elle est vérifiée pour

‘ x=x, y=y', 5=o0,
ainsi que pour

xr=o0, y=2x" z=o0

Elle a, d’ailleurs, son centre situ¢ dans le plan des Xy, qui est celui
de la focale, et par conséquent le lieu de tous les points tels que, P
éiant Vintersection des spheres (1) et (2), notre théoreme se tronve
complétement démontré. :

3. On pourrait déterminer directement lc centre et le rayon de la
spheére (2), mais on y parvient plus aisément de la maniére suivante :

En retranchant les équations (1) et (2), on a la projection sur le
plan des xy du cercle d’intersection des deux sphéres, o’est-a-dire
I'équation du diamétre de ce cercle,

Zap ! ol
a'y'x

xy'xl =y =y Wyt 4t - b=

a:— bt

qui devient

(5) xf’(ja2 — ¢?) _\),.x: et — b:) = (a® -+ b — ¥ J:‘")”f
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attendu que de Péquation de la focale

on déduit

J,/2+c2 _52 —

D’ailleurs, la tangente a la focale menée par le point ¥y, dout les
coordonnées sont ¥’ et &/, a pour équation

7'y z'z
<,‘l> ct— b2 -+ prypria s

et I'on s’assure aisément que les équations (3) et (4) appartiennent 4
deux droites perpendiculaires entre elles., On voit, en outre, que
Iéquation (3) est vérifiée par les valeurs

b1y’
)

e b

x=ux', e y— —

qui déterminent le point ot le prolongement de Pordonnée du foyer I,
coupe 'axe de la section aa’. Donc enfin :

Si par le poini N, milieu de la distance focale et centre de la pre-
miere sphére, on méne une parallele & la tangente a la focale passant
par le deuxiéme foyer F'y, cette droite contiendra, 1° le centre de la
deuxiéme spheére au point ou elle sera rericontrée par la perpendicu-
taire élevée sur le milieu de NF,, et 2° le centre du cercle d’intersec-
tion des deux spheres au point ou elle sera rencontrée par la perpen-
diculaire abaissée sur sa direction du point d’intersection de 'ordonnée
du foyer I, et de I'axe de la section ao'.

4. Le méme théoreme et la méme construction sont encore appli-
cables aux deux paraboloides, mais seulement pour des sections faites
par des plans perpendiculaires a I'axe. Pour les autres sections, on a
le théoreme suivant :

Si dans un paraboloide quelconque on fait une section oo par un
plan paralléle a Uaxe et perpendiculaire au plan dune focale (un des
plans diamétranx principaux), puis que Lon méne par les différents



PURES ET APPLIQUEES. .

pounts de cette section des plans tangents & la surface, le iicu des piedts
de toutes les perpendiculaires, abaissées du rovER conivcut sur la di-
rection indcfinie de tous ces plans, est une dyoite perpendicuiaire au
plan de la focale ot passant par le miliew de la distance du foyer con-
jugué aw pied de Paxe directeur correspondant.

Sotent’, y' les coordonnées du foyer Py, et &y, y,, z, cellesd’un point
quelconque M de la section a2’ d’un paraboloide elliptique par un
plan parallele a 'axe et perpendiculaire an plan diamétral principal

dont la section a le plus grand parameétre. On aura entre et ¥ da
relation

Py

o

P =

et fa perpendiculaire abaissée du foyer Iy sur le plau tangent en
aura pour équations

iyl

v

X' = — £ oz, y—1' = P
z, S I
Si entre ces trois équations on élimine y, ¢l z,, on aura 1ne nouvelle
équation en x, ¥, z qui contiendra toutes les perpendiculaires abaissées
du foyer ', sur les différents plans tangents a la surface en chacun des
points de la seciion a2’ Pour cela, je substitue, dans la troisicme équa-
tion, les valeurs de y, et z, fournies immédiatement par les premiéres,
et yobtiens

’

y=xyip—p o4 oa— x') y' == 0.

equation d’un plan perpendiculaire a celui de la focale passant par le

foyer T, et contenant Yaxe divecteur. Tlle est, en effet. vérifice pour
X = o=y,

coordonnées du foyer, et pour

128

X =ax — p'. =
Y=

coordonnées du pied de la dirvectrice.
D’ailleurs, une certaine perpendiculaive I, P renconive 'axe di-
Tome X. ~ Mans 1845, i5
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recteur en un point G situé sur la paralléle a Iaxe de la surface menée
par le point M, et Pon a

MF, = MG ;

de plus, le plan tangent divise en deux parties égales Pangle de ces
deux droites. Donc il passe par le milien de sa perpendiculaire I',G, et,
par suite, le lieu des pieds de toutes ces perpendiculaires est une droite
paralléle a Paxe directenr et passant par le milieu de la distance F,D,.

3. Te lieu de toutes ces droites cst évidemment une surface cylin-
drique dont la base, située dans le plan de la focale, est le lien des
droites qui joignent les différents points de la focale aux pieds des axes
directeurs correspondants. Or les coordonnées de 'un de ces points,
de celui qui correspond au foyer F,, sont

£ = x — l), et n = ');r e —_———/)”Y, ]
@ o 2, 2 2{p—p')
d’ot1 Pon déduit
ax = & S el o 2p—pl
) L= op—p'

En substituant ces valeurs dans Véguation de la focale qui est
1 q

= (p—pix

/

—p'

on obtient

pt = fﬁ“l),)“
r—p

G VY

2

équation d’uue parabole qui a méme sommet que le paraboloide.

6. Si dans une surface quelconque du deuxiéme ordre on Jait wie
section parun plan perpendiculaire a Uun des axes, et que, par un point
de cette section, on méne un plan tangent a la surface, le rectangle des
perpendiculaires , abaissées des dewsx Joyers conjugués a la section sur
ce plan tangent, reste constant quel que soit le point de la section par
lequel on a mend le plan tangent; et, lorsqidon passe dune section a
une section paralléle, ce rectangle varie proportionnellement au carre
de la distance des deus: foyers conjugués correspondants.

Considérons toujours Ja section zof faite sur un ellipsoide par un
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plan perpendiculaire an petitaxe, et soient ', ¥’ les coordonnées du
foyer conjugué F,, celles du deaxiéme foyer I, seront —x', ¥, et
nous aurons pour la longueur des perpendiculaires d, d’ abaissées de
ces deux points sur un pian tangent en un point &,y 2y quelconque
de la surface

x'x,

d = “

]
'll o
i

Les coordoundes du point de tangence satisfont 4 la reiation

2 2 2
z
Periys
a b*

et pour exprimer que ce point appartient 4 la section o0, dout I,
et F', sont les foyers conjugués, on ales deux relations
b’f)./ ,‘./2 .’L‘l"

Y= — - — e = — 1

t—p? ct— p? al— ¢?

d’ou Von déduit aisément

L2
Yy

I3

Or, ona

et, par suite,

Toah xt
i s — —
al ctx'

:’/({I: —ﬁ_\%j— = -, .
1

w—e)| T e
&=y — T
at— ¢)? «’
. )
Par un calcul tout i fait semblable, on trouve pour le paraboloide

P )
p—p

et, par conséquent, dans toute surface du denxicme ordre, le rec-
»
15..
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tangle dd’ varie proportionnellement au carré de la demi-distance des
foyers T, , F',.

7. Sinous désignons par r et r' les deux rayons vecteurs menés du
point M aux deux foyers conjugués, on a, dans Vellipsoide,

et. par suite,

Dans le paraboloide,,

rrt .,\/7])
5 =J 1)——1)'7

d’ol résulte

dd’ (r—}—r’)ﬂ plop

%. En ajoutant les deux valeurs de d et d’ du n® 6, ou trouve taci-
lement

rny' .
idd . b
’ TN
al b

Daillenrs, si Von fait le rectangle des deux rayons vecteurs ret r’, on
trouve immeédiatement

: a1 402
Q€r— ¢ a'x
g = T TR e
a’ 7(”.' —_ Cz)z 1~
et, par suite, on a
Cel A2 arera
rr’ ‘ —"*"”'B _ T
% 2 / K(lz —_— (,’“)"
On trouve aussi
,",‘,+,_ pin 2 arerx’
(Il(/( { ) = vl
(‘QY__ ('.lj,'

;
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ef par cons¢quent

d+d  r+4r 7 -
2 7 2

¢'est-a-dire que :

Si Lone méne un plan tangent a une surface du derwicime ordre en
1un point M quelconque et que Uon joigne ce point aux deux fovers con-
jugues, puis que Uon abaisse de ces mémes Joyers des perpendiculaires
sur le plan tangent, les moyennes arithmétiques des rayons vecteurs
et des perpendiculaires seront constamment proportionnelles caiex
moyenues géométriques de ces mémes lignes.

Ceci, du reste, est une conséquence facile a déduire géométrique-
ment de ce que les rayons vecteurs r, r’ sont situés dans le plan des
deux perpendiculaires o/, d’ et également inclinés sur le plan tangent.

). Abaissons du centre de Iellipsoide une perpendiculaire ¢ sur le
méme plan tangent, nous aurons

8 I ude

\/rf " ¥ - z? \/m_cz a‘x'? )
—Z <2 —L —_ _
at b1 ot at (Cl’— (.2): '»

Papres les formules du n° 6.

En comparant cette valeur a celle du rectangle rr' dn numero pré-
cédent, nous avons
rr’ = ac?,
ou bien
dia:ic:yrr,
relation qui a pareillement lieu dans une ellipse dont les demi-axcs

sont a et .

10. Désignons par = la longueur comptée sur la normale i partir

du point de tangence M jusqu’a celui o cette droite rencontre le plan
de la focale. Ona

2

/o / 2 2
n = ",17+(\.)’4“.7) + 27

et si 'on remplace dans cette expression z,, y, et ¥’ par leurs valeurs
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n® 6, on irouve aisément

g lat—et) | a'z™ 2
= 4 2 Ny X5 |
« (e — c?) !
On en déduit
;o nt 4 . =
(T X =" oubien alciiyrrin.
N rr a’ .

Pour un paraboloide on trouve, par un calcul en tout semblable.

(2] ”:7 7.

N rr P

Donc, si nous appelons la quantité désignée par » la longueur de la
normale, on voit quc :

Dans toute surface du dewxiéme ordre le carré de la longueur de
la normale en un point quelconque reste dans un rapport constant avec
le rectangle des dewx rayons vecteurs menés de ce méme point aux
deux foyers conjugucs.

11. En désignant par ¢ angle de la normale avec chacun des deux
rayons vecteurs menés d’un point M quelconque aux deux foyers con-
jugués, nous avons trouvé

at—ct ey
v —_ L4 2 A o
1ang V—Zﬁvb Zl—i—(,")"‘.

Or, si nous remplagons dans cette formule z, ct ¥, par leurs va-

leurs (6), pous avons

ai— ot /*x/‘z &t
tang ¢ = - e —
ang cx! V al—c* at
et nous en déduisons
't
cos? ¢ — o - = .
{a? — ") a'x’? .
O, - e — .Z‘z
a* k“: _ ('.2/\)2 ',

En multipliant cette valeur par celle de #* du numéro précédent, on

obtient

cx

nCos Yy — — ——=—"
aya—c*
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Ansi: Dans toute surface du deuziéme ordre doude d'w, centre, fu
projection de la longueur de la normale en un point quelconque sur fu
des rayons vecteurs correspondants reste constante pourtous les points
d’une méme section Jaite par un plan perpendicidaire ¢t Uun des axes,
et varie, quand on passe d’une section  une autre section parallofe.
proportionnellement ¢ la distance des dewa Joyers conjugués.

Pour la section principale dont les demi-axes sont et ¢, on a

xr — vai — cz,
et. par suite,

(‘,‘:
nCosyY — -,
@

relation connue et facile & ohtenir directement pour une ellipse quel-
conque.

12, Soit V P'angle que fait la normale en un point quelconque M
'un paraboloide avec 'axe de cette surface, on a

1 ’,‘—E:—“"‘—'
| tang V = o VP Z3Hp oy,
d’on résulte
1

cos V= —. ——

/e

\/ P

Popn
Or, st Yon remplace z, par sa valeur tirée de Péquation de ja surface,
et 2, par sa valeur en fonction de 'abscisse 2’ des deux foyers conju -
gues a la section faite par un plan mené par le point M perpendiculai-

rement a Paxe de la surface, on trouve aisément

I

COS Y == v e
\/%ﬁ’ — ¢ _rilp—r)
» S

vt comme, d'aprés 'équation de la focale ;

on obtient enfin

COS ¢ = T e
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iyailleurs, si 'on désigne par ret ' les deux rayons vecteurs mnenes
du point M aux deux foyers conjugués, on a
R et 2 Y 2 5
(p—pr'" — iy
\P—P !
et, par conséquent, il vient
rr’cost v = pp’.
Si nous multiplions cette équaiion par Véquation (2 dii n¢ 16, nous
obtenons
ncosy = p'.

ce qui montre que: Pour chaque point d’un paraboloide quelconque . i
projection de la normale sur Uaxe de la surface est constamment dgale
au demi-parameétre de la section principale qui ne contient pas la se-
conde extrémité de la normale n.

13. Représentons par R, et R, les denx rayons de courbure princi-
paux en un point xyz quelconque d’une surface du second ordre; o
sait que 'on a géndralement

T

opys == (1 ~+
(1+p + ¢

v, g,y setd désignant , selon I'usage. les dérivees partielies des deux

premiers ordres de Pordonnée z prises par rapport & a et 3.
Pour l’ei!iPSC)'{de

2 Ve Z
— T e — =
a* 1% ‘
on frouve
. folv 4
P= a'z
cHats +r]
pP= — - ——

o'z

ei, en substituant ces valeurs dauns la premiere des deux formules
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genérales précédentes, on obtient

Fr.=
§ (azzz -+ c:xy) {”bxz: 4 02),7) — C‘.l‘Q}‘: o2 b ! e g4
S-S - . e I ey
R-‘R; 72 x? 2\ 2 ) z? x° 2\ 2 a* [)2(.-_'
albieiz? —,+».+‘Z_ atbrer _]+__}_£,
ct a b ¢ a' b

3 représentant la longueur de la perpendiculaire abaissée du centre
sur le plan tangent xyz.
T.a formule

T
EIT. T athic

a été donnée par M. Dupin dans ses Developpements de Géométrie. On
y introduira les rayons vecteurs »’, r en observant quwon a(n® %

6\2 — aZC‘."
rr’

et. partant,
1 a‘c

R = 5y
Si nous posons

ot

a ;
- =P e - =,
3 et ,
1Os anrons
r PP’ . . .
= u bien  r2r* = PP’ ¢ R,R,,
RR, o OUbien PP RR,

Pour le paraboloide elliptique, on a

dz v dz Py

dz z ;IT 71; ’

dz 7 d*z Py dz op
dx 2 dzdy T pz dy* T e

et si I'on substitue ces valeurs dans la méme formule, on trouve

o 1 _ cos'e
RR, 2 N !
1 PP’ <l +;% +F re
/
et comme
cost o — L,);/)/,
i e

Tome X, — wlars 15345. i35}
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on obtient enfin

1 )" . 2
= f%—,a ou bien r*r” = pp’ < Ry R,.

Donc: £n chague point dune surface quelconque du deuxieme
ordre, le rectangle des deva rayons de courbure principawx est propoi-
tionnel aw produit des carrés des deux rayons vecteurs menés de ce
méme point aux deux foyers conjuguds correspondants.

En admettant, avec M. Gauss, que la courbure d’une surface en

- . ’ = 1 - °
un point quelcongne soit niesuree par la fonction R on volt qu en
12

chaque point d'une surface quelconque du deuxi¢me ordre la cour-
bure est ¢galement mesurée par Piuverse du produit des carrés des
deux rayons vecteurs menés de ce point anx deux foyers conjugues
correspondants.

14. Si Yon substitue les mémes valeurs de p, ¢, r,... dans la
deuxiéme formule générale du numéro précédent, on aura, pour le
paraboloide d’abord ,

e ! 2.4 N
,{_ -+ -l— _ — i —,"i!,],_m_‘,,,a_r”\ — o !‘),—,*—,!3_:!:;..{ cos® ¢
R, R. pp’
P
d’ou résulte
pop e

R, - Ry = =

oS ¢
et, par suite,
o N _ y [ .
R,cosv + Rycosy = 2= (p + p' -+ ax),

ce qui montre gi’en chague point d’un paraboloide situé sur une sec-
tion perpendiculaire a laxe, la somme des projections des deux rayons
de courbure prilzcipaux sur l'axe reste constanle, et que pour chr}que
section, elle est égale a la somme des deux demi-parameétres princi-
paux et du double de la distance du plan sécant au sommet de la sur-
Jace.
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On trouve de la méme manicre, pour Pellipsoide,

A (A L o e S G )
R, R. . ‘ i
a'bict (ff A :—\ )
AR T

3

(e b ) (b - b

+ bty — arbiet (xF + y? + 7))
aibc “ ’

et si 'on nomme ¢ la distance du centre de Iellipsoide au point xyz,
on a enfin
I

I
TR T T e

"a.r__],_[)z_f_c:_,]:).

. N I ’
si P'on remplace dans cetie formule R par fa valeur du numéro
SR

précédent, on a

formule que M. Dupin a aussi donnée.

13. Passonsiaun autre ordre de propri¢tés, et, pour cela, concevons
un come circonscrit a une snrlace du deuxieme ordre. Ou sait que la
courbe de contact est plane et que le plan de cette courbe est dit’le
plan rorarre correspondant au sommet S du cone, lequel est le rorLk
du méme plan. Soient £, y, ¢ les coordonnées d’un certain pole S, le
plan polaire correspondant, par rapport i Iellipsoide par exemple,
aura pour équation

& Y ¢s
(P) SN A
, = T

Considérons une droite quelconque représentée par les deux équations

D) [« =msp,

ly =nz~q,

et supposons que le pole S soit situé sur cette droite,, nous aurons

[BRYY

=g + p. n=n§ +q,

et équation (1" devient

T . Yoy 2L
— e - R ) = — g
- (g -+ pi i s 1) == 7

16..
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Pour un deuxiéme pole §' situé en un point &, ', 7', de la meme
droite, on trouvera pareillement

€ N y . zt .
S p) 8 g+ =

et si 'on soustrait ces deux équations I'une de Pautre, il vient

) e

plan conjugué ala droite (D); par conséquent on a, pour déterminer
la ligne d’intersection des deux plans polaires correspondants aux deux
poles S et &', les deux équations (P)et (P’) qui sont, comme on voit,
complétement indépendantes de la position de chacun des deux poles S
et § sur la droite (D); ainsi les différents points d’ane droite quel-
conque étant considérés comme des poles, tous les plans polaires cor-
respondants se coupent nivant une seule et méme droite situdée dans
le plan diamétral conjugué a la droite des poles 8 et 5.

16. Pour obtenir la projection de cette droite sur le plan focal,
Jélimine z entre les deux éguations (P) et (P'), ce qui me donne
{"équation

- P4y

() st

p et ¢ representant les coordonnées du point ou la droite (D) rencontre
le plan des xy, et par conséquent la droite représentée par Iéqua-
tion (1) est polaire du pied de la droite (D) par rapport a la section
principale de Pellipsoide faite par le plan focal des xy-.

17. Supposots maintenant que la droite (D) menée par le pole S
soit perpendiculaire au plan polaire correspondant (P), les équations
de cette droite seront
e
—w

SV

. ne' ,
w—t=Eaot, yon=E -k,

bt
et 'on aura, pour les coordonnées du point ot elle rencontre le plan

des oy,

G — <) sl =)

P= T Y 0

" ! 1 ' T [N ER ' [
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Par suite, I'équation {1)deviendra

{V'Yl ((,'2—— bz) N .Zé lat— (,‘.‘)

b ai

= —

Iin comparant cette équation a celle de la synfocale

]'2 (cz___ b:) N (’EZ((IQ—L‘") —

bi at -

on voit que la méme projection de la droite d’intersection des difté-
rents plans polaires correspondants aux points de la droite (D) est la
polaire par rapport a la synfocale de la projection sur le plan focal
des xy du pole S par lequel on a mené la droite (D) perpendiculaire

sur le plan polaire correspondant. Donc géunéralement :

Un point S étant consideré comaie le péle d’un plan P par rapport «
une surface quelconque du deuzcicme ordre, si de ce pole on abaisse une
perpendiculaire indéfinie sur le plan polaire correspondant P, puis que
lon considére un nouveaw point S’ quelcongue de cette perpendicudaire
et le plan polaire Y’ correspondant, ies deuwx plans polaires P et P’ so
couperont suivant une droite invariable, dont la projection sur le plan
Jocal sera poLAIRE a la fois de la projection sur le méme plan du pre-
mier pole S par rapport a la synfocale, et du pied de la perpendicu-
laire D par rapport a la section principale correspondante de la sur-
Jace.

18. Si nous supposons le pole S situé suv la surlace proposce, ie
plan polaire correspondant devient le plan tangent, et la perpendicu-
laire D it ce plan est la normale & la surface en S. Du théoreme préceé-
dent nous pouvons donc déduire le suivant que, du reste, on dé-
montrerait directement de la méme maniére :

Si par un point M quelcongue d’une surface du dewxiéme ordre on
mene le plan tangent et la normale, puis que Lon circonsciive a cette
méme surface un cone ayant pour sommet un point quelconqgue de la
normale, le plan de la ligne de coniact {plan polaire du sommet du
cone) rencontrera le plan tangent suivant une droite invariable dont
la projection sur le plan focal sera poLsire « la fois de la projection
surle méme plan duw point de tangence M par rapport & la synjocale,
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et du pied de la normale par rapport d la section principale corres-
, £ P Iz
pondante de la surface proposce.

19. La trace du plan polaire (P} sur le plan de la focale a pour
¢quation

Ex ny
[— T m— I

a b
Or, p et ¢ désignant les coordonnées du point ou la perpendiculaire,
abaissée du pole8 sur ce plan, coupe celui de la focale, on a
. ap b
= .10 = ——4

¢t LT pr_
=1, par suite, la trace du plan polaire devient

e
¢ — bh* @—ct ’

équation de la polaire du point (py) par rapport 4 la focale.

Donce: 8i dun point quelconque S, considérd comme péle par rap-
port @ un plan P, on abaisse une perpendiculaire (D) sur ce plan, la
trace du plan P sur le plan focal sera la polaire, par rapport @ la fo-
cale, de la trace de la perpendiculaire D sur ce méme plan.

Et par conséquent : 87 Lon méne & une surface dv deuxiéme ordre
un plan tangent et une normale en un méme point quelconque M, ic

,trace du plan tangent sur le plan d’une focale sera polaire par rap-
port a cette courbe, du pied de la normale.

20. Revenons a la droite (D} du n® 15, et supposons qu’elle passe
par un point quelconque D, de la synfocale. En désignant par & et 5’
les coordonnées du foyer conjugué F,, on aura, pour le point D,,
arx’ . bry!

- et ¢g=Y = —

at — ¢?

p:X:

¢t — h?

Ces valeurs étant substituées dans I'équation (I) du n°® 46, on trouve

yy! xx
— - — I,

¢ — b2 a*—¢?

équation de la tangente a la fecale au point x'y’ de cette courbe



PURES ET APPLIQUEES. fu

Si I'on supposait, au contraire, la droite (D) menée par un point x'y '
de la focale, on aurait, en désignant par X et Y les coordonnces du
point conjugué D, de la synfocale,

, X(at—r¢) Y (¢t — b
_= A .

équation de ia tangente a la synfocale au point 1), de cette courbe,

Donc généralement : Le point S étant un péle et P le plan polaire
correspondant par rcapport a une surfuce quelconque du deuxicine
ordre, si le pile S se meut dans Uespace en restant constamment sur
une droite D mende par un point D, de la synfocale, le plan polaire ¥
tournera autour dunc droite fize dont la projection sur le plan Jocal
sera langente a la focale cu foyer ¥, conjugud du point 1, de la syn-
Jucale; et réciproquement. si la droite D, licw des poles, passe par te
Joyer ¥y, la ligne dintersection des plans polaires se projettera sur la
tangente ¢ la synfocale awu point 1, conjugud du_foyer ¥,.

21. Si nous considérons le cas ot le pole S coincide avec le point I,.
intersection de fa focale et de fa droite D, le plan polaire correspon-
dant, évidemient perpendiculaire au plan focal, déterminera par sa
trace sur ce plan la projection de la droite fixe du théoréme préce-
dent. D’ailleurs, cette méme intersection, tangente a la synfocale au
point D, sera polaire du foyer conjugué F, par rapport & la section
principale correspondante de la surface. 11 en sera de méme guand on
supposera le pole 8 situé au point D, de la synfocale.

Donc généralement : Les différents points d’une Jocale d’une siwr-
Jace quelcongue die dewxieme ordre dtant considérés comme des poles
par rapport @ la section principale correspondante de la surface, la
.9/7{/’00@[@ est L'ENVELOPPE de towutes les polaires correspondantes ; et
réciproquement, la focale est vVenviLopve de toutes les polaires des
différents points de la synfocale considérés comme poles par rapport a
la méme section principale de la surface.
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292. Si nous supposons que la droite D soit I'axe directeur lui-
méme, on aura, pour les deux coordonnées&, » du pole 8 situé en un
point quelconque de cette droite,

a‘x’ by’
5 Y, = — =

é J—
- 5 P o L
- at—c* ct—bF

et, par conséquent, la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan
polaire correspondant renconirera le plan de la focale au point qui
a pour coordonndées

l?— %) 0 (b* — ¢
) = e = & et ¢ = ———— = ’,
q P .

c'est-a-dire au point ¥, de la focale, foyer conjugué du pied D, de I'axe
divecteur qui contient le péle S.
Dailieurs, les équations (P) et (P} du n® 15 se réduisent a

yy'b? xx'a’

et — bt at— b -

—1 et z =03

par conséquent, la ligne dintersection des différents plans polaires
correspondants aux divers points de la directrice DD, est la tangente a
la focale aux points F,.

Donc généralement : Si un point S, consideéré comme péle d’un
plan P par rapport & une surface du deuxicme ordre, se déplace en
occupant successivement les différents points d’un axe directeur quel-
conque DD, tous les plans polaires correspondants se couperont Sui-
vant la tangente ¢ la_focale au foyer conjugué ¥, et la droite qui unira
ce point a un pole quelcorque S sera perpendiculaire au plan polaire
correspondant.

23. Lorsque le pole S occupera le pied D, de la directrice, ¢’est-i-
dire un point de la synfocale, le plan polaire correspondant sera vi-
siblement perpendiculaire au plan de cette courbe, et, par conséquent,
du théoréme précédent résulte le théoréme suivant, démontré par
M. Cauchy (voir Comptes rendus de U Académie des Sciences ,tome X1V,
page Sog et suivantes):

Le foyer¥, coincide toujours avec le pied de la perpendiculaire abais-
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see du péle D, (point conjugué de la synfocale) szr le plan polaire cor-
respondant a ce méme pole.

Nous voyons, en outre, que la droite qui joint chaque point D, de
la synfocale au foyer conjugué F, est normale a la synfocale en ce
point,

. Soit § un pole quelconque dont je représente les coordonnées
2, 1, &5 le plan polaire correspondant P coupera 'axe directeur DD,
en un point I, qui aura pour coordonnées

24
=

i
par

2z by’ o Ex’ ¥
X =22 y_— _ 2, Z:{<I— R A

~ - - ; = p : .
@ —ct et — p? 4 at— ¢? e — b

-

x', y' représentant les coordonnées du foyer conjugué¢ F,. Or, me-
nons de ce dernier point deux droites, ’'une au pole S, et I'autre au
point I, intersection du plan polaire et de 'axe directeur; elles auront
pour équations

(F,8) X — X' =az, y—y = 6z,
(F, D) X=X =o'z y—y =6z,
avec
- / 7
i—ux o n—y
o= -, £ =
¢ ° ¢
et
7,/
tt o
‘o o f—
e S
— e I — ~1= =
a'— ¢* ot a®— c? oF - h

et st Pon substitue ces valeurs de ¢, ¢y, €et & dans la formule qui ex-
prime la perpendicularité de deux droites, on tronve

Y

y- x’? ny x
{.‘U~b") at— et Cz_b? al— ¢

g -+ 66 4 =

T TS
at— ¢? - b2

attendu que, d’aprés 'équation de la focale,

2 /2
2 @
..‘7- —___.——__——....I

e — b2 al— ¢t

Tome X — Mars 1845, 17
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Donc généralement : Si Lon congoit un cone circonscrit ¢ une surface
du deusiéme ordre, et que Lon prolonge le plan de la ligne de contact
jusqi'a ce quil coupe Laxe directeur DDy en un point 1y, les dewx
droites qui joicnent ce point et le sommet S du cone au over ¥, corres-

jutjorg ) - e
pom.’fmt se coupent toujours a alzgle droit, guelle que soul la position du
cone circonscrit.

25. Lorsque le point S est situé sur la surface, le plan polaire cor-
respondant est le plan tangent, ct par conséquent :

FEtant mend le plan tangent en wn point M quelconque d'une surface
du deuxiéme ordre, le rayon vecteur qui joint le point de contact M a
un point quelconque ¥, de la Jocale est perpendicrlaire a la droite
mende de ce méme point F, a celui ote le plan tangent coupe Laxe di-
rectewr correspondant.

96. Concevonsun cone circonscrit & une surface du deuxieme ordre
et ayant le point S pour sommet, le plan de la ligne de contact conve-
nablement prolongé coupera en un point D, Paxe directeur corres-
poudant au foyer Fy; il coupera généralement aussi en deux points M
ol M la section oo’ de la surface conjugude au foyer F,. Menons la
droite F, 1), et un plan perpendiculaire a cette droite passant par le
sommet du cone et le foyer F,, la droite suivant laquelle ce plan cou-
pera le plan MM'F, et la droite F,D, diviseront respectivement en
parties égales Pangle et le supplément de Yangle des deux rayons
vecteurs MF, et M'F,.

1 effet, les deux distances MD', et MWD, visiblement proportion-
nelles aux perpendiculaires abaissées des points M et M’ sur I'axe direc-
teur DD, sont par conséquent aussi proportionnelles aux deux rayons
vecteurs MF, et M'F,, et par conséquent la droite F,D, intercepte sur
la base du triangle MM'F, des segments proportionnels aux cotés.
D’ailleurs, cette méme droite est perpendiculaire & la ligne d’inter-
section du plan du triangle MM'F, et du plan que nous avons mené
perpendiculairement 4 sa propre direction par les points I, et S.
Donc, etc.

De plus, cette intersection du plan du triangle MM'T, par celui que
nous avons mené est la projection sur le premier de la droite SF,, et
par conséquent aussi :
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La droite qui joint le sommet 8 du céne au foyer F, Jait, dans Ues-
pace, des rmglcs égauce avec les deux rayons vecteurs M, et M'T,.

Si nons supposons le sommet $ du cone situé dans le plan du
triangle MI', M, la «roite SF, se conlondra avec sa projection sur ce
plan, et Pon démontrera aisément que:

Toute tangente a la surface, comprise entre les deux tangenies M
et M'S, sera vue du foyer F, sous un angle constamment égal @ la
moitic de Uangle des deuz rayons vecteurs MF, et M'F,.

27. Admettons que le sommet S du cone circonserit coincide avec le
point T, de la focale, le plan polaire correspondant contiendra Paxe
directeur DD, conjugué au foyer F,, et chaque génératrice F,M du cone
circonscrit sera perpendiculaire 4 la droite menée du méme foyer F, au
point ott le plan tangent a la surface en M, lequel contiendra la géné -
ratrice F',M, coupera I'axe directeur DD,. Soit F, M’ une autre généra-
trice quelconque du méme cone, et soit D' le point ou le plan ME, M’
prolongé coupe Paxe directeur DD,; de ce que les carrés des rayons
vecteurs MF et M'F sont proportionnels aux rectangles des perpendi-
culaires abaissées des points M et M’ sur les plans directetirs conjugneés
au foyer F, (voir notre premier Mémoire), on déduit aisément que
ces meémes rayons vecteurs sont proportionnels aux perpendiculaires
abaissées des mémes points M et M’ sur I'axe directeur DD,, et, par
suite, aux deux distances MD’ et M'D’. D’ailleurs, si I'on projette sur
le plan MFM' la tangente ¥,1, menée 4 la focale par le point F,, la pro-
jection sera perpendiculaire sur la droite F,D’, et par conséquent divi-
sera en deux parties égales l'angle des deux ravons vecteurs F,M
et F,M'. Donc aussi ces deux rayons vecteurs formeront des angles
égaux avec la tangente T, 1, et par conséquent :

Chague point ¥, appartenant a une focale d’'une surface du deuxiéme
ordre, est le sommet d'un céne de révolution circonscrit a cette surface
et ayant pour axe la tangente & la_focale au méme point.

Nous sommes ainsi ramené au théoréme de M. Steiner sur les
focales.

28. Les résultats auxquels nous sommes parvenu peuvent servir a
résoudre divers problemes relatifs aux surfaces du deuxiéme ordre.

7.
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Nous en indiquerons application a quelques-unes des principales
uestions que l'on traite ordinairement en géométrie descriptive, et
nouis terminerons par un probleme qui, nous le pensons du moins,
w’a encore 6té résolu que pour des cas trés-particuliers, celui de mener
une normale & une surface du deuxiéme ordre par un point donné
quelconque. (#oyez un Mémoire de M. Joachimstal sur les normales
a Pellipse et a Vellipsoide ; Journal de M. Crelle, tome XX VI, deuxieme
cahier.)

29. prEyIER ProsLimE. — Connaissant le sommet S dun cone cir-
conscrit a une surface du deuxieme ordre, déterminer le plan de la
ligne de contact; ct réciproquement , étant donné le plan de la ligre
suivant laquelle un céne touche une surface, trouver le sommet de ce
cone.

1°. Je joins le point donuné S a un point quelconque T, de la focale,
et soit D, le point conjugué de la synfocale; je mene par le point F,
an plan perpendiculaire & la droite ST, lequel coupera Paxe direc-
teur DD, en un point du plan cherché (n° 22). On obtiendra de méme
deux autres points de ce plan, et le probléme sera résolu.

2°. Soient F, un point pris arbitrairement sur la focale, D, le point
conjugué de la synfocale, et D I, 'axe directeur correspondant, qui
coupe le plan donné en un certain point IY; J'unis ce point au foyer I,
et je mene par ce dernier pointun plan perpendiculaire & la droite F, D,
ce plan contiendra le point cherché S. En répétant la méme construc-
tion pour deux autres points de la focale, on aura trois plans dont
I'intersection sera le point S.

30. peexiive propLiyE, — Construire Uintersection d’une surface
du dewaciéme ordre, 1° par un plan; »° par une ligne donnée.

r°. On peut considérer le plan donné comme étant celui de la ligne
suivant laquellela surface proposée est touchée par un cone circonscrit
dont on pourra cominencer par déterminer le sommet S. Soient un
certain foyer F,,D, le point conjugué de la synfocale et D', le point
d’intersection du plan donné par Iaxe directeur correspondant; je
construis la droite I, D', par laquelle je meéne un plan paralicle a laxe
de la focale, et soit 1Y, M la droite suivant laquelle ce plan coupe le
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plan donné; je construis au point I, un plan perpendiculaire i la
droite F,D, lequel coupe la droite DM en un certain point C. Je
prends ensuite sur la méme droite D'\ M deux points M et M’ tels que,
les quatre segments MD',, M'K, MK et M'D, formant une proportion
harmonique, les deux points M et M’ appartiennent 4 la courbe
cherchée. On obtiendra pareillement autant de points que 'on voudra,
el. par suite, on pourra tracer la courbe elle-méme.

Si le plan donné est perpendiculaire au plan focal, sa trace coupera
i section principale correspondante de la surface suivant une droite
qu. sera Pun des axes de la courbe cherchée. Le deuxiéme axe sera
une perpendiculaire mM an plan focal élevée par le milien m du pre-
wier. On ménera donc par ce point m une parali¢le a Paxe de la focale
(ui coupera la synfocale en un point D, ; on déterminera les denx
foyers conjugués F, et F',, et P’on prendra sur la perpendiculaire mM

un point M tel, que la somme des distances MF, et MF',

soit égale
21X

A ===, quantité facile i construire, puisque I'on connait la dis-
Nt — ?
tance 22’ des deux foyers F, et F', : la longueur mM sera le deuxiéne
axe de la courbe cherchée.

2", Par la droite donnée on ménera un plan perpendiculaire & un
lan focal, et Von construira la courbe d’intersection de la surface
l_)

par ce plan; les points cherchés seront ceux on cette courhe e
contréee par la droite proposée.

st ren-

3L rrowstive provLEME. — Mener un plan tangent a une surface
du devaciéme ordre, 10 par un point donnd sur la surface; +° passant
par une droite donnee ; 30 paralléle a un plan connu.

1”. Soit M le point donné, on menera par ce point un plan perpen-
dienlaire an plan de Ia focale et parallele & I’axe de cette courbe ; |
trace de ce plan coupera la synfocale en un point D
struira les denx foyers conjugués F, et I’

]
, dont on con-
;> on ménera les denx rayons
vecteurs MF,, MF',, et la bissectrice de Pangle T MF", sera
a la surface au point M. Il ne restera plus qu’
pendiculaire i cette droite au point donné.

9 o)

a normale
a construire le plan per-

Soit S8 la droite donnée par laquelle on veut mener Je plan
fangent; je prends a volonté sur cette droite deux points S et §' que je
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considére comme les sommets de deux cdnes circonscrits a la surface, et
je détermine (premier probleme) la ligne suivant laquelle se coupent
les plans des lignes de contact de ces deux cones avec la surface propo-
sée. Les points ou cette droite coupe la surface sont les points de con-
tact, et le probleme se trouve ramené au premier cas.

30. On substitue aux deux cones S et 8’ deux cylindres ayant leurs
génératrices respectivement paraliéles & deux droites tracées arbitraire-
ment dans le plan donné.

Pour obtenir le plan de la ligne de contact de la surface et d’un
cylindre dont la génératrice est parallcle a une droite donnée, on
prendra trois points A volonté sur la focale, on déterminera les points
respectivement conjugués de la synfocale et I'on construira les trois
axes directeurs correspondants; on déterminera Iintersection de cha-
cune de ces droites avec un plan mené par le foyer conjugué perpen-
diculairement 2 la direction donnée de la génératrice du cylindre; on
aura ainsi trois points du plan cherché. Donc, ete.

32. quaTriive proBLiME. Mener par un point donné quelconque
une normale & une surface du deuxiéme ordre.

Soient £, 7, ¢ les coordonnées du point donné S, fes coordonnés x,,
71, % du point M ou la normale coupe la surface, satisfont aux deux

équations
ol
g —ax, = pE (g — Tyl
a'z‘yl [ = .
N — = {5 — 2,
i e b, \ = 4

Or, soient o, § les coordonnées du point inconnu N ou la normale
prolongée rencontre le plan de la focale, nous avons entre «, g et
x,, 71, les relations

a’x . b€
LT S Tl Coey

En substituant ces valeurs dans la deuxiéme des équations précé-
dentes, on a le lieu des pieds des normales menées & la surface par les
différents points d’une perpendiculaire abaissée d’un point S sur le
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plan des ay. On trouve ainsi

1) a8 (a® — ) = {@® — )EE + (¢* — P na,
hyperbole qui passe par le centre de la surface et qui a pour asvmp-
totes des paralleles aux axes des x et des 7.

On obtient de la méme maniéere, ponr le lieu des points d’intersec-
tion avec le plan des xz, de toutes les normales 4 la surface menée par
les différents points d’une perpendiculaire abaissée du point S sur le
méme plan,

‘2) ayla® — ¢, = (@ — b*)Ey + (b* — * ¢z,

nouvelle hyperbole aussi facile 4 construire que la premiere. Conce-
vons maintenant deux cones ayant pour sommet commun le point
donné S et pour bases respectives les hyperboles (1) et (2), la ligne
d’intersection de ces deux cones sera évidemment la normale cherchée.
Pour construire cette ligne, on déterminera d’abord I'intersection du
deuxieme cone par le plan focal, ce qui donnera encore une hyper-
bole passant ¢galement par le centre de la surface. Le point d’inter-
section de cette derniére hyperbole et de la premicre sera la trace N sur
le plan focal de la normale cherchée.

D’aprés la position du point donné S, que nous supposerons d’abord
en dehors de chacun des trois plans diamétraux principaux de la sur-
face, I'hyperbole (1) pourra étre renconirée en un point unique. en
deux ou méme en trois points, autres que le centre de la surface qui
ne peut convenir & la question, par la trace du deuxieme cone sur le
plan de la focale; chacun de ces pointssera généralement le pied d'une
normale qui satisfera a4 I'énoncé.

Supposons le point donné 8 situé dans le plan focal, par exemple
intérieurementa ellipsoide. Soit SM une normale menée par ce point, le
plan tangent en M aura pour trace sur le plan focal la polaire du point
donné S par rapport & la focale (n° 19). On tracera donc cette droite,
et le probléme sera ramené a constrnire un plan tangent passant par
une droite connue. Comme on pourra mener par cette droite deux
plans tangents & la surface, on aura aussi deux normales partant
de S et se terminant en deux points M et M’ symétriquement placés sur
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la section oo’ conjuguée aux points de la focale situés sur une paral-
lele & Paxe menée par le point S.

Dailleurs, toute normale menée du point S a la courbe d’intersec-
tion de la surface par le plan focal sera aussi normale a la surface elle-
méme, et comme on peut généralement mener d’un point quatre
normales & une section conique, on en obtiendra, dans ce cas. six
pour la surface.

Si nous supposons enfin le point donné S, toujours dans le plan
focal , mais placé de telle sorte que les foyers situés sur une paralléle &
'axe menée par ce point soient conjugués i une section imaginaire de
la surface, il ne restera plus d’autres normales que celles que 'on
pourra mener du point donné a P'intersection de la surface par le plan
local; et quant au probleme de mener une normale 4 une section co-
nique par un point donné, on connait I'élégante construction donnée
par M. Poncelet. (Voir le 7raité des Propriétés projectives des figures.)\




