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NOUVELLES REMARQUES
SUR LES COURBES DU TROISIEME ORDRE;

Par M. A. CAYLEY (or Cawrrince).

Je me propose de développer ici quelques conséquences de la théorie
donnée, il y a quelques mois, dans ce Journal [*], des points
des courbes du troisicme ordre. Rappelons d’abord la
signification de ce terme et ajoutons-y quelques nouvelles défiiitions.

On dit que les points A, A’ sont correspondants quand les tangentes
5. la courbe en ces points se rencontrent sur la courbe. En considérant
les points correspondants A, A’ et les deux autres points correspon-
dants B, B, on dit que ces paires correspondent, quand les points
A'B on ADB, AR sont situés sur la courbe.
[Les trois paires &, A', B, B, 1,/ sont nommeées paires supplémentaires
ou systéme Supplémentaire. On dirait de méme que les deux systemes
AN/, BDY, YA et AN, BB, fi,%, sont des systemes supplémentaires
si, par exemple, A, A" et A,, A, etc., formaient des

que Jai
cort 'espondanls

dintersection H, 72 de AB',

correspondants,

paires correspondantes.

On peut nomer quadrilatere inscrit le systeme de quatre droites
(qui passent par les points supplémentaires AA/, BY, HA, et conique
dinvolution chaque conique fangentc a ces quatre droites, ou, en
inscrite dans un quadrilatere inscrit. Il est inutile
iques d’involution correspondantes,

ou l’expression conique correspon-

dTautres termes,
Jexpliquer ce que veulent dire con
ou quadrilateres correspondants .

dante a une paire donnée de pomts correspondants, etc.

‘1"} V()}'EZ page 285 du tome 1X
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Démontrons les théoremes suivants :

Théoréme 1. « Les tangentes menées par un point P de la courbe
» 2 trois coniques d’involution correspondantes forment un faisceau
» en involution. »

Chaque conique peut se réduire a une paire de points qui corves-
pondent aussi aux coniques (ce qui justifie la dénomination que nous
avons donnée i ces coniques). Considérons un quadrilatere inscrit AA,
BB, T, la conique d’involution tangente aux cotés de ce quadrila-
tere, et deux paires LI, MM de points correspondams, ces paires
étant correspondantes I'une & Pautre et 4 la conique d’involution.
On sait que les lignes mences d’'un point quelconque, et ainsi du
point P de la courbe, parles peints A, A’, B, B, forment avec les tan-
gentes 4 la conique menées par ce méme poiut, un faisceau en involu-
tion. Mais PA, PA’, PB, P, PL, PI/, et de wéme PB, I'B, PL, PL/,
PM. PM, forment aussi des faisceaux en involution; done les denx tan-
gentes {orment, avec PL, PL" et PM, PM’, un faisceau en involution. De
meme, avec une conique correspondante a la prewmiere, PL, P1/, PM,
PM’ et les deux tangentes forment un faisceau en involution; donc PL.,
PL’ et les quatre tangentes {forment un faisceau en involution, et de
meme en introduisant la troisicme conique.

Théoréme 11. « On peut circonscrire a une conique d’'involution
» donnée une infinité de quadrilateres inscrits correspondants au pre-
» mier. »

Soient A, A’, B, B, TI, /, comme auparavant; et A, A', une paire de
points correspondants qui correspondent A ceux-ci; en menantpar A, A,
des tangentes a la conique qui se rencontrent en B,,B,,H,,4,, onvoil
d’abord gue leslignes PA, PA’, PA,, PA’, et lestangentes ala coniquedon-
nent un faisceau en involition; et réciproquement, chaque point P qui
satisfait & cette condition appartient a la courbe. Mais en prenant,
par exemple, pour P le point By, les lignes PA,, PA', deviennent iden-
tiques avec les deux tangentes, ce qui satisfait i la condition d’involu-
tion. Donc B,, B, H,, #, apparticnnent a la courbe, ou A,, A, B,, ¥,
H,, &, forment un quadrilatére inscrit correspondant au premier ou a
la conique.

Théoréme 111, « Les centres d’homologie de deux coniques d’in-
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» volution correspoudantes forment un quadrilatére inscrit correspori-
» dant aux coniques. »

Considérons les deux coniques et une troisieme conique quelconque.
Chaque point P pour lequel les six tangentes forment un faisceau en
involution appartient & la courbe. En prenant pour P un centre d’ho-
mologie des deux premieres coniques. les deux paires de tangentes
deviennent identiques, ce qui satisfait & la condition d’involution ; donc
les six centres d’homologie sont sur la courbe, ou ces six points sont
les sommets d'un quadrilatére inscrit qui correspond aussi aux co-
niques.

Réciproquement ,

Théoreme TV, « Le lieu d’un point P qui se meut de maniére que
» les tangentes menées par ce point a trois coniques données quelcon-
» ques, forment toujours un faisceau en involntion, est une courbe
» du troisieme ordre qui passe par les dix-huit centres d’homologie des
» coniques prises deux a deux, ces centres formant six 4 six des qua-
» drilatéres inscrits correspondants. »

La démonstration analytique de la premiere partie de ce théoréme,

quoique longue, me parait assez intéressante pour trouver place ici.

-4

Pour plus de symétrie, prenons pour les coordonnées indéfinies

WYX

; ?
]
d’un point, et représentons par

Y=o0, Y=0, Y =o

les équations des trois coniques, Y, etc. étant des fonctions homogenes
de la forme

Y = AZ2 + Br? + C& + o2F5% + 2GEE + oHEy, ete.
Soient 572 les coordonnées du point P; mettons, pour abréger,
2

U —Ax?*+ By*+ Cz* + 2Fyz + 2Gzx + 2 Hxy,
W = Ax& + By + Cz28 + F(y& + n35) + G (28 4 §x) + H (en + &),

(de maniére que W = o serait I'équation de la ligne polaire du

point P). Nous avons
Uy — W2 =o
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pour I'équation des deux tangentes menées par le point P 4 la co-
nique. Cela est probablement connu. Tl est clair d’abord que cette
€quation appartient & une conique qui a un double contact avec la
conique donnée, et par la forme 2 laquelle nous allons réduire cette
¢quation, on voit ensuite qu’elle appartient a un systeme de deux
droites qui passentpar le point P. En développant et écrivant

BC — F* =aq, CA —G*=15, AB—H*=¢,
GH — AF = Jf. HF —BG= g, FG —CH=#,

on trouve, en effet,
a(yS = 2 + b(e% — 2l + o (an — y2p

= 2f (25 — af) (ay; — Y& +ag(xn — y&) (¥¢ — z1)
+2h{y5—z0) (25 — 2 =0,

et de la, en posant

A =0z 4 cy*— o fyz, £ =ayz —gxy — haz+ fx?,
B =cx® + az* — sgaz, O=bzx —hyz — Jxy + g2,
€ = ay* +bx* — shxy, H = cxy — fxz — gyz + he?,

on obtient
A&+ Bt 4 € — afi — 208, — 2§z — o,
ou, en transportant I'origine au point

AL+ B2 — 28)En = 0;

et de méme, pour Péquation des tangentes, par ce méme point aus
deux autres coniques

AN+ W — oz — o,
’augg -+ ﬂunz — zﬁngn =0

On obtient donc, pour la condition que ces lignes forment un fais-
ceau en involution ,

37 ﬂ7 ﬁ
’a/, %/’ ﬁ/ = o,
3//’ %/x} ﬁl/

Fome X. — Mags 1345,

14
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en représentant de cette maniere le déterminant formé avec ces neuf
uantités. Formons d’abord la fonction

ﬂ/%u _ zv%//'
Cela se réduit a
[ aUfaty —aleg)xy® -+ (be)ats - h(fD)arz-+ <ca>fz'J
ol —a(bg)az? — a(fa)y*z + (ba) &

ot (fo)=(f'¢"— f"¢")s ete.
Multipliant par £, formant ensuite les quantités analogues et ajoutant;
écrivant aussi
c(fg)+ ¢ J'g)+ ¢ (8= J8),
Cest-a-dire (cfg) pour le déterminant formé avec les neuf quantités

C, f, g’ C’, J'I, t(),/’ C”, /'l/’ g//,

on obtient d’abord les termes
— hlefg)atyra®, +a(feg)atyte, - algfe)xty

qui se détruisent; les autres terines contiennent z* comme facteur, et
en écartant cette quantit¢, 'on obtient en derniere analyse I'équation

(cbf ) a* +{acg)y®+ (bak; z*
+ [a(agf )+ (cal)] y*5-+|2(bhg) + (abf )| 2*x + [2(¢f B) + (begil 'y
© (o laf )+ (abg)|y#* - [a(bgf ) (beh)|a® + |a (chg) -+ (caf 1y
+ 4(fgh)xyz = o,
{ou T'on peut, si Uon veut, écrire z = 1). Cest I'équation d’une courbe
du troisiéme ordre.

Observation. Cette méthode peut étre utile dans Vinvestigation
d’autres probléemes relatifs aux coniques. Par exemple, la question de
déterminer les centres d’homologie de deux coniques données revient
A celle-ci : satisfaire identiquement a Péquation

Az 4 By® - € + 2808 + 2 @58 + 2550
KE -+ Bpr € 2 £E +2 @+ 25%) = 0,
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. . - xz v
parceque, en effectuant cela, il est facile de voir que =, = sont les coor-
2 3

données du centre cherché. Ecrivons
@+ ha! =a, b+ kb =Dh, etc.,
'on obtient les six équations
bz* —c¢y* — 2fyz = o, cx® + az® — 2gzr = o,
ay? - bx*— shxy=o, ayz — gxy — hxz + fx* = o,
bzx—hyz —{yx+gy* =0, cxy—fax —gzy+hz*=o,
dont les trois dernicres se déduisent des autres. On peut, de ces six

équations, éliminer les six quantités a*, 32, 22, ¥z, 22, 2y, considérées
comme indépendantes; on obtient ainsi, toute réduction faite,

(abec — af* — bg* — ch* - 2fgh)? = o,
équation qui détermine la quantité 4; les trois premieres équations
deviennent alors équivalentes & deux, ¢ui suffisent pour déterminer les
&X 2 . . - .
rapports —» L 11 serait facile de rapprocher cette solution de celle
3 z

que Yon déduit de la théorie des polaires réciproques. Par exemple,
I'équation qui vient d’étre obtenue entre les quantités a, b,... est pré-
cisément celle qui exprime que la fonction

ax® + by* + c¢z* + afyz + 282z + 2hxy
se divise en facteurs linéaires. Remarquons encore que, dans la géo-
métrie solide, Péquation
Uy —W2=o
appartient au cone, ayant le point P pour sommet, et circonscrit a

une surface du second ordre qui a pour équation Y = o. C’est un cas
particulier d’une autre formule que voici :

« En représentant par P une fonction linéaire des trois variables
2,4, § (ou de quatre variables sans termes constants), et par P la méme
fonction de x, ¥, z, 'équation

P20 —2PPW - PV =0
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appartient au cOne ayant pour sommet le point dont les coordonnées
sout x, y, z, et passant par la courbe d’intersection du plan P = o,
et de la surface du second ordre Y — o. Et de méme pour denx va-
riables. »

Je finirai en citant un théoréme de géométrie di & M. Hesse [*], qui
a quelques rapports avec le sujet que je viens de traiter :

« Le lieu d'un point P qui se meut de maniere que ses polaires,
par rapport a trois coniques données, se rencontrent dans le meme
point, est une courbe du troisicme ordre, et encore cette courbe ne
change pas quand on remplace les coniques données

U=o, U=0, U =o,
par trois nouvelles coniques de la forme

AW+ 20U+ XU = o0. »

Cette courbe du troisieme ordre est tout a fait distincte de celle que
jat considérée.

[*] #oyez le Journal de M. Crelle, torme XXVIII.



