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PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES ET MÉGANIQUES 

DE QUELQUES COURBES REMARQUABLES; 

PAR M. OSSIA* BONNET, 
Ancien Élève de l'École Polytechnique. 

1. 

Problème. « Étant donnée une chaîne parfaitement flexible et 
» homogène, mais d'inégale épaisseur, dont tous les éléments sont 
» soumis à l'action de forces centrales inversement proportionnelles à 
» la distance, trouver la loi suivant laquelle doit varier l'épaisseur 
» en chaque point et la courbe que doit affecter la chaîne dans l'état 
» d'équilibre, pour que, dans cet état, la tension varie d'un point à 
» l'autre proportionnellement à l'épaisseur, ou que la chaîne présente 
» partout égale chance à la rupture. » 

Solution. Soit a le rapport constant qui existe entre l'épaisseur ω 
et la tension Τ en chaque point de la chaîne dans l'état d'équilibre : 
appelons R —J (/) l'intensité de la force centrale donnée, que nous 
supposons d'abord fonction quelconque de la distance, nous aurons 
pour l'équilibre d'un quelconque des éléments de la chaîne, 

α(Τ£) = ±<*ΊΙ:Λ, 

<'·(τλ) = - <!™ ' ''·· 

le centre des forces étant pris pour origine des coordonnées, et le 
signe des seconds membres étant + ou — , selon que les forces sont 
attractives ou répulsives. 

Ajoutons les deux équations précédentes, après les avoir respecti-
lomeJA — iviars i»44- 1 3 
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veinent multipliées d'abord par ̂  et puis par — γ et jc; il viendra 

dT = ± aTRdr, d [T (.rg -/f)]=o, 

d ou, intégrant, 

(,) T=c^·/»", T(4-7î)=c. 

L'avant-dernière équation nous fait déjà connaître la tension en chaque 
point de la chaîne dans l'état d'équilibre; on en déduit aisément 
l'épaisseur 

(2) ω = αΐ — aCe±afRdr. 

Pour avoir ensuite l'équation de la courbe d'équilibre de la chaîne, 
il suffit d'éliminer Τ entre les équations (1); 011 trouve ainsi 

dy d*_ G /m 

et, en passant aux coordonnées polaires, 

r'rffl _ a ^-ç-af^dr 
d ou 

άθ=-~-=^ 
VSr,e±ae/H*-1 

α ou, integrant, 

(3) (5 + α = /— 
J Vêrίe±2α/κ'ir-, 

Les constantes introduites par les intégrations sont faciles à interpré-
ter : si les deux quadratures qui entrent dans le second membre de 
l'équation (3) sont l'une et l'autre prises à partir du pied de la 
normale menée par l'origine à la courbe représentée par cette équa-

tion (3), les constantes —a, C ne seront autre chose, respecti-

vement, que les valeurs de Θ, r, Τ qui répondent à ce point; et 
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quant à la constante ct> on sait qu'elle exprime le rapport constant 
qui existe entre l'épaisseur et la tension en chaque point de la chaîne 
dans l'état d'équilibre. Il est presque inutile de dire que les quatre 
constantes dont il s'agit se déterminent dans chaque cas particulier en ex-
primant que la chaîne passe par deux points, qu'elle a entre ces points 
une longueur déterminée , et enfin qu'elle a en un point une épaisseur 
connue. 

II. 

Sortons maintenant des généralités précédentes pour nous occu-
per exclusivement du cas où la force est inversement proportionnelle 
à la distance. 

Posons donc 

fir) = ? 
l'unité de force étant celle qui agit à l'unité de distance ; les équa-
tions (2) et (3) deviendront 

U) ω = αΤ
0
 (—)±<!, θ-θ

0
= Γ—τ=4 > 

/ rv - —1 

en prenant, comme on l'a dit plus haut, les intégrales à partir du 
pied de la normale menée de l'origine à la courbe qu'affecte la chaîne 
dans l'état d'équilibre, et appelant ô

0
, /■„, T

0
 les valeurs respectives 

de Θ, r, Τ en ce point. 
L'intégrale contenue dans le second membre de la dernière équation 

s'évalue aisément en posant 

( r) - +a = sec p , d'ou /r dr ====== / p dp = p 

(—) — sec φ, d ou / , =■ = < A-= —ί—* 

et l'on trouve pour cette équation : 

(5) r,±acos(i ± a) (S — 0
O
) = r**"; 

ce qui nous montre que les courbes d'équilibre de la chaîne dans le 
cas considéré ne sont autre chose que les courbes remarquables que 

i3.. 
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M. Serret a considérées pour la première fois, dans le tome VII de ce 
Journal, et dont les arcs représentent, dans un grand nombre de cas, 
les intégrales eulériennes de seconde espèce. On sait que ces courbes 
renferment comme cas particulier le cercle, l'hyperbole équilatère, la 
lemniscate, etc. Du reste, la valeur de a d'où dépend la nature de la 
courbe d'équilibre, de même que les valeurs de Q

0
 et r

0
, se détermi-

nera dans chaque cas particulier, ainsi qu'on l'a dit plus haut, en 
exprimant que la courbe passe par deux points, et qu'elle a entre 
ces points une longueur connue. 

III. 

Reprenons la première des équations (4), 

(6) ω = a T0 - · 

Cette équation nous fait connaître l'épaisseur en chaque point de la 
chaîne en fonction de r ou de la distance de l'origine au point consi-
déré, dans la position d'équilibre. On peut encore exprimer l'épaisseur 
en chaque point en fonction du volume de la chaîne compris entre ce 
point et un point déterminé ; et la formule que l'on obtient à cet effet, 
d'une forme assez remarquable, a l'avantage de s'appliquer quelle que 
soit la position qu'occupe la chaîne, lorsque par conséquent elle est 
étendue en ligne droite sur un plan. 

Prenons pour axe polaire la normale à la courbe (5) menée par 
l'origine, et posons, pour simplifier, 

χ ± a = m, aT
0
 — ω

0
, 

les équations (5) et (6) deviendront 

(7) rm cos mO = r™, 

(8) ω = ω
0
 [yjm - 1 

Nous tirons de l'avant-dernière équation la différentielle de l'arc 
qu'affecte la chaîne 

A=r0(-) dd, 
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d'où, pour le volume compté à partir de l'axe polaire, 

V = ω0 r„ Ι I — dû = w0r0 / —-—- = — tang mû ; 

éliminant 9 entre cette équation et l'équation (8), qui revient à 
m— ι 

— — (cos mû) > 
on trouve 

(9)
 T,

="4?L(=r
î
-

,

J· 
pour l'équation cherchée. Cette équation, après que les constantes 
ω0, r

0
 et m ont été déterminées, donne le volume de la chaîne 

en fonction de l'épaisseur au point où l'on s'arrête, et récipro-
quement. 

Cette même équation peut servir à déterminer la forme de la chaîne. 
Assimilons cette chaîne étendue en ligne droite sur un plan au 

volume engendré par un cercle de rayon variable qui se ment paral-
lèlement à lui-même en touchant par les extrémités d'un même dia-
mètre une droite et une courbe ; et proposons-nous de déterminer 
l'équation de cette courbe directrice. Soient jQ le diamètre initial du 
cercle générateur, e\.y-\-y

0 le diamètre lorsque ce cercle a parcouru 
sur la ligne droite l'espace x, nous aurons 

V = TT / x (y +y0)²dx, wo = TTy²0, w = TT (y +y0)² 

portant ces valeurs dans l'équation ( 9), il vient 

/x royoV (y + yo) 4m 

/0 y + yo dx = m v yo 

d'où, différentiant, 
y + y m+3 

(.0) rf. = ̂  _LgJ^=. 

V (y +yo) m-1 -1 
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et intégrant, 

" X = ^T) / \r · 

"
 X =

 ̂ T) / \
r

 · 

/0 V y+yo m-1-1 

La quadrature contenue dans le second membre de la dernière équa-
tion est une intégrale binôme qui ne peut être évaluée, d'après les 

principes connus, que lorsque + 1 ou —- est un nombre entier ; la 

première condition est remplie pour m — — ι , la seconde pour 
m — ±l i· : pour la première de ces valeurs de m, l'équation (7) repré-
sente une circonférence; pour les deux autres, elle représente une 
parabole dont le foyer est à l'origine, et une épicycloïde extérieure, 
ayant pour module ·|. Si dans ces trois cas on effectue l'intégration, on 
trouve successivement pour l'équation (11), 

(r + jr0) cos j = j
0

, 

ro = (y + yo) -2 (y + yo) -4 -1] 1/2 + log y +yo) -2 + [ y + yo) -1 - ] 1/2 

BriL'-teïï-· 
Mais, sans nous arrêter à ces cas particuliers, qui, comme l'on voit, 
conduisent à des résultats assez compliqués, remarquons que Ton peut, 
quel que soit m, avoir la courbe représentée par l'équation (10) ou (11), 
par une construction géométrique. En effet, posons 

1 (m l) 

(m+1) w = u, (y + yo) m-1 = ro, 

l'équation (10) deviendra 

(,a) du = —t 

ν or- im m+1 
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et il est clair que si l'on pent construire la courbe représentée par 
cette dernière équation, on pourra aussi avoir, par une construction 
géométrique, autant de points que l'on voudra de la courbe repré-
sentée par l'équation (10). 

Or, je dis que si l'on fait rouler sur une ligne droite la courbe re-
présentée par l'équation (7), le centre de cette courbe décrira une 
courbe comprise dans l'équation (12). 

Pour le faire voir, remarquons que r et 6 étant les coordonnées po-
laires d'un point quelconque d'une courbe, prises par rapport à un 
axe et à une origine arbitraires, mais invariablement liés à cette courbe, 
et .r et j les coordonnées rectangles du point qui sert d'origine, quand 
on a fait rouler la courbe sur l'axe des x, de manière que le contact 
ait lieu au point dont les coordonnées sont r et 0, on a 

(i3) — = —, γ — -■===. 
dy dr J sjdr' + r-'dP 

Or, supposons que la courbe qu'on fait rouler soit celle que représente 
l'équation (7), on aura alors 

d9 1 r'd 6 ( r \ ' —m 
r dr ^m ' \]dr"'+ r

7

dP ° \
r

t) 

par conséquent 

dx I / r \ 1 ~m 

dy ~ \j[ ryn ï' ^~r° \v ' 

d'où, éliminant —,r 

(14) dx = dy 

V u ro 1 -3 - 1 

équation qui est bien comprise dans l'équation (12), 
On peut déduire de là quelques résultats connus. Si l'on fait 

2 m 
= — I , OU ffl — ~ l , 
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l'équation (i4) devient celle d'une cycloïde, et l'équation (7) celle d'un 
cercle; nous retombons donc sur la propriété caractéristique de la 
cycloïde. Si 

— 2 , α ou m = - > 

l'équation ( i4) devient celle d'une chaînette et l'équation (7) celle 
d'une parabole rapportée à son foyer, d'où l'on peut conclure que, 
lorsqu'on fait rouler une parabole sur une droite, le foyer de cette 
parabole décrit une chaînette. Si l'on pose 

1 - m — — 4, d ou m = 2, 

l'équation (14) devient celle d'une courbe élastique rectangulaire, 
et l'équation (7) celle d'une hyperbole équilatère rapportée à ses 
axes; nous pouvons donc dire que le centre d'une hyperbole équi-
latère roulant sur une droite, décrit une courbe élastique rectangu-
laire, etc. 

IV. 

Si, au lieu de faire rouler sur une droite la courbe représentée par 
l'équation (7), on fait rouler rine courbe parallèle à cette dernière, on 
obtient un résultat très-simple et qui ne diffère que très-peu de celui 
que nous avons obtenu en faisant rouler la courbe (7). 

Rappelons d'abord que les géomètres appellent courbes parallèles à 
une courbe donnée , les lieux des points obtenus en prenant sur toutes 
les normales de cette courbe, et à partir des points de contact, une 
même longueur a. 

Cela étant, on voit aisément que ξ et >3 étant les coordonnées rec-
tangles d'un point quelconque de la courbe parallèle à la courbe (7), 
on a 

ξ = r cos 9 -+- a cos (m — 1 ) 9, 

Yl — r sin 9 — α sin (m — 1) 9 ; 

ou, en appelant ρ et φ les coordonnées polaires correspondantes aux 
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coordonnées rectangles ξ et τη, 

(i5) pe^-' =re - ov-1 +ae (m-1) ov -1 

(16) pe-^-' = re-^-1 +aeim-l}^-1, 

avec la condition 

(17) r'" cosmQ — r'". 

Reprenons maintenant les équations (i3) qui, en changeant r en ρ 
et Q en ψ, deviennent 

(18) *=_e£, = . 
Φ" dP J yIdp'-hfdf 

et éliminons r, θ, ρ et φ entre ces deux équations et les équations ( 15). 
(16) et (17). 

De l'égalité (15), nous tirons d'abord 

e9^ 1 dp 4- pe9^ 1 \J — 1 dcp = e' dr 

_t_ v"dQ — (m - 1 )ae~(m-,)e

 v - Y dQ , 

d'où, multipliant par l'équation (16) et égalant respectivement les 
parties réelles et les parties imaginaires des deux membres, 

pdp = rdr — (m — 1) ar sin mQdQ h- a cosmQdr — ar sin mQdQ , 

p*d<p = r2dQ — (m — i)ar cos mQdQ -+■ a sinmQdr 
-1- arcosmQdQ — (m — 1 )a'tdQ\ 

simplifiant, au moyen de l'équation 

cos mQdr = r sin mQdQ, 

que l'on déduit de l'équation (17), il vient 

pdp = dr [r — (m — 1 ) a cos mQ\, 

2, (rcoswθ+«)[/·—(m—i)«cos7H0]rf6 (rcosmS-t-a)!/—(m—i)ncosm6j<//· 
Ρ ■ cos mû r sin m& 

Tome IX. — MARS 1S44.
 (

 ̂  
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Nous tirons de là 
pdf rcosmS + a 
dp r sin mB ' 

d'ailleurs les équations (i 5) et (16), multipliées l'une par l'autre, donnent 

ρ2 — r2 + a? + 2 ar cos mQ; 

substituant dans les équations (18), en remarquant que la seconde de 
ces équations revient à 

ρ = /ν/' + £· 

à cause de la première, on trouve 

r sin mQ — γ r cos mQ — y — a , 

d'où enfin, au moyen de l'équation (17), 

Ydj (r-Vjftujlsijgqjirjkklsjjkfeleo 

Cette équation, quand on fait a — o, devient l'équation (x4)5 comme 
cela doit être. On en tire divers résidtats plus ou moins curieux en fai-
sant varier m. Si, par exemple, on fait m — 2, auquel cas la courbe 
(17) est une hyperbole équilatère, on trouve pour l'équation de courbe 
engendrée 

^~a)dr 
dx — —- r" ■ . 

N/'-f-F)' 

y. 

Les courbes représentées par l'équation (12), qui comprennent 
comme cas particulier la cycloïde, s'obtiennent en généralisant plu-
sieurs propriétés de cette courbe. 
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On sait que dans la cycloïde le rayon de courbure est double de la 
normale; proposons-nous de trouver plus généralement la courbe 
dans laquelle le rayon de courbure est égal à m fois la normale : nous 
aurons pour l'équation différentielle de la courbe cherchée. 

1 -f- P" q ii 
q -s i-l-p- my 

Multipliant les deux membres par idjr, et observant que 

ψιτ =
 d
£

d
i = P

(I
P ' 

il viendra 

2 pdp 2 dy 
ι p'1 my 

d ou, integrant, 
2 

1 -4- ρ2 = Cjm, 
d'où 

dx—dy 2 

V c y™ — I 

équation de même forme que l'équation (12). 
De même, la cycloïde étant la courbe de plus vite descente dans le 

vide, l'intégrale 

/ V1 +p² dx 

doit être un minimum pour la cycloïde ; or, les courbes comprises dans 
l'équation (12) rendent minimum l'intégrale plus générale 

J j
n

sji -hp*dx, 

ainsi qu'on peut le voir dans le Methodus inveniendi, etc., page 5o. 
On obtient des courbes, dont celles que représente l'équation (12) 

ne sont que des cas particuliers, en généralisant d'autres propriétés de 
la cycloïde. 

14. 
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Ainsi, proposons-nous de trouver la courbe dans laquelle le rayon 
de courbure ρ est dans un rapport constant avec la puissance η de 
l'ordonnée. Nous aurons d'abord 

——L = aj-n, 
M-p'Y 

d'où, multipliant par adj et intégrant, 

(i + p2)~T = C+ncjyhrue 
d ou 

(19) dx c+c+cjhrfueljerl,ljses 

équation qui rentre dans l'équation (14) quand on fait C = o. 
On sait que Ton trouve la cycloïde en cherchant la courbe pour la-

quelle l'espace compris entre elle et sa développée est le plus petit » 
c'est-à-dire en cherchant la courbe pour laquelle l'intégrale 

J pds = pi±J?ldx 

est minimum. 
Si plus généralement on se propose de trouver la courbe pour la-

quelle l'intégrale 
3n-hi 

f p"ds= dx 

est minimum, on trouve une courbe comprise dans l'équation (19). 
Euler, qui, dans le Methodus inveniendi, etc., page 66, a résolu ce 

dernier problème, n'a pas remarqué que sa solution coïncidait avec la 
courbe dans laquelle il existe un rapport constant entre le rayon de 
courbure et une puissance de l'ordonnée. 

Voici un moyen simple d'établir cette coïncidence : 
La courbe dont l'ordonnée rend minimum l'intégrale 

s(12+p)ds+kfjknjhdf,nur,n 
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a pour équation différentielle, d'après la méthode des variations, 

(1+pq/qn=c+cp-n(1+pn/qn/mn+1/2 

OU 

3h -t-i 
(l4~^ = C + C 'p. 

qn ' 

Si ρ est le rayon de courbure de la courbe cherchée, on a 

p=(1+p)2/q 
donc 

a»
 =

 c + C'P 
V/l +/7'' 

peut être considérée comme l'équation de la courbe; de là on tire 

npn-< dp = ^—^4 dp ; 
(1 -hp')' 

et comme 

„ _ i1 +P!)2 

P- q ' 
on a 

dnjesnyzjhdkuajhszaiueykjkjdriukqlkuzejkqluz 

d'où 

P1M =Cx-h C'y + C", 

équation qui, en changeant convenablement la position et la direction 
des axes, peut se ramener à la forme 

I I 
ρ'"-1 = ay, ou ρ = a n -+- ' y ', 

ce que nous nous étions proposé de faire voir. 
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VI. 

Cherchons Ja développée de la courbe représentée par l'équa 
tion (12), ou plus simplement par l'équation 

/20) dx = dy ■ 
VJm —1 

Soient .r, j les coordonnées d'un point quelconque de cette courbe, 
ρ le rayon de courbure en ce point, et a, β les coordonnées du centre 
de courbure au même point; on aura 

dx/dx=-dx/dy+ds2=dsx 

Or, de l'équation (20) on déduit 

dq=1/*vym-1, et p=2/m ym+2 

d ou 

dq=m+2/m ym/2 dy 

on a donc 

dfs/dy=-1/vnuekn,kljdrfsfldi;qslkr,,flkioze,klq 

d'où l'on tire 

153876468edfsdfjfsudfb2385+ 

d ou 

db=bdhrfu1687547494dfhjgtublkLJZYEH 

et 

dx=n,bdfjhsbdkjhr xdjwhqq<jdloqzi<hnduhdfflfieyq 

Si l'on porte l'axe des /3 parallèlement à lui-même, de manière à faire 
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disparaître la constante C, et qu'on mette χ et j en place de a et β, il 
viendra 

vx=dy v(joiuersjkensçn,dsfkhfb 

Cette équation représente une courbe semblable à celle qui a pour 
équation 

(ai) tlx: = dy \'j~m — ι , 

et qui est évidemment la trajectoire orthogonale des courbes com-
prises dans l'équation (i4)· 

Les courbes que l'on vient d'obtenir et dont l'équation peut toujours 
se ramener à la forme (ai), quoique moins remarquables que celles 
que représente l'équation (20), jouissent de plusieurs propriétés assez 
curieuses; comme ces dernières, elles comprennent la cycloïde, et on 
les obtient en généralisant plusieurs propriétés de cette courbe. Ainsi, 
ces courbes sont celles pour lesquelles une puissance quelconque 
de l'arc est proportionnelle à l'abscisse. Or, on sait que la cycloïde est 
la courbe pour laquelle le carré de l'arc est proportionnel à l'abscisse. 
La propriété de tautochronisme dont jouit la cycloïde montre que, 
pour cette courbe, l'intégrale 

Γ h ds 

J 0 \//i — χ 

est indépendante de h\ plus généralement les courbes représentées par 
l'équation (21) sont celles pour lesquelles l'intégrale 

f (h — xf ds 
Jo 

est indépendante de h. C'est ce que l'on reconnaît aisément, soit par la 
méthode qu'a exposée Poisson (Yoir sa Mécanique, tome Ier, page 373), 

«soit par le calcul des différentielles à indices fractionnaires de M. Liou-
ville, etc. 

VII. 

Je terminerai en rappelant une propriété de minimum dont jouis-
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sent les courbes (7) et qui a été indiquée par Euler dans le Méthodus 
inveniendi, etc., page 53. D'après cette propriété, les courbes (7) sont 
celles pour lesquelles l'intégrale 

J rn ds — J* rn \Jdr2 -+- ra dû2 

est un minimum. En effet, la méthode des variations nous donne pour 
l'équation différentielle des dernières courbes 

r" \Jr2 + r's = C H—, r T > 

d'où 
rn+2 = C \Jr2 + r'a, 

d'où 

dQ= . 
r 2(7.-1-1) 

r\~~ô 1 

d'où, en intégrant comme au § II, 

rn+l cos (ra + 1) (8 — 0O) = C· 


