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MEMOIRE

SUR

LES ONDES SUCCESSIVES,

Par M. P.-H. BLANCHET,

Professear de Physique au Collége royal de Henri 1V,

1. Pendant longtemps dans la théorie mathématique de la propaga-
tion des ondes par les milieux élastiques, les géometres n’ont considéré,
en général, que les ondes dues & un ébranlement central instantané
Je me propose ici de rechercher les lois de la propagation des ondes
successives produites par une cause centrale incessamment agissante.
M. Duhamel a donné une méthode générale pour passer du cas de
déplacements déterminés et fixes au cas de déplacements fonctions du
temps [*]. Mais il n’en a pas déduit les lois générales de propagation,
qui font I'objet de ce Mémoire; et d’ailleurs Jai emplové une me-
thode différente.

Pour parvenir 4 la solution de la question, je suppose que les points
du milien, soumis 4 leurs actions moléculaires mutuelles, sont solli
cités en outre par une force accélératrice. Les équations du probléme
sont celles de mon premier Mémoire [**], augmentées chacune d’un
terme fonction des coordonnées et du temps. M. Cauchy a donné les
intégrales des éqnations de ce genre sous forme d’intégrales définies
multiples [***]. Te parviens 4 réduire ces intégrales par une méthode

{*] Yoyez le xxmn® cahier du Journal de I’ Feole Polytcchnique, page 1.
[**] Vover Journal de Mathématiques pures et appliguées de M. Liouville, tome V.
page i.
[***] Vovez Exercices d’Analyse et de Physique mathématique, par M. A. Canchy,
page 8g.
Tome IX. ~ Mars 184
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analogue  celle que j'ai donnée précédemment. Cest Vinterpreta-
tion des intégrales réduites qui me donne les lois de cet autre mou-
vement.

2. Dans un milieu élastique, homogene, indéfini, cristallisé d’une
maniére quelconque, les équations générales du mouvement d’'une
molécule peuvent étre présentées symboliquement sous la forme
abrégée suivante :

({n - Sa)g + Rom + 2,58 :f;(x’)” Z, t),
(1) R E4+ My — %) + By sz;@f"]’, z, t),
2,5+ @2774‘(353 —sg)g :_fs(xafa 2, ‘t);

fi (af,j, 2, t)y fo (2, 7, 2, 8), fs (2, ), 2, £) sont les composantes de la
force accélératrice parallélement aux axes des cordonnées. {,, Iy,
Koy, Byy Byy 24y 245 Ry, Ry, sont des polyndmes homogenes du second
degré par rapport 4 trois quantités %, v, w. Les exposants de ces quan-
tités et de s correspondent respectivement a des différentiations effec-
tuées par rapport & x, ), 2, L sur les inconnues £, », ¢, fonctions de
ces quatre derniéres variables.

D’apres les formules données par M. Cauchy, dans les deuxieme et
troisiéme livraisons de ses Nouveaux Exercices d’ Analyse et de Phy-
sique mathématique, on aura les intégrales générales des équa-
tions (1) en prenant
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3. Ces valeurs de &, v, § satisfont aux équations (1). En effet, si on
les substitue, les parties indépendantes de Pintégration relative & 7 se
détruisent dans les premiers membres des équations ; on le verra comme
dans le troisitme Mémoire. Les parties dépendantes de cette intégra-
tion jouissent de la méme propriété, abstraction faite de la variabilité

de la limite supérieure de Pintégrale f t, quand on différentie par
0

rapport a £. Mais si 'on a égard a cette variabilité, les valeurs de
A dm  de

4’ Z0 7 reproduisent les seconds membres. Dans la valeur de

di
—» bar exemple, on trouvera

—_1 &e[u(x-))+v(7— ) w{g-)+-s(-T) Y —1 - L/i(pvst)
'@ff/‘ffff 5] st 4+ Rufaldpyv,v) | dedudedwdddp dv,
v/ o
- )

—*"Q.f;()"{-":”:"

Llfl ()‘a ¥y

— [u{x— D)-+v(y—pu)+w(z—»)] \/—— [ )
+8~/1r3 !ffffff fe (:] b i —+ R fa(d, gy v, )] dr dudvdw d) dpdy.
' |+ QA 19, 1)

Py Vs

Si 'on passe a la valeur de df, la seconde de ces intégrales ne chan-

df, df. dfs
gera pas d’aspect. f,, f;, f; seront remplacés par — = o g o

comme on a
(f"/ L, é/ R, J’/ Q
= = O = 0 = =o0
(8 ’ (). ’ (8 ’
elle s’évanouira d’elle-méme. La premiére donnera deux termes: I'un,

t . Y . .
dépendant de f , contribuera a I’évanouissement du premier membre
4]

de la premiere des équations (1); Pautre sera
Lo fi (% py v, t)

. " (el — (T
S—ﬂffffff{/ © s | Ry v,t) | dude dow ddp
i + Qs (M gy 95 8)

et comme on a

—sL, * — sR, t— .
ETgi=1 ¢Tgr=o Lgh=o,

[T " o Dpiie IEEERRERERRN!
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il se réduira & Vintégrale sextuplg

&
8[“ /‘fff/‘fe[u(r-/'.)+t'(.r—.u)+W(z—V)]\/—_I/}(l,p.,v,t) dudvdw d) dp dv,
T L% .
—x

qui, d’aprés la formule de Fourier étendue  trois variables, repré-
sente f,(x, 7, 3, £), c'est-a-dire le deuxiéme membre de la premiére
des équations (1). Cette équation sera donc satisfaite. Il en sera de
méme des deux autres.

t . .
4. Pour t = o, les parties dépendantes de f disparaissent, et,
4]

comme dans le troisiéme Mémoire[*], les valeurs de £, 3, ¢ se rédui-
sent & [, (x,7,2), (%, y,2), f;(x, y,5), cest-d-dire aux valeurs
dE  dn dY

= 3 B les parties dépendantes

initiales: dans les expressions de
de f * Sévanouissent aussi , et Von retrouve les valeurs initiales
o
f, (x, 7, 2), f,(z, y, 2), £; (x, 7, 2).
5. Je ne m’arréterai pas a la réduction des parties des intégrales (2)

t . . . P
indépendantes de f . Elle a été faite ailleurs et conduirait & des con-
o}
séquences générales que jai déja fait connaitre [ **].

6. Les parties dépendantes de I'intégration par rapport a r peavent
étre mises sous la forme

o
/ v Lu(z— v {(y— —)—s{t—2) —1
5) —— _lffffffftéxt[( A A lwf()\,y,v,'r)d'rdu{ludwrl)\rlydv;
L o (8Js
—

» est une fonction homogéne entiére du quatriéme degré.

En transformant sous le signe L, comme au n° 4 du troisiéme Mé-

[*] Voyez Journal de Mathématiques pures et appliquées, tome VII, page 13.
[**] Idem, tomes V et VII.
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moire [*], on aura d’abord

ax/__l ag *w PR R o & Lp dpe—s(t—1)] \/:_’_,L .
- f f f f f f f g gmmnmene y (p, T) T dtt dv dw p? dlp 510w dw /%,
o o 0 S J— & Jo [S]S

(7) x(pst) = fla —ap, y — 8py 2 — yp, T)y

puis ensuite

N u[p—-n t—r) \/-—l
=y 1[ f f f ‘/‘ f f (‘; i x (ps 7) up? drdudp dg sin @ de d 4,

82

~

en ayant égard au changement de variable sous le signe L

Cette intégrale peut étre remplacée par

d. ¢ eul P—"("‘T w—1_,
19 q fmf f f f f ft (‘/ x(py7 )P drdu dp dq dp sin w der d%
9 @= I

(10)

On peut faire les intégrations relatives & u et p par la formule de Fou-
rier, et I'on trouve

87— f f f f f‘ i & me[n(t——r) 7} (t — 7)* dr dp dg sin w dw d6.

A cause des limites o et + o de p, le résidu intégral sera borné aux
valeurs positives de 7.
En reprenant maintenant

=pit—1), w=gq(t—r1), s=n(t—71),

on trouvera

f11) 8—17?5‘[, f ff f 2;;;( 7) dv dwsin & dw db dx,

résultat analogue a la formule (14) du Mémoire cité. On ne devra
prendre dans les résidus que les valeurs positives de s tirées de I'équa-
tion S = o.

Remarquons que S est devenu une fonction homogene du sixieme
"

*1 Vovez Journal de Mathématiques pures et appliquées, tome V, page 15.
3 V0] ques p pphq pag
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degré de ¢, w, ¢ — t; w est une fonction homogeéne du quatrieme de-
gré des mémes quantités[*).

7. Cela posé, I'une quelconque s des racines positives de V'équation
8 = o donnera parmi les résidus partiels un terme de la forme

(12) —gl;fot %£21£7£Zf; %zf %.(s, ) dvdw sin & dw d0 .

On peut appliquer a cette intégrale les raisonnements qui ont servi &
transformer I'intégrale (57) du premier Mémoire. On posera

N — 250 o do
(\].,)) qﬁ(t—f,&'):f——s,—' O“d—f’

en attribuant le méme sens aux notations, Rien n’empéchera d’arriver A
Ja formule

(14) 87: f ;izﬁfﬁﬁji_‘r) ¢ (t—7,5) y(s, 1) dssinw de df dr.

d d . .
8. Dans les composantes dE ;;, }ITC de la vitesse, on aura des in-

~ tégrales de la forme

Lo o1 td, (for (‘m R :
(15 ES—PI Efo‘ j; j;(t_r><,9(t—r,s)x(s,r)dssmwdwa’@dr;

pour effectuer cette différentiation de I'expression (14) par rapport 4 ¢,

il faut d’abord différentier sous le signe f ‘, ce qui donne

Q
dz. aw (*mw [
(16) gl;zj(:t ;ﬂ—z£ f; f;(h)qﬂ(t—T,S)x(s,r)dysinwdwdedr;

puis il faut avoir égard & ia variabilité de la limite ¢ Pour le faire
commodément, je poserai

§ = n<t - T))
I'intégrale (14) devient

t d. e *m (%
(¥7) ézfo g‘tf‘; j(: ]D; & =1 (1, n)y[n(t —7), 7] dnsinwds db dr.

(*] Cette transformation suppose au fond ¢£>> 0. 1l nous est inutile dattribuer & ¢

des valcurs négatives : I'interprétation des résultats du calcul n’en serait pas d’aillenrs
plus difficile.
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[}

. . . t , .
L’expression qui se trouve sous le signe f s’évanouit pour t — ¢ &

(¢}
ey " d. . . .
cause du facteur £ — v, que la différentiation 7 Die saurait faire dispa-
raitre, parce qu’il entre au carré. Ainsi la variabilité de la limite ¢
n’ajoute rien 4 I'intégrale (16) déja écrite.
9. Si l'on effectue les différentiations indiquées, et si I'on pose

d.g(t —1,53)
der

d?, —
:cpl(t‘”‘T,S), ‘?(;“ T’S):CP”(t—T,S)7

on trouvera

ar *m t ]
(18) g;]:jo 1) fol {N(t—’f)q’(ly ZIN(t—1),7]— f (t—7,8)x (s, r)ds}dz-sm wwds,
au lieu de intégrale (14), et

N(t—)9 (1, N) 2 1[N (2—2), 7]+ No(1, N) [N (¢—2), 1]

(19) o drsindw 5,
& ‘/ f ‘/ +No'(s N)x[N(t—-r),r]—fN(z_Uq)”(t—r,s)x(s, T)dls

au lieu de 'intégrale (16) [*].

10. Concevons maintenant, comme dans le premier Mémoire, que
ébranlement initial ait été circonscrit dans une certaine portion de
espace autour de Porigine des coordonnées. Concevons, en outre,
que Yaction de la force accélératrice elle-méme soit insensible aussi au
dela d’une certaine distance de cette origine. Alors, non-seulement les
fonctions f, (x, 7, 2), fa (, 7, 2), f: (2,7 2), £, (2,7, 2), f,(x, y, 2),
f; (x, y, ) sévanouissent pour des valeurs suffisamment grandes du
rayon vecteur

r = v"x& +.7.2 -+ 22’

mais encore il en sera de méme des fonctions f, (x, 7,2, %), f,(x, 7, 2,¢),

Js (2, 7, 5, t) quel que soit £.
Nous ne discuterons pas les termes dépendants des six premieres

[*] On peut faire aussi le calcul en différentiant l'intégrale (1 8), mais ¢’est plus long .

v Tt iy DRt 1 [EEEERRARERNARAR [
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fonctions; nous avons fait cette discussion dans des Mémoires précé-
dents.

Nous allons nous attacher aux termes dépendants des trois der-
nieres, qui représentent les composantes de la force accélératrice.

Pour rechercher les points en mouvement apres le temps 7, il fau-
dE dn  dt
dt’ dt’ dr
dront des termes de la forme (1q).

D’apres I'équation (7), on a

dra considérer les expressions de Ces expressions contien-

2p7) = flx—ap,y —6p, 2 — yp, 7).

I.a fonction f désigne I'une quelconque des fonctions f,, f,, f,. Elle n’a
de valeur sensible que si le rayon vecteur p, qui représente

Vi =2 + (r —p) + (& — v,

prend des valeurs qui se rapportent aux points compris dans la por-
tion de 'espace ou s’exerce 'action de la force accélératrice.

Pour des points tres-éloignés de I'origine des coordonnées, 4 sera tres-
grand en méme temps que r. Par conséquent, la fonction

L[N =), 1],

qui entre dans Pexpression (19), n’aura de valeur sensible qu autant

que N (f — 1) sera trées-grand. Mais alors la partie la plus considérable
de P'expression (1) sera

20) §;£2n£ﬂft N(t —T) ?(I’N);i;x[N(t—— T), 1_]d~:sin md(:(/@,

car elle renferme le factear N (¢ — 1) qui est du méme ordre de gran-
deur que r. A la vérité, le dernier terme de I'expression (1g),

— 21 (7 t (*® .
{27) '8_11 f fo f Y= tidsdrsinmde b,
T Jo 0 o N (t—1)

peut ne pas s'évanouir sans que la limite inférieure N{¢ — 7} de v soit
tres-grande. 11 suffit que la variable s soit comprise entre deux limites

py €t p, supérieures & N (¢ — 1) et comparables 4 r. Mais, s1 la fonction

Tome IX. — Mars 1844 [
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homogeéne ¢”(¢ — 7, s), du degré — 1, ne tend pas vers l'infini en
meéme temps que le rapport ;—_S—_;, Iintégrale (21) sera trés-petite en
comparaison de la grandeur que prend I'intégrale (20), quand le fac-
teur N (¢ — 1) devient comparable & r. Nous négligerons donc aussi

Pintégrale (21) comme insensible. I1 s’agira donc seulement de discuter
Pintégrale (20).

11. On pourra raisonner comme 2 la page 18 du premier Mémoire,
en ne considérant d’abord que les intégrations relatives 4 = et 4 6.
N (¢ — 1) devra coincider avec 1'une des valeurs de

p=VE—2P+—nl+ (="

pour que la fonction y, et par suite 'intégrale ne s’évanouisse pas. Si
la surface dont le centre est au point (x, y, z), et dont Péquation po-
laire est

(22) p =Nt —1),

ne rencontre pas la portion de 1'espace ol s’exerce I’action de la force
accélératrice, I'intégrale sera nulle. 11 faudra donc dans les éléments
de l'intégration par rapport i 1, de o A £, choisir les valeurs de 7 de
maniere 4 remplir cette condition. Il s’ensuit que Pintégration rela-
tive a © sera restreinte, pour chaque valeur de ¢, entre des limites
dont la différence sera comparable aux dimensions de la partie de
I'espace soumise & I'action de la force accélératrice. On pourrait déja
tirer les lois cherchées des considérations précédentes. Mais il vaut
peut-étre mieux donner a P'intégrale (22) une forme plus expressive.

12. De I’équation (22), on tire

I
T:t—ﬁp, NdT:—Q’P

Pour les limites o et ¢ de 7, on aura les limites Nz et o de s ou o et
Nz en changeant le signe de V'intégrale; on pourra méme prendre o
et oo, quand Nt sera assez grand pour que celle des surfaces (22) qui
répond & 7 = o embrasse la partie de I'espace agitée par la force ac-
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célératrice. Dans le cas contraire, il suffira d’avoir égard 4 la res-
triction

(23) 6 < Nt.

On aura ainsi, en général ,

(24) ﬁff’f 5700 51yt~ &) pdpsin dado.

On pourra méme revenir aux ), % ¥, en renversant les formules
E—h=ap, y—p=06, z—v=nrp,

qui ont servi aux transformations précédentes; I'intégrale (24) de-
viendra

(25) i%ﬁfff% o (1, N) g;f[)\, My Vy t — \/(-’-'—-)\)’-F(J’lv—p)’-*—(z——v)’J\/ ddy. dy

A (=)

Les limites des intégrations seront — o et 4 w, ou plutot les li-
mites de la portion de I'espace ot se fait sentir Paction de la force accé-
lératrice; 4 moins que ¢ ne soit pas encore assez grand et qu’il ne faille
avoir égard 4 la restriction (23), qui revient a

(26) Ve =2+ =+ &=y < N
13. Si on observe que les 3, 1, v, sont trés-petits par rapport i

r=yax* + y* + z%, on aura approximativement

7)) =V =N (=

r

De plus N, qui était fonction de = et 6, est maintenant fonction de

AL Al ?J-' » dont les valeurs approchées sont :
p P
— x \x *
T e 2ldwde
e r r r r
— A
(28) AL Al
P r r r r
T—v 3 z )\x-l—p.y—i—vz ¥
=Lt e

TI..



84 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

. - 3 oy 7 . x 2 Z
On peut réduire N a une quantite N,, fonction de = J;, -, toutes

les fois que N n’est pas multiplié par r ou par ¢. Dans ces derniers
cas, il faudrait prendre, dans la valeur de N, les termes propor-

B A )\ f" v A ] - 1 -

tionnelsa ~, &, 2. Ta méme remarque sapplique a une fonction
r r r

quelconque de N.

En désignant par A, B, C les dérivées partielles de N, par rapport
L, &Y 3 . . . Y
aux quantités —, 5, -, regardées comme trois variables indépen-
dantes, on peut écrire

(Az 4By + Ca) (Az + py—+vz) A\+Bp+Cy
- - R ?

(29) N= N, + e ,~
et
(30) £ = I (A4-Bpt+-C)  (Az+By+Ce) Da—fpy+2) _ datprte

N N, N, N; 7 N, »

Pour simplifier cette derniere expression, il faut faire entrer en con-
sidération les propriétés des A, B, C. Or, si 'on met au lien de ¢ — 7
une valeur H convenablement choisie, 'une des surfaces comprises
dans la formule (22) passera par P'origine. Les A, u, v seront nuls pour
ce point, et 'on aura
(3n) r= N,H
pour I'équation de la surface en question. N, pourra encore éire re-

. . x z .
gardé comme fonction de -, 2, 2 La normale au point (x, 5, z) fera
r r r 4

avec les axes coordonnés des angles dont les cosinus seront respective-
ment proportionnels aux trois expressions

2
A ’—‘—,_1)+Bx—y+c“i‘" + Z,
r ) r? r?

x
H
(32) AZ B (L—c)+CZ + ]

Xz ¥z 2? z

\

Multiplions les trois expressions (32) par }, &, v, ajoutons-les, désignons
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par G la racine carrée de la somme de leurs carrés; nous aurons pour
résultat le produit de G par la projection ¥’ du rayon vecteur, qui va
de Porigine au point (}, w,v), sur la normale an point (x, y,z) dela

. . r
surface (31) Nous trouverons ainsi, en mettant pour H sa valeur N

[

A B Cz) (2 Nl
(M&—%—Bp.—i—(]v)-i— 2+ By +C)Ox tpr4vg) | No(hatpy x""f‘f‘*“._"_z)_

rl

=G
1’équation (30) deviendra

G

33) £ =2 _ 2y
(33) NTEN N

D’un autre coté, si 'on multiplie les trois expressions (32) par
x£ S . . . N o ..
2,2, 2, silon ajoute les produits et si 'on a soin de diviser par G, on
r ? r r’ p
aura le cosinus de 'angle v de la normale avec le rayon vecteur r. Ce

calcul, peu difficile & cause de la symétrie des expressions, donne .
toutes réductions faites,

(34) NE“ = COos v;
donc
(35) p_r_ ¥

N N, N,cosv

a I'aide de ces remarques, on pourra remplacer approximativement
I'intégrale (25) par

(36) & g o 9 (1, N ffff(k oyt — & l—NCOS)d)\dp.dJ

Si Von transforme les coordonnées 2, ., v en d’autres coordonnées
rectangulaires ), u’/, V', en prenant I'axe des ¥’ dans la direction de la
normale que nous avons considérée tout a I’heure, on trouvera, au
lieu de I'intégrale précédente, une intégrale de la forme

(37) dtSZNrcP(I o)ffff( sy Vst — Nocosu> AN du! dv'.

On a laiss¢ le méme f, pourne pas trop multiplier les notations.
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Les limites sont toujours sensiblement celles de la portion de I'es-
pace soumise 4 ’action de la force accélératrice, sauf la condition res-
trictive

r V

(38) — —— < £,

N, - ﬁTCOSU
qui remplace la condition (26). Elle ne porte plus que sur X'.

14. On peut arriver plus rapidement au méme résultat par des con-
sidérations géométriques. En effet, parmi toutes les surfaces semblables
comprises dans I’équation (22) et qui ont toutes pour centre commun
le point (x, y, 2), il y en a toujours une qui passe par le point (2, ., v).
Celle-la coupe le rayon vecteur r en un certain point situé 4 une dis-
tance r, du point (x, y, 2) et 4 une distance r — r, de I'origine primi-
tive des coordonnées. Si I'on congoit en ce point d’intersection le plan
tangent et la normale, le point (}, ., v) sera 4 une distance du plan
langent infiniment petite du second ordre. La projection A" du rayon
vecteur r — r, sur un axe paralléle & la normale différera aussi d’un
infiniment petit du second ordre de la projection X du rayon vecteur
qui va de Porigine au point (1}, y, v). En désignant par v I'angle du
rayon r avec la normale, on aura donc, aux infiniment petits du se-
cond ordre pres,

N =(r—r)cosv;

d’ot l'on tire, en divisant par N,
r rno__ by
N, N,  Nycosv
N prend la valeur N, pour tout point pris sur le rayon vecteur r, par
conséquent pour le point situé i la distance r, du point x, ¥, z. Donc,
puisque les rayons vecteurs p et r, se rapportent 4 des points d’une
méme surface comprise dans la formule (22), on a
A
NT N
et, par suite,
r 'y

b
Ne N, cos v

Zio
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ce qu'il fallait prouver. v est constant comme N,, tant que le point

(x, y, 2) ne change pas, 4 cause de la similitude des surfaces (22): v est

. . x Y z s . .
aussi une fonction de 7 7+ z- On achéverait la transformation comme

précédemment, et I’on trouverait I'intégrale (37).

15. On peut concevoir que I'on ait effectué les intégrations relatives

A u ety et 'on aura seulement 4 considérer une expression de la
forme

p d 1 1 , r Voo ,
\39) (Tt—SENﬁ.,rCP(I’NO)fF(l’t_ﬁ-'_N“-p(‘OSU) dA,
toujours sous la restriction (38), ou

1/
‘ —_ >
(4o) t N, > N,cosy

Soient — ¢’ et + ¢ les limites de la partie de I’espace qu’agite la force
accélératrice, estimées parallélement i I’axe des ¥. Si Pon a

!

r £
(41) '~ X > Koo’

les limites de I'intégration relative 4 )’ pourront étre — ¢’ et + ¢, ou
méme — o et + . La condition (40) sera toujours remplie.
Sil’on a
€
(42) — <t

Nycoswu

sI

-
SN S Neosw’
la condition (40) sera remplie seulement pourles valeurs de ) coinprises
entre — ¢ et (t — 1‘%,) N, cos v.

Enfin, si 'on a

(43) t_.i< _

?
N, Nycosvu

la condition (40) ne sera jamais remplie pour des valeurs de ¥ com-
prises entre — ¢ et - ¢, L’intégrale (39) s’évanouira.
Dans le premier cas, en faisant Pintégration relative 4 ¥, on aura une



88 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
expression de la forme

p d. 1 g fxr ¥y % 7N =
(44) a;m?(laNﬂ(;a ~y e t— ﬁo>[]-

1l en sera de méme dans le second cas. Dans le troisieme, on aura o.
La fonction ¥ devra s’évanouir.

En résumé, Vintégrale, mise sous la forme (44), ne s’évanouira
pas, en général , tant qu’on aura

(45) L ct—

) ~ N,cosv N,
elle s’évanouira dans le cas contraire.

16. Cela posé, considérons, aprés le temps ¢, I'état d’un point quel-
conque (x, y, z) assez éloigné de Porigine des coordonnées pour que
r=ya® -+ y* + z* soit trés-grand par rapport a ¢, et faisons

N r €
(46/ N, ~ N,cosv =T
Tant qu'on aura ¢ < T, lexpression (44) s'évanouira; le mouvement
n’atteindra pas le point (x, 75 2). 1l en sera de méme alalimitez = T.
Mais pour¢ > T, le mouvement aura commencé pour ne plus cesser.
1l suit de la qu’apres un temps déterminé T, le mouvement ne sera pas
parvenu au dela de la surface représentée par I’équation (46), ou

€
COsv

Apres un temps quelconque ¢ > T, tous les points compris en dec de
cette surface seront, en général, animés de vitesses diverses.

17. Pour tous les points situés sur un méme rayon vecteur, les

. X Z ’
quantités —, %, - N,, v, & ¢ ne changeront pas; par conséquent la

[*7 Cette formule a un aspect aussi simple que les formules données par M. Poisson,

pour la propagation sphérique d’un ébranlement central instantané. Foyez le tome X
des Mémoires de U Académie des Scicnees de IInstitut, page 5g8.
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. A - . I " N
fonction & gardera la méme valeur sila quantité ¢ — = reste la méme.

0
Or, elle restera la méme si, pendant que ¢ augmente ou diminue d’une
quantité quelconque %, r augmente ou diminue d'une guan-
tit¢ £ = N,&; donc, dans la direction d’'un méme rayon vecteur.

3 1 . .
sans le facteor = de Pexpression (44), le mouvement se propagerait

pour ainsi dire tout d'une piece, comme si tous les points en mouve-
ment glissaient en quelque sorte simultanément dans la direction du
rayon. Le mouvement actuel n’est autre chose qu’un mouvement pré-
cédent qui aurait glissé de la méme maniére; pourvu toujours que
Pon ne considére que des points situés 4 une distance suffisamment
grande de T'origine des coordonnées, ce qui exige que la différence
r — k reste trés-grande.

. . i .
Si 'on a égard au facteur -, on se fera encore une image de la pro-
=

pagation en concevant que, pendant cette espece de glissement du mou-
vement, les vitesses varient en raison inverse de la distance des points
a I'origine.

18. Lefacteur ¢ (1, N,) peut se discuter comme au n°® 11 du premies
Mémoire [*]. On trouvera sans plus de peine [**],

‘\48/ (P(IvNo) = Q‘P<I:No):

et comme ict o représentera les quantités de la forme L,. R,. Q,, etc..
qui entrent dans les valeurs de &, », £, Q représentera des fonctions de

LR ;, qui ne changeront pas tant que le point (x. y, z) sera sur Je

r’or
d¥ dn dt

méme rayon vecteur. St donc on prend les parties de i qui

dépendent d’une des fonctions f', par exemple, de la fonction Ji5 st en
méme temps on a égard seulement & P'une des valeurs s'* de s*; ces
parties seront proportionnelles & ce que deviennent les quantités L.
R,, Qy, quand on fait les transformations qui changent o en Q. c’est--

[*] Foyez Journal de M. Liouville, tome V, page 1q.
(**] Idem, page 20.
Tome IX. — Mans 1844. 1y
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. . . x z
dire quand elles sont devenues certaines fonctions de = é, ~» quenous

désignerons encore par L,, R,, Q,, pour ne pas multiplier les nota-
tions.

Pour la méme valeur s de s*, les parties qui dépendent de f, se-
ront proportionnelles & R,, M,, P;; celles qui dépendent de f, seront
proportionnelles & Q,, P,, Ny. Je dis que les quantités comprises dans
ces trois groupes sont proportionnelles entre elles.

En effet, on a identiquement

(Li—sH L, + &, R, +2:Q; = o,

(49) Ly + (0, — s R+ %,Qy = o,
Q41J1+@232+(%3_32>Q:; = 0,
<{4_S2>R‘I+$2M2 +2,;P;, = o,

(50) SRy + (R —s)M,+ ¢, P, = o,
2. Ry 4+ B, M, + (3%, — s?)P; = o3
({4—“52>Q4+°{R2P2+Q3N3 = 0,

51 Q4+ (My— )P+ €, N, = o,
L Q4Q4+®21)2 -+ (%(;—Sz)N;, = 0.

D’ailleurs le déterminant de chacun de ces trois systémes d’équations
n’est autre chose que le second membre de la formule (3). 1 est nul
quand on met pour s* une des racines s’ de I'équation S = o, du troi-
sicme degré en s*. Donc chacun des systémes, insuffisant pour déter-
miner les quantités du genre v, qui y entrent, détermine leurs rapports.
Donc les quantités L,, R,, Q; qui satisfont au premier systéme d’équa-
tions sont proportionnelles aux quantités R,, M,, Q; qui satisfont au

second , et aussi aux quantités Q,, P,, N, qui satisfont au troisiéme. Ce
qu’il fallait prouver.

‘ di dn d . . 1.
Donc, dans les valeurs de DB @ les parties qui dépendent de

§' seront proportionnelles aux quantités de ces trois groupes.
Siles parties dépendantes de s” et s” étaient supprimées, en vertu de
la discussion précédente, les trois composantes de la vitesse d’un
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point quelconque (x, y, z) d’'un méme rayon vecteur indéfini seraient,
a une grande distance de P'origine, proportionnelles aux quautités L,
Ry, Qj, par exemple, d'un méme groupe. La vitesse clle-méme se
trouverait constamment parallele & une droite qui ferait avec les axes
des coordonnées des angles dont les cosinis seraient proportionnels a
ces quantités. Le mouvement serait polarisé sur chaque rayon vecteur.
La direction de la vitesse changerait d’un rayon vecteur & un autre, a

cause du changement de valeurs des rapports *LE
r r r
19. A Taide des considérations exposées dans les deux numéros pré-
cédents, il est tres-aisé de se faire une idée du mouvement qui, aprés
un temps ¢ trés-grand, agite tous les points de Pespace 4 une assez
grande distance de 'origine des coordonnées, jusqu’a une autre dis-
tance bien plus grande encore qui dépend de la grandeur du temps ¢.
En effet, si 'on fait abstraction d’abord des termes dépendants de
s" et de s”, et si 'on considére tous les points (x, ¥, 2) situés sur une
méme surface comprise dans la formule

(52) r = Ny, H,

pour une valeur trés-grande du parametre H; apres un temps £ >H, ces
points seront animés de vitesses diverses, mais parallelesh des directions
dépendantes seulement de celles des rayons vecteurs respectifs. A me-
sure que le temps augmentera, le mouvement se propagera en avant;
et, si I'on considere la succession des diverses surfaces comprises dans
la formule (52) en y regardant H comme un parametre variable, le
mouvement passera progressivement d’une surface a une autre, de
telle sorte que la vitesse restera dans chaque rayon vecteur parallele a
elle-méme et variera en raison inverse de la distance a Porigine. Les
vitesses des différents points d’une surface seront proportionnelles
celles des points homologues d’une autre. Le mouvement restera pour
ainsi dire semblable 4 lui-méme.

Ces surfaces devront étre regardées comme les surfaces des ondes;
Pétat de la portion de I'espace comprise entre deux surfaces trés-rap-
prochées constituera, en quelque sorte, 'onde élémentaire. Mais ici

I2..
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I’épaisseur proprement dite des ondes ne serait pas bien définie. Elle
pourrait I'étre si la fonction f'était périodique par rapport au temps;
les épaisseurs se déduiraient facilement de I’étendue des périodes. Nous
reviendrons sur ce sujet.

.

20. Si l'on fait abstraction des termes dépendants de s’ et de 57, on
arrivera a des conséquences analogues, et I'on aura pour s” une propa-
gation d'ondes ¢lémentaires polarisées comme les précédentes, mais
non pas dans les mémes directions sur les mémes rayons vecteurs,
parce que les O dépendent de 5. 1l en sera de méme pour s”.

Or, dans ces trois propagations partielles, les composantes des vi-
tesses suivant les axes s’ajoutent pour les mémes points de lespace;
donc les vitesses elles-mémes se composent statiquement, et par consé-
quent la considération de ces trois systémes d’ondes polarisées suffit
pour permettre de construire la vitesse totale en chaque point.

Dans un méme rayon vecteur les vitesses partie]les sont loujours pa-
ralleles a4 elles-inémes, mais elles ne restent pas proportionnelles, 4
cause de la différence des vitesses de propagation qui dépendent des
No. La vitesse résultante n’est donc pas constamment paralléle a elle-
méme. Elle n’est pas polarisée dans le sens naturel de cette expression.
Ons’en fera une idée plus nette par la considération des trois systémes
d’ondes élémentaires, qui, ayant des lois de propagation bien dis-
tinctes, peuvent pourtant se composer 4 chaque instant en chaque
point et faire connaitre complétement I'état de ce point. C’est une
coexistence de petits mouvements [*].

21. Si l'on voulait étudier les déplacements au lieu des vitesses, il
faudrait discuter les valeurs de £, 4, Z. Elles renferment des termes de
la forme de I'expression (18). La partie la plus considérable de cette
expression est encore la premiére intégrale. Il semblerait au premier
abord que I'on pourrait conserver quelque inquiétude sur la grandenr

[*] Pour faire usage des considérations générales de M. Duhamel, il et fallu cher-
cher d’abord les intégrales des équations (1), en supposant les seconds membres de
ces équations indépendants ‘de ¢ et fonctions seulement des coordonnées z, ¥, z. Ces
intégrales sont comprises, comme cas particulier, dans les formules que j’ai employées.
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relative de la seconde, surtout si’on faisait la transformation

Ss=n(t—r1), ds=(t—1)dn.

Mais il suffit d’observer que la fonction ¥ (s, 7) ne peut étre sensible
que pour des valeurs de s correspondantes 4 celles de ¢ dans la partie
de I'espace troublée par la force accélérvatrice, et de mettre Vintégrale
relative & s sous la forme

e x»
fN \y(z—T,s\,x(s,ﬂdezgp(t—-f,s.)x(s,,f)f s,

=) N (l -‘r>

dans laquelle s, représente une valeur moyenne entre les diverses va-
leurs de s.

Comme, au lieu des limites en évidence, il faut prendre au fond des
limites relatives aux p, cette intégrale ne peut étre que trés-petite en
comparaison du premier terme. 1l ne pourrait y avoir exception que
dans le cas on la fonction ¢’ tendrait vers Iinfini pour de tres-grandes
valeurs de s. Mais cette circonstance sera elle-méme écartée (n° 24).

La partie la plus considérable de I’expression (18) sera donc

1 2T 13 t .
g;,—fo /0‘ j(: N@E =)o, N) g [N — 1), 7] crsinw dw 6.
On la réduira par les moyens précédents et 'on tombera sur une ex-
pression semblable & Pexpression {44), sauf la différentiation

d.
de’

22. On aura donc pour les déplacements des conséquences tout i
fait analogues 4 celles que Pon a eues pour les vitesses. Le déplace-
ment d’un point quelconque sera la résultante statique de trois dépla-
cements partiels qui se transmettront par des systémes d’ondes élémen-
taires distincts, polarisés, et dans lesquels les écarts seront en raison

inverse des distances A origine. Nous ne nous y arréterons pas davan-
tage.

23. Les considérations développées dans les deux Mémoires in-
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sérés au tome VII du Journal de Mathématiques pures et appliquées
de M. Liouville, pages 13 et suivantes, peuvent évidemment trouver
place ici. Il faudra d’abord mettre partout ¢ — 7 au lieu de ¢, et en-
suite intégrer par rapport a t, depuis o jusqu'a £. Les éléments des

. . . ’ ’ . . ¢
diverses parties des intégrales réunies sous le signe f donneront une
o

somme rigoureusement nulle pour des valeurs de s supérieures a une
certaine limite de la forme

N (¢ —1) < Nt

1l n’en faut pas davantage pour faire concevoir que les points du
milieu restent rigoureusement en repos jusqu’a ce que le temps soit
devenu assez grand pour y faire arriver la plus avancée des ondes élé-
mentaires dont nous avons ¢tudié les propriétés.

24. Les portions d’intégrales qui subsisteront sous le signe exté-
rieur f * seront, d’aprés les formules (2) et (3) du tome VII cité [*],
prises eontre des limites de la forme

N'(¢—r1), et N(—n1.

Par conséquent s, comme p, sera compris entre les mémes limites;
donc s sera toujours du méme ordre de grandeur que les quantités de
la forme

N(t — 1);

donc, en général, les fonctions ¢, ¢, ¢, considérées aux n® 10 et 21,
restent finies quand s croit indéfiniment; ce qui écarte toute restriction
*h cet égard.

23. Au lieu de supposer, dans tout ce qui précéde, I'action de la
force accélératrice circonscrite dans une certaine portion de I'espace
autour de l'origine des coordonnées, on pourrait la supposer circon-

1 Zoyez page 24.

LR U [l [N Porprogee Pt
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scrite autour d’un autre point (a, b, ¢). Il suffirait de remplacer dans
tous les calculs approchés ), Pyvpari—a, g — b, v—c, et .

Jrmrparx —a, y—b,z—c,yx—aP +(y—br+(z—cr
L’on trouverait que les trois systemes d’ondes élémentaires se dévelop-
peraient autour du point(a, b, ¢) qui en serait le centre commun,

Les deux propagations autour de Porigine et du point (a, b, ¢
pourraient avoir lien simultanément et méme avec autant d&’autres
systemes que Pon vondrait. On devrait faire en chaque point la compo-

sition des petits mouvements qu’y ameénerait chaque systéme considéré

seul. Au lien de I'expression (44) on aurait une somme Z d’expres-

sions de méme genre. Mais il faudrait que les points dont on cher-
cherait le mouvement fussent i une grande distance de toutes les por-
tions de Iespace agitées par les forces accélératrices. On pourrait
méme sous cette condition étudier le mouvement produit par une

infinité de systémes pareils; dans ce cas, la somme 2 serait rempla-

cée par une intégrale triple dont les limites dépendraient de P’étendue
de I'action de la force accélératrice [*].

3

Si F'on considérait le mouvement partiei dit 4 Paction de la force
accélératrice sur une portion de I'espace circonscrite dans un élément
de volume .V autour d’un point (a, &, ¢), les intégrations relatives aux
(A, v) indiquées par la formule (36) se feraient facilement. Aprés
avoir remplacé %, ., v par A+a, p+-b, v+c, et x, ¥, 3 par x—a.

— b, 2z —¢, il suffirait de faire sous les sicnes | les nouveanx \ y
’ ? g y My

et ) égaux 4 o, puis de multiplier par I’élément de volume .V qui
représenterait la somme de tous Ics éléments /2 du dy compris dans
Pespace élémentaire que 'on considére. 11 faudrait enfin intégrer par
rapport a I'élément de volume .V relatif au point(a, b, ¢); ce qui
amenerait une intégrale triple de méme généralité que ]’intégrale (25},
On n’aurait rien gagné, si ’on avait pour but de chercher I'effet de

[*] Ces résultats immédiats de la forme des intégrales pouvaient étre prevus comme
conséquences des lois générales de M. Duhamel.
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P'action d’une force accélératrice limitée a4 une portion de Vespace
dont toutes les dimensions fussent de grandeurs comparables entre
elles; mais si P'une des dimensions était trés-petite, comme, par
exemple, dansle cas ot la portion de I'espace agitée par la force accé-
lératrice serait comprise entre deux surfaces trés-voisines 'une de
Pautre, ce genre de considérations pourrait faire connaitre le mouve-
ment d’un point quelconque, situé 4 une distance de la couche agitée,
tres-grande seulement par rapport a I’¢paisseur de cette couche, mais
non par rapport a ses autres dimensions.

Cette derniére remarque est importante pour des recherches ulté-
rieures, dont jespére soumettre bientdt les résultats au jugement de

I’Académie.



