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SUR LES INTÉGRALES AUX DIFEËRENCES FINIES; 

PAR M. ROBERT LESLIE ELLIS (DE CAMBRIDGE). 

On peut évaluer l'intégrale 

(0 fdxfdj...fdz(p(x,jr,...,z), 

dans laquelle les variables x, y,..., ζ doivent prendre toutes les va-
leurs positives qui satisfont à l'inégalité 

!» ψ »/,·■■! ή < h 

en remplaçant dans la formule (i) la fonction ψ par une fonction dis-
continue , qui devient égale à zéro pour toutes les valeurs des variables 
non comprises dans la formule (a). On peut alors étendre les intégra-
tions depuis zéro jusqu'à l'infini , ce qui simplifie beaucoup les calculs. 

Je crois que c'est à M. Lejeune-Dirichlet qu'est due l'idée de cette 
manière d'évaluer les intégrales multiples; c'est ainsi qu'il a obtenu, 
il y a quelques années, une généralisation très-remarquable d'un théo-
rème dû à Euler. 

La théorie des intégrales définies nous fournit plusieurs moyens 
d'exprimer les fonctions discontinues; je me suis servi, pour cet objet, 
du théorème de Fourier. Au moyen de ce théorème, j'ai déterminé, 
dans un petit Mémoire inséré dans le Journal de Mathématiques de 
Cambridge, les valeurs de deux intégrales multiples. La première de 
ces intégrales revient à la généralisation qu'a donnée M. Liouville du 
résultat de M. Dirichlet; mais je crois que la seconde est nouvelle. 

La facilité avec laquelle j'avais obtenu ces résultats me fit penser 
qu'on pourrait peut-être appliquer une méthode semblable aux diffé-
rences finies; les résultats auxquels je suis parvenu par cette considé-
ration font le sujet de ce qui va suivre. 

En suivant l'analogie qui existe entre les différences finies et les dif-
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férences infiniment petites, on voit qu'à l'intégration multiple, il 
faut substituer des sommations par rapport à toutes les variables qui 
entrent dans la fonction donnée. 

Soit ψ (x,r) cette fonction. Je désigne par ̂  ^ ? G*"' f) '
a quantité 

suivante [b — a et d — c étant des nombres entiers et. positifs), 

φ (a, c) -t- φ (a -ί- ι, c) -+■. . . ψ (Λ, c) 
+ φ [η, c + ι) 4- (fib. c \

 ; 

+ .................................... 

-+- ψ (a, d) + ψ (b, d). 

11 est visible que cette notation pourrait s'étendre à un nombre 
quelconque de variables-

Le théorème de Fourier se remplacera par la formule suivante, dans 
laquelle h — χ et χ — a sont des nombres entiers et positifs, 

(3) fx — - J do. ̂  fu cos α (χ — u). 

On peut donc poser 

.τ. = a, — a -ι- ι = b·. 

mais si l'on donne à χ ^qui doit toujours être un nombre entier) une 
valeur quelconque non comprise dans ces limites, on aura 

l do.^S fu cos α (χ — u) = 0. 

La démonstration de ce théorème est si facile, qu'il n'est pas nécessaire 
de s'y arrêter; je ferai seulement observer en passant qu'elle suppose 
que la fonction fu ne devienne infinie pour aucune des valeurs 

u — a, a -+- ι,..., b. 

Désignons par [xj^ la fonction '■ toutes les fois que ρ est un 
nombre entier et positif, nous aurons 

{x\p = x.x + i... œ + ρ — ι. 
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Cela posé, entrons en matière. 
Je vais chercher la valeur de la somme multiple 

2
0
2

0
··· M''"' ·■■ Ι*Γ7(* + r + ··· -+- zh 

dans laquelle l'étendue de la sommation est donnée par l'inégalité 

(5) χ +j + ...+ s
<r

 h. 

D'après l'idée fondamentale de notre analyse, je remplace dans la for 
mule (4) la fonctionyïa? -hy + ...+ z) par 

2 j* r/a ̂  ju cos a (x -h y -l·... + ζ — it). 

Donc nous aurons, en changeant l'ordre des sommations, 

Ρ) ;Σ>/"*2.2.-2.
 |λ·)',_1 j rjî_l... {z}'-1 cos α (χ-h y + ..+ ζ — h} 

(k est un nombre négatif quelconque). 
Les sommations par l'apport à x,y, etc., peuvent à présent s'élendn 

jusqu'à l'infini. 
Nous allons déterminer les valeurs de 

^ COS αχ, et de ^ JNÎJ''-1 sin a.x. 

Soit z — e"^—nous aurons, par un théorème connu, 

2 ^ a~r cosa.r = l· ; 

puisqu'on a 

1 + z/ a + etc = 1 / z et I + I + etc = I 

Pareillement on a 

1 + Τ à + ? + etc· - 7 ïy' 
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et de là 

(7ï l ΨΙ a~~pz + a-'p+t) ζ2 + etc. = Γ (ρ) -, · 

En écrivant dans cette équation z~l au lieu de z, elle deviendra 

LiÉ a-p _|_ etc — Γ ( η -— r(i) — (.i—z-y 

Ajoutant cette équation à la dernière, nous aurons, à cause de 
, 'I /> . 1 K-i-U. 
1 ' Γ (xj 

i.8) *Σ>ί- Λ
 =

 r
(w \jd-£y

 +
 (ii-rj' 

(On doit remarquer que jojp = ο, puisque Γ (ο) a une valeur infinie.) 

Ensuite, à cause de 

(1a — ζ) (a — ζ 1 ) = ι — ·3.α cos α -t- α1, 

nous aurons 

ζ——ι- -—-—— = \ _/
ζ
.(α _

 ζ
-*γ ζ,—1 ία — ζ)ρ). 

[α — ζ) Ρ (α — z-')r (1 — 2« cosa-t-« ι' 

Mais, puisque ζ = cos a -+- \/ — 1 sin α, 

a — ζ = sin a (a cosec α — cotang α — \ — 11. 

Posons donc 

cotang ψ = a cosec α — cotang α, 

la valeur de ία — z)p deviendra 

/sinayr , . 
\siny ' 'OS Ρ® ~ V ~' 1 S!U P®'1' 

tandis que celle de (a — z~1)p sera 

/sina\/', . . 
likT?) [£°*Ρ<Ϊ + V- ' sin/;®); 

Tome IX.— Décembre 1844■ 
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par conséquent 

ζ (a — z~*)p + ζ 1 ία — z)p — a cos
 ' Pf +

 K
)· 

Mais la valeur de sin ψ est égale à · Donc, nous aurons 
(i— aacosa -t-«2)V 

finalement 

(9) ^ e-(j;-hp-n cosaa; = Γ (7 -- . 
il — la ('.os v. ■-+- ar\" 

On trouvera de la même manière que 

' x i Σ Lr}''-' a~<a:~'~p~t) sin αχ — Γ (ο)—.. 
(ΙΟΙ < ( 1 r , 7 
ν 7 1 (ι — 2(ZC0SK 4- a'j! 

! (a > Ο-
A présent faisons a = ι. Alors nous aurons 

I — cos α α cotang φ — —r-— = tang-? 
π T sin α Ό ι 

c est-a-dire 
7Τ α 

^ 2 2 

et les équations (g) et (10) deviendront 

œ
 COS ( f· (π — α) + α J 

11) ^ ja?}/-· cos ax = T(p) —ΑΞ 
(

2
 sin-

ce sin Κ-(π — «) +α] 
(12) 2ο

 Sln
 =

 Γ

 ~ Η— αΤΓ- ' ' 

l2SlnâJ 

Au moyen de ces équations, on prouvera facilement que 

(i3, 

CC OO 00 
Σ

0
Σ

0
···Σ

0
 M*"'··· I*}'-1 cosa{pc + y + ζ - «) 

(p^r q -f-... r , \ cos I (7Γ — α) -h «α — α « 1 
= Γ ί ρ) Γ(«)... Γ Iη ^ - / . -f -1 ti,' w

 a
y + , + ...r 

l2Sinï) 
η étant le nombre des variables x, y,.··, z. 
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Mais en écrivant, dans l'équation (ι 1), ρ q + ... r au lieu de p, on 

aura 

α COS I - _ - I π — α) -f- α I 

Σ
0

 {a·}^"1"· !·r-< cos αχ = Γ (ρ + 7 + ... r) - Λ r , 
I ?. sin - ) 
1 2/ 

et pareillement 

« , sin (É7 ,77 —α )-t-«) 
Σ

η

 : ··:'' '····' ' sin «λ- = Γ ( ρ + <7 +... r) - - >· 

( '·' ·> ' 
En combinant ces deux équations. 011 trouvera que 

V \χ\ρ^<>+· ■ · ''_1 cos a Lt — v) 
( I 

; Ρ -f <]+.. r , \ cos I ! 7Γ — α ί 4- α — ac 

" ' </-···'· ■ 7- -V\-™ -■ 
V'SIU ï ! 

"Mettons donc 
V ~ u — ft I , 

et comparons les équations ( 13; et f i4É nous aurons 

1 5V Σ Σ -Σ H'' IjK''··· H''-4 «»*(* +'.r ■+···. « -
__

 1
 (.1',

 Γ É/)··· 1
 (')y j

x
|/)+7-c. . . r (

 cosa
t
iX

. _ 'r, 4- l)
v

i. 
Γ (/; H- cy...+ ;·) ' > 

En multipliant les «'eux membres de cette équation par du. et en inté-
grant depuis zéro jusqu'à 7î, nous aurons, par Sa formule 3,;. 

.16) 
f ί/αΣ Σ -Σ M" Mrl'' '·.. ί-·)Γ"' cos α .r-~ r +· ... s— /7 Jo JmmÂ0 **** <) —0 

= n
r WL(^.HC| {„_. „ ; a— ·, 

pour toutes les valeurs positives de u — η ι. 
Pour toutes les valeurs négatives de cette quantité, le second 

membre de l'équation (16) est égal à zéro. 

54-. 
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Donc, en effectuant la sommation par rapport à u, il est inutile de 
donner à u des valeurs moindres que η — r. Cela posé, nous aurons 
finalement, en considérant la formule (4), 

117) 
Σ Σ ■••Σ W-\Ar Άχ +-!+■■·+z; 

o—o 0 

r(p + q + ... r) -ώ«Ι„_
Ι

"/ ' ' 

l'étendue des sommations étant déterminée par l'inégalité 

χ -f- y +...+ ζ h. 

Ce théorème est l'analogue pour les différences finies du théorème de 

M. Liouville, dont j'ai déjà parlé. 
En effet, en supposant que l'inégalité qui détermine les limites des 

variables soit, comme ci-dessus, 

χ -+- γ -+-... + ζ h, 

voici le théorème de M. Liouville : 

f d.r ( dr... f dz x1'"1 zr~lf(x -+-j z) 
Ju J0 J0 

= fluudu. 
T (l· + 1? -+-·■■ '') J 0 

Π est vrai que celte équation n'est qu'un cas particulier du résultat 
qu'a donné M, Liouville, mais malheureusement nous ne pouvons pas 
généraliser la formule (17) en supposant que l'étendue des sommations 
soit donnée par l'inégalité 

αχ -f- bj +. ·. ~l· cz ̂  h, 

sans au moins lui donner une forme beaucoup plus compliquée. 
A présent, désignons, suivant la notatkm usitée, par \pc\p la fonc-

tion —(nousaurons, quand usera un nombre entier, 
Γ Ix — ρ -1- ι ) 

\χ·γ —.χ. χ — ι... .r — ρ -f- 1), 
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et tâchons d'évaluer la somme suivante, 

Σ Σ -Σ WLrT··· + 7+-=)· 

dans laquelle χ peut prendre toutes les valeurs ρ — 1, ρ, ρ ■+■ ι, etc.. 
tandis que y peut prendre toutes les valeurs q — 1, q, q -4- 1, etc., 
et ainsi de suite pour les autres variables. L'étendue des sommations 

est déterminée par l'inégalité 

χ -h y -K..+ h, 

dans laquelle h est égale à ρ + q + ... r + un nombre entier. 
Nous allons premièrement trouver les valeurs de 

K f^'cos αχ, et, de \ [x]p~' sin αχ. 

Puisque nous avons 

ι -t- - nz -t- - a'z- -t- etc. = . -γ -
ι i.2 ii — azji' 

il s'ensuit que 

+ Ete+ϋ^ + etc. = r(p)T 
1 (1) r 2) ' ' (1 ~az)f 

Remplaçons ζ par z~', nous aurons, en ajoutant les deux résultats et 

en posant a = 1, 

[p — i]p 1 cosα (ρ — 1) -t- [
j
p]p'~t cosap -4- etc. 

- 2
 Γ

 (Ρ) ((T^TijT
 +

 z - p + 1 ) 

c'est-à-dire nous aurons 

Σ* M"-1 COS αχ = - Γ (pi (Τ—--—γ + , ·"' Λ . 

et pareillement 

K p-1 Μ'"' *>«*=;!·(,) (—jf - (7™^)' 

11 est facile de voir, en suivant à peu près la même route qu'aupnra-



43o JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

vaut, que ces deux équations reviennent à celles-ci : 

CO COS !- (ττ — a) — a j 
; 18;

 Σ,,_
(
 W~

( cos «* = Γ (P) - -
 v

7 - -~X7~" ' 

νάη*) 
• / ^ Sïlî ί - (77 χ) — χ j 

( ■ 9
!
 Σ,_, M'"'

siu a
'
r
 =

 Γ
 (ρ) - - 4

:
 ---τ·-

1
 · 

S 2 sin - ι 
. ·> ■ 

' -eia posé, on peut facilement s'assurer que la somme dont nous 
cherchons la valeur est égale à 

-;Σ'
iu

 J,
 ,h

- Σ, Σ
?
_,

 Lri'' 'Id"]7 '··· cos α (χ + y... ζ - U), 

Par conséquent elle est égale, en vertu des formules (18) et (19;, a 

y"/„ Γ da 4, 
^ χ ZY ; -

et de là nous aurons finalement 

(-20) Σ„„ Σ„_, -Σ,., M""' W'-' ■ · ■ + .r - ■ ■ ■ 
Γ l Ρ; Γ ir/ ... I ί η '· Γ τ 

- ri Γ « - ~ Α Σ iw ϊ« + «-» · ■ · ' " · U ' / 1 ■■■ ' / μ-ί-q-t- ■■■,-1 

Les deux résultats (17) et (20) suffisent pour montrer l'esprit de 
notre analyse, mais je vais encore l'appliquer à un autre exemple. 

Évaluons l'expression 

'•a,> Σ
0
Σ

0
···Σ

0

α*b>- · · °zAmx + nr ~ ■ a*» 

wac H- ny pz ̂  h étant l'inégalité qui détermine l'étendue des 
sommations. 

Je suppose que m. τ·,..., ρ soient des nombres entiers. En faisant 

mx—x', ny~p', etc.; n2î! — a', b" — b'. etc., 
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la formule (ai) deviendra 

KoKo...Ko a'x' b' ...c' f(x' + y' + ...z') 

Nous pouvons donc admettre que /m, η,..., ρ soient égales à l'unité; Se 
résultat général se déduira facilement de ce cas particulier. 

Nous aurons d'abord 

(22) 
KoKo...Ko a'x' b' ...c' f(x' + y' + ...z') 

= ^Σ.Σ,,··'Σ,,"'' ■■■«."cosa(.r- j~ ■ : κ. 

A présent, puisque 

V ... ι — a cos α 

Σ,, . a sin st 

nous pouvons effectuer les sommations indiquées dans le second 
membre de l'équation (2 :■). 

En effet, on verra, avec un peu d'attention, que nous aurons 

) 5) 'S ... Y ax fc ... cz cos α or 4~ j ... s — u) — ~ -

D étant égal à 

(1 — aa cos α 4- «*)...! ι — 2ccos α 4- c*
1

, 

tandis que Ν est égal a 

cos au — Sa.cosa(«4- 1)4- S «è. cos a pi 4- 2) —... ±1 ah. ..c cos a : u 4- e , 

le signe de sommation S ayant rapport aux e quantités a, b,..., c. 

Afin de donner à ^ une forme plus commode, posons l'équation 

ι A C 
I) 1 — aa cos χ 4- a2 ι — %<■ cos y -t. c- ' 
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donc nous aurons 
. a"~' ι 

(a — b). . . (a — c) (i—ab)...(i—ac)' 

et ainsi de suite pour 
Or, nous savons que 

ι I . , -- , (ι >.a cos a -!- etc.;, ι·—2« cos α-H a1 ι — a2 2 

et de là il est visible que le terme de -·> qui ne renferme 
1 ι — 2acos« + «" 

pas a, est égal à 

, ~—γ . -, l-r. ; r (a" — a"+t Sa f- a"^- Sab — etc. , 
(a — b). . . (a — c) ( ι — a·) ( ι — ab)... ( ι — ac) · 

ou à 
au+e~ ι 

(a — b). . . (a — e) ' 

puisque 
ι — a Sa -j- a- Sab — etc. 

( ι ·— a'2) (i — ab). . . l'i — ac) 

Nous voyons donc que, pour toutes les valeurs positives de u et pour 

u = o, 

('M) 
- f daS? V ...^ axbr... cz cos a (x + r +... ζ—u) 
Τ Jo **ο 

èu+'-' 
[a — b). . .{a — c) {b — a)... (b — cj 

Si u est négatif, faisons u — — u', nous aurons 

Ν = cos au' — Sa. cos a [u' — i) + etc. ± ab... c cos a («' — v), 
NA 

et le terme de : -, J qui ne renfermera pas a, sera égal à ι—2« cos α-l-α ' 
^«'+1.-1 j — f<—'Sa-Ha ~2 S «δ—etc. 

(ιa — b). .(a — c) (ι — a2) (i — ab). . .(ι — ac) 

En supposant que u' ne soit pas moindre que ν, il est visible que 

ι — a~1Sa -+- a~2Sab— etc. — o. 
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Si id est moindre que v, alors la formule précédente n'est pas égale à 

zéro, mais l'ensemble des termes semblables tels que 

i —6-'S α + etc. 
(/.> — a). . .{!> — c) (ι — é2)(l — éa). . . (i — bc) 

disparaîtra; c'est ce que nous allons démontrer. 
Désignons par S,/ l'ensemble de toutes les combinaisons qu'on peut 

faire u' des ν quantités a, b,..., c. Si u' est moindre que e, le terme de 
3^—— q

U
j
 ne renfermera pas a, sera égal à ! — la cos a-\-a2 1 1 -

(*5) γ—, (a"' — a"' ' S, + ... ±1 S,/ qp aS
u

-+, ±...± av~"'S„); 

or 

a"' — au' ' S, 4-... ± S
u

' q~ a~{ S,^, ±... ±r. a~"+"' S„ = o. 

il suit de là que la formule (a5) est égale à 

+ (s«'+< [a —a-*) — S,/
+2

(α2 — a-2) -H-...±I S„(av-"' — ÎZ~"+"')), 

et, en ajoutant toutes les formules semblables, nous aurons 

(lUIT
1 (a ~~ a ') 7'ZT

! Φ — b 1) ^ , 

^
 s

«'+ï (τζτί ̂  ~
 a+

 7=7" (b2-b-2) + ...) , 

+ etc 

- S, *r " - a—) +-
 t

"
h
 (b»-· - h ) +...). 

Or, je dis que chacune de ces quantités est séparément égaie à zéro. 
En remplaçant 2 cos a par z+z-1. nous aurons 

3" A ζ ί a a ' \ ^ 
(1—βζ). . .(1 — et) (s— a). . .(s — e) 1—«* \i— at 1 — a~'z! 

Si nous développons les deux membres de cette équation selon les 
puissances positives de z, la puissance la moins élevée qui se trouvera 
dans le premier membre sera z". Par conséquent, nous voyons que 

\ap — a~p) -1 (bp — b"p) 4- etc. = ο, ι — a- '■ ' r ■— 6- v 

Tome 1S, —- Ι)ιΐπ;.Μηκ:: 
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pour toutes les valeurs entières et positives de ρ qui sont moindres 
que v, ce qu'il fallait démontrer. 

Donc, finalement, pour toutes les valeurs négatives de u , 

^ ■••2
 aXiï'— c2cosa(.r -hy + ... ζ - u) = o. 

A présent, il est facile de voir que 

fa 7) 
"ν 5, ■ ■ ■ S ^ f*7· · · rV !'α'+τ + · ■ ■z) 

Σ
 Λ / 1 C

u+f

 \ 
ο ' \(« — b). . .{a — c) (e — a)...(<··— ij/ 

ce qui est le résultat que nous cherchions. 
J'ai démontré, dans le Journal de Mathématiques de Cambridge, 

une équation que je vais reproduire ici, afin qu'on puisse la comparer 
avec l'équation dernière. Les limites étant déterminées par l'inégalité 

χ γ ~\-,.. ζ h, 

nous aurons 

I dx f dj ... f dze~az~by '"ez j (x + y -+- ··· ζ ) 
J 0 Jo Jfi 

= Ι '/udu L——+...+ -—,-· )· 
J

n
 J \(b—a) ..(e — a) (« — c){b — c) ../ 

Les résultats que nous avons obtenus sont, ce me semble, d'un 
genre nouveau : c'est pourquoi je pense qu'ils pourront peut-être in-
téresser les géomètres. 


