JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

ROBERT LESLIE ELLIS
Sur les intégrales aux différences finies

Journal de mathématiques pures et appliquées 1'® série, tome 9 (1844), p. 422-434.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1844_1_9 422 0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1844_1_9__422_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

g2z JOURNAL DE MATHEMATIQUES

SUR LES INTEGRALES AUX DIFFERENCES FINIES;

Pir M. Roserr LESLIE ELLIS (e Camermce).

On peut évaluer 'intégrale

) Sdx fdy... fdag(x,¥,.... 2}

dans laquelle les variables x, ..., z doivent prendre toutes les va-
leurs positives qui satisfont a I'inégalité

(2) G, ¥yeer 8) < hoy

en remplacant dans la formule (1) la fonction ¢ par une fonction dis-
continue, qui devient égale & zéro pour toutes les valeurs des variables
non comprises dans la formule (2). On peut alors étendre les intégra-
tions depuis zéro jusqu’a Iinfini, ce qui simplifie beaucoup les calculs.

Je crois que c'est & M. Lejeune-Dirichlet qu’est due Iidée de cette
manié¢re d’évaluer les intégrales multiples; c’est ainsi qu’il a obtenu,
il y a quelques années, une généralisation trés-remarquable d’un théo-
reme dit a Euler.

La théorie des intégrales définies nous tournit plusieurs moyens
&’exprimer les fonctions discontinues ; je me suis servi, pour cel objet,
du théorémne de Fourier. An moyen de ce théoréme, j'ai déterminé,
dans un petit Mémoire inséré dans le Journal de Mathdmatiques de
Cambridge , les valeurs de deux intégrales multiples. La premiere de
ces intégrales vevient a la généralisation qu’a donnée M. Liouville du
résultat de M. Dirichlet; mais je crois que la seconde est nouvelle.

La facilité avec laquelle j'avais obtenu ces résultats me fit penser
gquon pourrait peut-étre appliquer une méthode semblable aux diffé-
rences finies; les résultats auxquels je suis parvenu par cette conside-
ration font le sujet de ce qui va suivre.

En suivant Panalogie qui existe entre les différences finies et les dif-



PURES ET APPLIQUEKES.

:/g‘),:‘;
térences nfiniment petites, on voit qu’a

I'intégration multiple, ]
faut substituer des sommations par rapport a toutes les var

1ables qui
entrent dans la fonction donnée.

A b d
Soit ¢ (o, 17) cette fonction. Je désigne par Z Z ¢ (x, ») la quantité
e a c ’

suivante (b — a et d — ¢ étant des nombres entiers et positifs),

plasc) +g(@a—+1,¢)+. . . o(b e
el e+ 0+ e(be
+ola,dy+.. . ... oib, d).

[I est visible que cette notation pourrait s’étendre 4 un nombre
quelconque de variables.

Le théoreme de Fourier se remplacera par la formule suivante, dans
laquelle b — & et x — a sont des nombres entiers et positifs

. 1 °7 &
(3) jac:;]n ({azn_fucosoc(.x’—m.

On peut donc poser

X=a, =a+1,.. =b;
mais si l'on donne i 2 ‘qui doit toujours étre un nombre entier) une
valeur quelconque non comprise dans ces limites, on aura

‘/)nda Zzﬁtcosa(x — u) = o.

La démonstration de ce théoreéme est si facile,
de s’y arréter; je ferai seulement observer
que la fonction fu ne devienne infinie po

quil n’est pas nécessaire
en passant qu’elle suppose
ur aucune des valeurs

Uu=a, a-+ 1,.., b.

L . T -
Désignons par {x%‘" la fonction (:f/—:)‘n): toutes les fois que p est un
(

nombre entier et positif, nous aurons

%x}l’ F=XL AL X+ p T,
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Cela posé, entrons en matiere.
Je vais chercher la valenr de la somme multiple

(@) 2020 20 L L 1 ) L o O

dans laquelle I'étendue de la sommation est donnée par I'inégalite

{5 x4y A z:i',l'

D’apres l'idée fondamentale de notre analyse, je remplace dans la for-
mule (4) la fonction f(x + y +...+ z) par

1 T L
—j)‘ -a’azkjucosa(x—f—vy + .-z — 1),

T

Donc nous aurons, en changeant 'ordre des sommations.

6) iZZju fndoc 202 20 {x}"”‘ t)f%q“... {z}"“ cos a(x+y +..+ z—u

{k est un nombre négatif quelconque).

Les sommations par rapport a x, y, etc., peuvent a présent s’étendre
jusqu’a Pinfini.

Nous allons déterminer les valeurs de

e o
ZO {x}?~" cosax, etde 20 foe}P~" sin o

Soit z = e=Y—1; nous aurons, par un théoreme connu,

1 1

[=2]
2 Z a - cosaxr = — +
o z 1

1 — — 1 — —

a az

puisqu’on a

1+5—+—etc.: s et 1+L—+—etc.:—~—-
a K4 za I
I — = [ — —
a e
Pareillement on a =
I~)—1—75—I—P'P+Iz‘+etc.:——-l ,

1a 1.2 a? z)P
I — =
aA



PURES ET APPLIQUEES. b

et de la
‘' Iip) Lp+1) —iprn
v p( 1) Pz T (2) a (P) a___z)
En éerivant dans cette équation z7 au lieu de z, elle deviendr

T(p) . — S \ v

90 a’l?z7t + ete. =T (p; (n_——z:W
Ajoutant cette équation & la derniére, nous aurons, & cause de
lx‘l’ —_ I.‘(:Z‘—I—p)
P r{x) ’

z 27"
o e L]

e [J-—-4 ——(I+p——|)
(8) 22 cosax =T (p)

{On doit remarquer que fo}” = o, puisque I' {0) a une valeur infinie.)
Ensuite, a cause de
(@a— 2z {a—z"")=1—2acosa—+ a*,
nous aurons

z z7! 1
— i — 2N o g — 2)P).
@ —2)P + (a—z1)P (1—2a coso + a’}P (zla )y z) )

Mais , puisque z = €0$ & —+ V— 1sina,
a — z = sin  (a cosec 0. — cotang o — — 1),
Posons donc
cotang ¢ — a cosec o — cotang «,

la valeur de (a — z)? deviendra

sina\” )
—_ ( 5 JHD — —_ 51 N
<Sm?) (cos po — y — 1 sin poj,

tandis que celle de (@ — z7')” sera

sina\P , —
(ﬁg ) (cos pg + v — 1 sin py);

Tome I'X.— Decemsre 1844.
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par conséquent

) ina\? .
2a—zsV 4 z7' a -z = 2 <S—lgf> COS | Py —+ a).

sSin g
1 4 4 \ sin «
Mais la valeur de sin 0 estégale 2 -2 — . Donc. nous aurons
i 6 i ,
(1— 2acosa +a?)?

finalement

* ( cos (py - a)

ey — (Ap—1 . 9 -

(9) Zn *Jc}p a~ P Veosaxr =T (p)- —LL 0

(1—2acos z 4 a®y"

On trouvera de la méme waniére que

s Em gx;/’_‘ a"(fl‘""l’_w Sin aax = I <p) _AAipﬂi,ﬁ_ N
4}

L .
(ro) ? (1—2ac0sz + atj*
/
\ \a > l).
A présent faisons @ = 1. Alors nous aurons
ta I— COS « tqn *
C 1 = T -— = Il —
o g qo SN « g 2
c’est-a-dire
T
v o= —_
! 2

et les équations (g) et (10) deviendront

® cos({;(w~a)+z)
11} 20 gx'}l’“’ cosox = T'(p) “( —7 ;
\2 sm ;\)
. ® sin (]; ('77‘—“)—1-&\
(12} 20 {x}f’“', sinox = T (p) — = oo

Au moyen de ces équations, on prouvera facilement que

X s+

(l 3, cos (£+—r]2—_+—__: (7 — o)+ no— au)
= T(p)T g T 7 -

AV EY
28ln—
\ 2

/

re ¢tant le nombre des variables a, Faeers 2

T | e o h iy res o IR IR SRR REE]
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Mais en écrivant, dans Péquation (11), p 4+ g +... r au lieu de P, on
aura

- e r
cos (1& il SR S

& 2
X dejrere o = Pp+gtor b S
0 { = sin )
\ 2
et pareillement
. ’,)—L—r—f—.‘.r' N '
@ SN ('-‘»——L-I; o o) -+a)
2 P i e — (p+g+...r- = T RE—
I

g Py
2 8in - ’

En combinant ces deux équations, on trouvera que

s ©
s 2 §x§”+"+' e 71 cos o o — V)
(U
. X 2 SR S . N
Ky cos | prg e N e e —y
\ P ) !

’ =U{p+qg+..rm- 2

L a gy
2810~ |
2

Alettons donce

= u—p o,

et comparons les équations (13) et (14). nous aurons

Egzzm...zu {r}l’*‘{h}'%"”".., {:-;"“ cos o (a + ¥ Az —
0 O o

__r “’} r ([/) r (’) i Ny N PV / .
f = et gt ’_)ZU far} Cosa(x — (1 —n + 1),

15)

En multipliant les deux membres de cette ¢quation par dg et en inté-
grant depuis zéro jusqu’a ., nous aurons, par lu formule 3

‘e

7 w & o )
f Ao D DX el cos g e
16 o o o 0 '

j e o
— r,l \l))l.((/)_,,] ‘O fu. — el AP ey
\ l'(])—{-—(/—f—-‘..—{-d‘) ! ¢

pour toutes les valeurs positives de 1t — 5 - 1.
Pour toutes les valeurs négatives de cette quanilé, le second
membre de Péquation (10 est égal 4 zéro
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Donc, en effectuant la sommation par rapport & «, il est inutile de
donner & © des valeurs moindres que n — 1. Cela posé, nous aurons
finalement, en considérant la formule (4),

17 ZOZO...ZO%JC}P% {]27—1. . gz}r—1‘/'<x s T Z}»
S TP T QP . ' e
( ————I————\;)‘zn—[ju{u~n+1;l‘ 7 .

rip+g-+..

I'étendue des sommations étant déterminée par Iinégalité

x -+ ]‘+...+Z< h.

Ce théoréme est Panalogue pour les différences finies du théoreme de
M. Liouville, dont j’ai déja parlé.

En effet, en supposant que inégalité qui détermine les litnites des
variables soit, comme ci-dessus,

B i e ol z<lz,

voici le théoreme de M. Liouville:

ﬁdxﬁdj...ﬁ dz et 0= 2 fle+y +..+2)

— E(p) I‘((/)...F@ f"‘fu ub+a+e -y,
(p+q-+..1) Jo

1l est vrai que celte équation n’est qu'un cas particulier du résultat

qu’a donné M. Liouville, mais malheureusement nous ne pouvons pas

généraliser la formule (1 7) en supposant que I’étendue des sommations

soit donnée par I'inégalité

ax +by 4.+ cz<h,

sans au moins lui donner une forme beaucoup plus compliquée.
A présent, désignons, suivant la notation usitée, par [x]? la fonc-

'ir—+1 ; .
(z+ 1) ) (nous aurons, quand p sera un nombre entier,

NN )

[x]p =22 — 1.0 —p -+ 1),
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of thchons d’évaluer la somme suivante,

21‘“ 2(1--1 o 21'—-1 [x]l’—' [Jf]q-l”_ [Z]’—‘ f(’)c + ¥ ... Z)

dans laquelle x peut prendre toutes les valeurs p — 1, p, p -+ 1, efC..
tandis que y peut prendre toutes les valeurs ¢ — 1, g, ¢ + 1, etc.,
et ainsi de suite pour les autres variables. I’ étendue des sommations
est déterminée par Vinégalite

X A4 ¥ et z<h,

dans laquelle & est égale & p + ¢ 4 ... 7+ un nombre entier.
Nous allons premiérement trouver les valenrs de
p

o]
[}t cosax, et de ¥ [x]sinox.
p—1

p—1

Puisque nous avons

1+ Yaz+ PPV g2 poete. = .
1 1.2 {1— az)’
il §’ensuit que
T{p—141] p Tip+1) _, Ny zr!
LT NN 7 T efc. = -
V(1) r.2) -+ [‘(p) (‘x—az)l'

Remplacons z par z~', nous aurons, en ajoutant les deux résultats el
en posant a—I,

[p— 1]t cose(p — 1)+ |p}P~ cosap + elc.

b ZTPF
e (e )

¢ est-a-dire nous aurons
® 1 o 3P P
Pt ecosaxr = -T(pl{—x A K
2[1——0 [ 1 2 (P/ (1— z)F + (v—z7")P
et pareillement
o] A 1 ) P ~— Pl F
2P sin ax — - I'{ ol LG
Ep—i [ ] ZF \P) (x——-z)!‘ (:I—-z:"'){’) )

11 est facile de voir, en suivant a peu pres la méme route qu aupara-
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vant, que ces deux équations reviennent 4 celles-ci

| ® cos (g(r o) :c)
18 Jp—t . . \ 2
(8. Z/M [2]7 cos = Tip) - ( . )P 7,
2 5in —
2

s P
([9: Zm [‘r]pﬂ sm(

SN o — F’p\ —
11—1

(m— @) —

Cela posé¢, on peut facilement g’ assur
cherchons la valeur est ézale 4

Z ;u/ (z’az ﬁ'zq_' 2‘ [2]P~] 5]

- [a 7 cos o (e e
Par conséquent elle est ¢gale, en verty des

formules (18) et (19
i PAg

(@b P () X COS ( 2\« ® =) — na— au |
i :7: S Z /u da ——

[¢]

P_' '/"‘ T T
( 2 5]“ —

2
et de ]2 nous aurons finalement

s pr Z(,_ 2 x| [}r]'/_4‘.

'] - I‘I/J !\r/ .I‘

,a(

(20)

L A

£

0! Julier g
(.IU -t q . r PAge o

Les deux résultats ( (17) et (20)

suffisent pour montrer ]G%lmt e
notre analyse, mais je vais encore I’ appliquer & un autre exemple.
Fvaluons i’ expression

533 ab

MX =AY AL pz

r—1

4119. 1)

¢Ff (mae + ny -,

- Pz,

= I étant Pinégalité qui dé
\
sommations.

termine |'étendue des
Je suppose que m, 72,. ..

p soient des nombres entiers. En faisant

mr=ux'y, ny =y', etc;

=a, b = ¥,

etc.,

er que la somme dont non:
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ta tormule (21) deviendra

rat ey - ] o’ s
artby e (' -+ ez
2.2, 2 Sty

Nous ponvons done admettre que m, n,..., p soient égales i Vuniré; e
résultat géndral se déduira facilement de ce cas particulier.
Nous aurons {’abord

N Z Z & fy s of - -
a”n’.¢ BRSNS ST
. 2.2, . S+
V22 . o vy »__ = “ ) )
= »-Zju docE 2 2 arh’.cTeosalr—y .z
\ = o 0 0 0

A présent, paisque
A I — @cosa
Z At oS g = o U0
o P--2a 0% % -+ @°
@ s «

=
2 a’sm ooy = —— 2
a

sy
I~—2ac082 4+ a*

nous pouvons effectuer les sommations indiquées dans e second
membre de I'équation (2).

En eftet, on verra, avec un peu d’attention, que nous anrons

. . x = @® - ~
23 ¥ Z 2 ath’.. ctcosaix F Ytz — ) =
' did o 0

oi#

D étant égal &
(1 —2acosa 4 a¥)... 1 — accos a 4+ ¢,
tandis que N est égal a

cosou — Sa.cosa{u-+1)+—Sab.cosy w0y —, .+ ab...ccosain4p .
{ ) .

ie signe de sommation S ayant rapport aux ¢ quantités a, b,....c.

> i S ane £ lus ¢ ’ :
Afin de donner i p tve forme plas commode., posons Péquation

1 A - 4 C
D7 1 —2acosx+ a? = 200087 L et
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donc nous aurons

A= oy e T=ab).. (= ae)

et ainsi de suite pour B,..., C.
Or, nous savons que

I

TTneesadat 4 __,, (1 + 2acoso —+ etc.,

NA
et de la il est visible que le terme de e, U hE renferme
— 24C08 & + a’

pas «, est égal &

a'—! 1

[ gt ol g2 -—et“.‘;
@A @ (—aby - (i—aq) © @ Sa-+a* Sab — ete..,

ou a
P st
Ao =
puisque
| —aSa -+ a’Sab —elc.
(1—a*) (1—ab}...(1 —ac)

== 1.

Nous voyons donc que, pour toutes les valeurs positives de u et pour
U =20,

,_f do(z 2 2 a*br..cfcosa(x +y +..2—U)

( it bu+v—

= la —b)...(a—¢) =+ (b—a).. (6 =c

+ ete.

Si e est négatif, faisons # =— — «’, nous aurons

N — cos oz — Sa.cosa (i — 1)+ etc. = ab...ccosa(u — v,

NA
et le terme de - —-—~» qui ne renfermera pas o, sera égal a

—aacoso + @

a?' =t [ —a'Sa—+a*Sab— etc.

(@—5). (a—o(1—a)(1—ab) ..(1—ae)

En supposant que %’ ne soit pas moindre que v, il est visible que

{ — a'Sa -+ a?Sah— etc. = o.
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Si «' est moindre que v, alors la formule précédente n’est pas égale a
#ro, mais Pensemble des termes semblables tels que

b= 1 — b6='8a 4 etc.

(b—a).. (b —e¢) (I—-b"’)(l—lja). co(1—be)

disparaitra; c’est ce que nous allons démontrer.
Désignons par S, 'ensemble de toutes les combinaisons qu'on peut

faire 2’ des ¢ quantités a, b,..., c. Si «' est moindre que ¢, le terme de
NA

e qui ne renfermera pas o, sera égal a

A , . ,
{ah] — (@ — a* 'S, 4+...=S, = aS .y, .. a"8,);

or

a' —a“ 'S, =Sy = at Sy, e g S, = o.

I suit de la que la formule (25} est égale a
A

F Spsil@a—a=y—S,., (@ —a?) +.. =8 (@ — a=y)y,

et, en ajoutant toutes les formules semblables, nous aurons

A - B s A
= Su’-H (I—-—--?’((L —da 1)+ P (b — b 1) +).

A N B 2
tsu’—w <-I_———a" <ﬂ2 —d 2) - —t (/)2— b 2) +) ,

o etc.

A . : B . . ;
+ SV (__ (a"—" — a=rt ) 4 I ‘:F (bu_u . b—v—Ht ) e )

1—a*h
Or, Je dis que chacune de ces quantités est séparément égale a zéro.
En remplacant 2 cos o par z-+z~', nous aurons

z Az ( a a0

7 = — elc.
(I—az)...(1~cz)(z—a)...(z—(:) I—a* \1—az 1-~a—‘z.',,) + ele

Si nous développons les deux membres de ceite équation selon les
})uissances positives de z, la puissance la moins élevée qui se trouvera
dans le premier membre svera z°. Par conséquent, nous voyons que

A . B
S ‘\(l,) - (I_[)> -+ -

— (b7 — b1) - etc. = o,
1— a* — b ‘

. ~
Tome 1X, — Décevpre 1844 Jo
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pour toutes les valeurs entiéres et positives de p qui sont moindres

que v, ce qu'il fallait démontrer.
Donc, finalement, pour toutes les valeurs négatives de «,

. = o =] > L, N
(26) f 2 Z 2 a*id.. cfeosalr +y 4.5 — 1) = 0.
0 o 0 0 ’

A présent, il est facile de voir que
Z 2 Z atbr.. i flae 4y + .. 2)
0 [} . v ‘
. qu—v——l iasd -1
=2/ <*—*“> Tla—g T {T—T--T:b)>’

ce qui est le résultat que nous cherchions.

Yai démontré, dans le Journal de Mathématiques de Cambridge,
une équation que je vais reproduire ici, afin qu'on puisse la comparer
avec I’équation dernicre. Les limites étant déterminées par Vinégalité

XA ¥tz ~h,

nous aurons

jndxfd)'... fdz paFTlr =0T (g Y Al B
0 ] 0

L —tu

heo d. i ¢
- _ﬁ Judu ((b—a) Lfe—a) e (a—c)(b—c) )

Les résultats que nous avons obtenus sont, ce me semble, d'un
genre nouveau : ¢’est pourquoi je pense qu’ils pourront peuat-ctre in-

téresser les géometres.



