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DE LA LIGNE GEODESIQUE SUR UN ELLIPSOIDE QUELCONQUE;

Par J. LIOUVILLE.

L'équation différentielle de la ligne géodésique (la ligne la plus
courte; sur un ellipsoide 4 trois axes Inégaux, se présente sous une
forme extrémement compliquée lorsqu’on fait usage des coordonuées
ordinaires. Aussi les géométres avaient-ils été rebutés de la traiter.
Mais M. Jacobi a observé qu’elle devient beaucoup plus maniable
quand on se sert, pour déterminer la position d’un point sur Iellip-
sotde, des deux lignes de courbure passant par cc point, genre tout
particulier de coordonnées dont Legendre sest autrefois servi avec
succes. L’illustre géometre de Koenigsherg est parvenu, de cette ma-
nicre, a ramener la détermination de la lighe gcéodésique demandée
aux simples quadratures. On peut voir, dans le tome VI de ce Journal

page 2677 la formule élégante qu’il a obtenue et dans laquelle figu-

rent des transcendantes abéliennes. M. Jacobi s’est contenté de poser
cette formule sans ajouter la démonstration; mais en indiquant le sys-
teme de coordonnées qu'il a employé, il a, par cela méme, rendn
cette démonstration tres-facile A trouver. Je viens apres d’autres géo-
metres en présenter une a mon tour, en v joignant quelques remar-
ques qui me semblent utiles.

Je prends pour point de départ ce théoréme connu (ou. sil’on veut,
cette définition), que la ligne geodésique pour une surface est celle
que décrirait, a la suite d’une mmpulsion quelconque, un mobile as-
sujetti 4 demeurer sur lasurface et dont le mouvement ne serait altéré
par aacune force accélératrice.

Soient

or
-
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les ¢quations de trois surfaces du second degré, 'une ellipsoidale, les
deux autres hyperboliques 4 une nappe et 4 deux nappes. En regar-
dant g, 11, v comme trois variables, on pourra faire passer ces surfaces
par tout point (x, y, z) de Fespace; leur intersection déterminera ainsi
ce point dont g, 1., v seront les coordonnées. Mais ces coordonnées se
réduiront & deux (1, v) lorsqu’on se borne  considérer les points situés
sur Pellipsoide dont I'équation est
:

xt ¥
o -+ T +——— =,

L o
° p ¢

ce qui aura lieu dans la question qui nous occupe, pourvu qu’on re-
présente par
a2 2 {02 22
ap, 2aypt-—0% oyp?— ¥
les axes principaux de Pellipsoide dont on veut déterminer la ligne
géodésique ; les deux variables ou coordonnées ¢, v se rapportent res-
pectivement aux denx genres de lignes de courbure de la surface dont

v = constante, et p = constante,

sont les équations respectives.
On sait, et il est facile de vérifier [*] que les éléments de ces lignes
de courbure & partir d’un point donné (p, o, ) sont
ds' = \/[_J.dp, ds" = V”q.dv,
en faisant

o) (= ) (" =) (=)

(p*—¢

¢ _
(Hz ])'z) ((:2 — P"g)’ (/ (b.) —v2) (c;r _ vz)

l.e carré de la vitesse d’un mobile suar Pellipsoide (ds désignant Pélé.
ment décrit pendant le temps dt) est, par suite,

[ds\2 _ [dsh\?  d\E ((zy 2 d\?.
) = () ) = (@) + (@)

[*] #oyez dans le tome 1T de ce Journal {page 147) un Mémoire de M. Lamé, mais
en ayant soin d'observer que I'auteur désigne par les lettres p, v, p ce que nons dési-

p =

gnons ici respectivement par =, g, v.
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ot si ce mobile n’est sollicité par aucune force accélératrice (auquel cas
la ligne décrite sera précisément la ligne géodésique), on aura, d’apres
les formules de la Mécanique analytique, les deux équations suivantes
du monvement,

; Ay

§ 'PE __tdp ((/y, 2 1 dy (/u‘)z

R Av YRt A K
1<%

d, q A .

__1dp ((l;L 2 " it dy (’(lv\ 2
dr T ady \dt 2 iy \?17) ’
ecrivons aussi 'équation des forces vives qui s'en déduit,

7l . )2 = onsiante (.
P 7/?/) + gz = uneconstante (.

Maintenant , soit

P pr—

—e— I (_11——,“,_(5__‘,)

7 o " ==
(pr— b (e —p) ’
d’ ot
p=m(p?—vA, g=ni{p> -2,
En substituant ces valeurs dans la premiére des équations du mouve-
ment et développant les calculs, on aura

L N 2 oy A [\ ® (r/y 2 v iy
{1 — il 2 (= mu =) . 1
mpt =) Gr et —y )(/{J. (rl!/ -+ amp A W

(O (4 (1) %
= - (=% - -+ my ‘-;\(;f) -+ np :

gn \ d/
d'on
N o P gy Adm fdu’\ 2 [ eduy oy dp
R o e e A e R R 2117 (L5 NN gy
e de: 5 M Cdp \ dr } ! (\ elr ) 2y de dt

—ulm a’p. 2 “ n 75 2’; o ()
- (dt ‘ (ri/) P
¢ est-i-dire
, .y
4wt — iy m
Gl yme Cu
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v dr ey
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Multipliant par 2 ( u? — v*) du, et intégrant, on aura donc

2 du\?
m{p? — v?)? (TZ) = A + Cp?,

A étant une counstante. La seconde équation du mouvement, traitée
d’une maniére semblable, fournira
) dv\2
2 2\2 2
nin?—y —) =B — Gy
(*‘ > ((1[) v
1l est d’ailleurs aisé de voir que les constantes A et B sont égales au
signe pres, car en ajoutant membre & membre les équations que nous
venons d’obtenir, on a

/

(= [p (%) +q

\

(5] = p Bl

dt
d’ou

B=—A,

puisque le premier membre est égal A G (pu? — v?) en vertu de I'équa-
tion des forces vives.
En divisant ces mémes équations membre & membre, nous aurons
des lors
mdp?  Gp*— B pi—B

ndv T B—Cu? B—

kd

3 étant, comme B et G, une constante arbitraire.
Cette équation peut étre mise sous une forme assez élégante; elle
denne en effet
ﬁ o n‘uj"dv'l-{—mv"dp."' . s —+ vids"
T ndv 4 mdyt ds® ’

d’ on

B = prcos” i+ v?sin*i,
{ étant Vangle compris entre ds et ds”[*]. Mais la formule que nous
avons trotvée d’abord est plus commode pour achever le calenl.

[*] Sur une surface quelcongue la ligne géodésique jouit de cette propriété, que lc
plan ssenlaienr est en chaque point normal a la surface. Cest ce gu'on prouve aisémeni
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Fxtrayant la racine carrée des deux membres, et prenant, potir fixer

les idées, le signe — dans le second, on en conclut de suite

Ve
Vil by e — iy —f

Telle est I'équation demandée de la ligne géodésique sur un ellipsoide
a trois axes. Clest, aux notations preés, celle de M. Jacobi, qui, du
reste, au lieu des variables . et v, emploie deux variables ¢ et ¢ lides
a celles-la par les relations

v==>bcosy, pn=y 7(75'065?0”7—}— b sin? g,
1. élément ds de la ligne géodésique est exprimé par
ds = \/pr[p."2 —l—?{??

D’ailleurs, en multipliant ses denx membres par yp* — 2, Péquation

\/r_ll~ (l{.L

nous donne

On en conclut

. . p(B=Wde dpyp (=)
ds — \/ pdu? + e

Vi —B

par la géometrie. De i une équation différentielle du second ordre dont
wie0st i - visint i = G

est une integrale premiére pour le cas particulier de Uellipsoide. Ne pourrail-on pas
arriver anssi par des considérations purement géométriques A cette intégrale premicre
dont la forme est <1 simple, ou {ce qui est au fond la méme chose) au théoréme curieux
démontre par M. Joachimsthal dans le Journal de M. Crelle, savoir, que PD = constantc,
le long de la hgne géodésique, D étant le demi-diamétre de ellipsoide paralléle i 1'élé-
ment ds, et P la perpendiculaive abaissée du centre sur le plan tangent a la surface en
un point de cet elément?
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ou bien

ds = &N Ay 2y dy
Vut— 0 Vit — f Vpi— 6

el enfin

ds =

lei les variables sont séparées comme dans Iéquation méme de la
courbe; on a done cette formule tres-remarquable

K — ey rlp. —+ /—J:L—;, dv + constante.

I .
v/[j‘z — ‘ rﬂj _./2

Les limites snpérieures de nos intégrales sont, bien entendu, les va-
riables mémes p, v; quant aux limites inférieures, ce sont des quan-
tités choisies arbitrairement une fois pour toutes.

Soit, pour abréger,

P

A(p2) = (= T R (= =

L’équation que nous avous trouvée pour la lisne géodésique penit
q I 3

s écrire
2 a2 ]
(e —widipy | [ (&
. {lu!

A% u?) ctant par rappori a p? un polynéme du cinquiéme degré, les
mtegrales qui entrent dans le premier membre sont des intégrales abé-
liennes de premiére classe et de premicre espece; en désignant donc
par /i une constante quelconque différente de p, et faisant

/‘ (Bt —p3d(p) (A — %) d ()

Tae o Pl e = e
Ol diiba
pr=dlaz.u;, v =), (20, @),

> et 1, indiquant les fonctions inverses que M. Jacobi a introduites en
analyse. Ces fonctions 4 deux variables, que I'emploi de 'auxiliaire «
nous a permis de mettre en ¢évidence, jouissent de nombreuses pro-
priétés. On sait, par exemple, qu’elles ont quatre périodes distinctes.
On sait aussi que

r(20 420, w ), X, (20 - 20, w4 1l

[T l g
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s‘expriment algébriquement (et méme a 'aide de radicaux carvés seq-
lement) par i (aa, Wiy by (20, w), h(2e', W, ), (20, w). Entiv 3 (oo, w0,
%y (20, 1), ou les arguments et « sont gnelconques, s’expriment de
la méme maniére a aide des fonctions ot un seul argument reste va-
riable, autre étant ¢gal A une constante quelconque, & zéro si Von
veut.

Quant 4 la formule pour P'arc s, elle se compose d'intégrales abe-
liennes du méme genre que les précédentes, mais de seconde espece
car

uHpt—pt d{ v, viipt—vh d ()
§ = AA,_(_F,,,;“ et -+ Y - A -~ constanic.
Alp?) %)
Introduisons avec Al. Hermite fes quantités 2 et u, au lieu de moel v
qui en dépendent, puis posons
(e w2y d{ ) W (ptmu?) [y , \
‘___(_P.‘__H_)“‘LL._’ _}.. [‘,_\LE.A“{. ,;_/ o F {r)‘r./'1 "/:‘
ST ) T 21

NOUS aurons
s = L2z, 1) — Koz, iy,

2to désignant la valeur de pour laquelle on prend s = o.
Or, il suit du célébre théoréme d’Abel sur les sommes dlintégrales.
que
E(Goe +o0, v+ =L (200, 0, + E(oa/, &) + R,

R désiguant une fonction de » (20, 1), Ay (20, ), 2 {20, 1), %, (2. ),
algébrique et méme dépendante de simples radicaux carrés. On sait
aussi que L {22, #) s’exprime dans toute sa geénéralité par des fonc-
tions & un seul argument, telles que Elog, o), E(o, 1), ete.

Tous ces théorémes d’analvse qui établissent entre les coordonnées
de cerlains points et les iongueurs de certains ares une relation dépen-
dante vniquement de Ia regle et du compas, répondent 4 des théo-
remes de géoétrie analogues & ceux qu’on a autrefois obtenus pour
les ares dellipse [*]. Hsdérivent de la considération des amplitudes des

[*] Enoncons ici d’une maniére plus précise un de ces théoremes.
Donnons & =« une valcur déterminée et 4 o deux valeurs paritculicres «,, «: de |2
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fonctions abéliennes. D’autres seront relatifs i leurs modules. Afin de
bien fixer les idées, prenons pour la limite inférienre des intégrales
relatives 4 v? une constante absolue, zéro par exemple; prenons de
méme une constante absolue pour la limite inférieure des intégrales
relatives & p?; soit enfin, si l'on veut, £ = o. Nos fonctions X (20, ).
)i (22, u) seront ainsi définies avec précision. Mais outre 2u et u, elles
contiennent implicitement g, &, ¢, 8. Pour un ellipsoide donne, ¢, b, ¢
sont donnés. Les lignes géodésiques en nombre infini gque I'on peut con-
cevoir sur cet ellipsoide répondront aux diverses valeurs des constantes
2. B; et Cest en faisant varier z seulement que I’on parcourra chacune
d’elles. Considérons en particulier les lignes géodésiques qui répon-
dent aux diverses valeurs de o et & une valeur fixe de 2. Les coordon-
nées de chaque point de chacune d’entre elles étant fournies par

o

pt == h(2a, w), vP=ii2a, w,

ot 7 et A, sont des fonctions bien déterminées, les propriétés quon
aura alors i rechercher dépendront des amplitudes 2o et & seulement.
Mais si Pon fait varier 3, les founctions X, 2, varieront aussi, et la con-
sidération des propriétés de leurs modules deviendra nécessaire. Il en
sera de méme si I’'on veut comparer entre elles des lignes géodésiques
relatives a divers ellipsoides, ¢’est-a-dire faire varier b, ¢ ou p.

un are s de ligne géodésique terminé aux deax points {p, vy (p, ») pour lesquels on a

pre=d(2e, ), v =0 (29, @), pte o, u), vhem ki (2e, 0.

\

. AT
Pour d’aatres valeurs o', #,, «', on aura un autre arc s° termine aux PoInts g, v,

07
’ I
‘!, o) pour lesquels
pr=12(2s",a"};, et
Fnfin le systeae des valeurs « + ay wp o, u+ o fournira un troisieme arc s7 ter-
wine aux points (v, V), (p”, v7) pour lesquels
p' = hize 420, w4 a'), etc
O, des proprictés des fonctions abéliennes qu’on vient de rappeler, il suit immediate-
Y " ; T ’
ment : 1° Que ", v" dépendront géométriquement de g, v, p',¥'; et wl vl de e s Yy
ainsi, les coordonnées des extrémités de s ct s’ étanl donnees, on pourra trouver celles
des points extrémes de s”; 2° que I'arc s” s'exprimera par la somme s -+ s' des deux
aitres, i une quantité algebrique prés dout la valeur pourra étre construite au moyen
de la régle et du compas.

D R e -



