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PROBLEMES
SUR LES DEVELOPPEES ET LES DEVELOPPANTES

DES COURBES PLANES;

Par M. PUISEUX.

PREMIERE PARTIE.

La cycloide et la spirale logarithmique possedent, comme on sait,
la propriété de se reproduire dans leurs développées : on peut se de-
mander si d’autres courbes n’en jouiraient pas également. On peut
aussi considérer non-seulement la déveloopée d’une courbe, mais Ia
développée de cette développée, et ainsi de suite, et chercher si, dans
cette série de courbes, il en est une que I'on puisse faire coincider avec
la courbe primitive, auquel cas les suivantes reproduiront périodique-
ment celles qui les précédent. Enfin la question deviendra plus géné-
rale encore, si au lieu d’exiger que 'une de ces développées successives
soit égale 4 la courbe d’ou Pon est parti, on veut seulement qu’elie lui
soit semblable. Nous nous proposerons donc, dans cette premiére par-
tie, de trouver une courbe qui soit semblable i sa 7iéme déve[oppée "]

Je remarquerai d’abord qu’il peuty avoir, entre deux figures situées
dans le méme plan, deux sortes d’égalités que j’appellerai égalité directe
ou inverse, selon que pour faire coincider les denx figures, il suffira
de déplacer 'une d’elles dans son plan ou qi’il sera nécessaire de la
retourner sens dessus dessous : de méme, deux figures semblables pour-
ront Yétre directement ou inversement.

[*] Dans une Note insérée au tome VI de ce Journal {page 61), M. J. Binet annonce
la solution d’un cas particulier du probléme que je traite ici. Mon travail était presque
enticrement terminé lorsque j’ai eu connaissance de cet article.

Tome 1X. — Novemses 1844. —/48
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Or, la forme et la grandeur d’une courbe sont complétement déter-
minées lorsqu’on donne une relation r = f(u) entre le rayon de cour-
bure r d’un quelconque de ses points et angle u# que ce rayon fait
avec une direction fixe. L’équation d’une courbe directement égale a
celle-ld n’en pourra différer qu’en ce que 'angle « y sera augmenté
d’une constante /, 4 moins qu’on ne veuille regarder comme négatifs
dans la seconde les rayons vecteurs qui sont positifs dans la premiére,
auquel cas r se changerait en — r; ainsi

r==xf(l4u:

telle est I'équation des courbes directement égales 4 la premiere. Mais
pour obtenir P'équation des courbes qui lui sont inversement égales, il
fandra changer wen I — u, et 'on aura

r==xf({— u.

De méme, une courbe dont les dimensions sont & celles de la courbe
r = f(u)dans le rapport de a a I'unité, aura pour équation

r==xaf(l+u), ou r==xaf(l—u),

suivant qu’elle lui sera directement ou inversement semblable.

Cela posé, par le point (r, ) d'une courbe tragons-lui une normale;
par le point (r,, %,) ou cette droite touche la développée, menons a
celle-ci une normale; cette normale touchera le seconde développée
en un point (r,, #,) par lequel nous ménerons encore une normale 2

cette derniére courbe, et ainsi de suite. On aura
ki3 T 3
u‘:u—l—;, uz_—_u,—}—;,..., uﬂzu,,_,+;,
et par suite
du = du, = duy, = ... = du,,.

Si 'on remarque, de plus, que les arcs des développées successives
ont pour différentielles dr, dr,, dr,, etc., on trouvera

dr dr, dr,_,
I"‘:_..‘d—u7 r‘2=:t717‘,..., l"n.—-_"'_' du’
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et par conséquent
- d"r

r, = ‘—;l—u',;

Si donc r = f(u) est 'équation d’une courbe, on aura pour sa nf"e
(Iéveloppée

N nw
== S () = = o (a2,
et ces deux courbes seront directement semblables lorsqu’on aura
‘) nx' — vl
J Uy — ) = xafl+un,),
inversement semblables lorsqu’on aura
. ne .
S <u,, — ?) = = af(l— u,).

Ces deux équations, dans lesquelles il est permis de supposer a positif,
euvent s’écrire plus simplement
p P

(1) S ()= xaf(h+ u),
(2) JPw=xafh—uw),
fi désignant une nouvelle constante. Elles sont, comme on voit, aux
différences mélées, et il s'agit de les intégrer. Observons que si une
courbe composée de deux branches symétriques par rapport & une
droite répond i une de ces équations, elle satisfera en méme temps
a Pautre, car elle sera 4 la fois directement et inversement semblable
a sa développée.

Considérons d’abord I’équation (2); en la différentiant 7 fois de suite,
on trouve

S @) == (=1 af ™ (h — u);
mais si I'on y remplace u par £ — u, elle devient
SO b =) = = af ()

Multipliant en croix ces deux derniéres équations, nous obtiendrons
réquation différentielle linéaire

3) S ) = (— rat f ).
48..



380 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

La valeur de f () qui la vérifie est la somme de 2n termes de la forme
Ae™, A étant une constante arbitraire, et m 'une des racines de
Péquation

(4) m** = (— 1) a®.

1
Je nomme b la valeur arithmétique de a”; les racines de I’équation (4)
seront données par la formule

; —
m:i-.b[cos(f———f)i —Ism(f_k__")],
2 n 2 n

\ . . . n . -
ou l'on doit faire successivement ¥ = o, 1, 2,..., 5’ S§i n est pair,

n—1 . . .
» S1 7z est lmpalr.

k=o0,1,2,..,
. ., \ n
Dans le premier cas, les valeurs de m qui répondent & &£ = 5 sont

réelles et égales & = b; la valeur de f'(«), donnée par I'équation (3),
contient donc une partie telle que Ae®™ + Be—?“. Mais la somme de
ces deux termes devant vérifier I'équation (2), il faudra qu’on ait

Abret 4+ Bbre = = a(Ae e~ + Be ™ e™),
et par conséquent

A= += Be~%, B= =% Ae"

De ces deux équations qui n’en font qu’une seule, on conclut que la
valeur cherchée de f(u) renferme, lorsque n est pair, la partie

A [ebu =+ eb (h—-u)]‘

Que 7 soit pair ou impair, on aura toujours, pour k = o,

m=xby—1;

il en résulte, dans f (), la partie

Cebut/_l 4+ De—bu\/-—l’

que 'on peut mettre sous la forme

Esin (bu + d);

E b v gt . Voo
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mais I'équation (2) devant étre vérifiée,, on aura
E 4" sin (bu + @ +"£> = * aEsin(— bu + bk + 9),
ou bien
cos <6‘ e '—;E> = == cos (bh + &), sin (d‘ + "g) = =*sin (bh + ¢),

et par suite

_ W e
¢ = —1

2

La valeur cherchée de f (1) contiendra donc le terme
Esin [bu — ’—;ﬁ — <-——fn_l—:E———I)W—I-

7, .
A chaque valeur de % autre que o ou 3 répondent quatre valeurs

de m, savoir:
b (cosa + y— 1 sin @), b (cos & — ' — 1 sin &),

—b(cosa+y—1sina), — b(cosa —y—1 sina),
en désignant, pour abréger, par o 'angle = — L lequel est compris
’ ? 2 n -omy
™
entre o et >
Aux deux premieres de ces valeurs répond, dans f(z), le terme
Fe bucos«sin (bu sin o + ¢),

et aux deux dernieres, le terme

Ge-bucos x gin (bu sin o —+ ;)’

mais la somme de ces deux expressions doit vérifier Féquation (2}, ce
qui exige que ’on ait

b . . - L3 > P
d™.eb% 908 % sin (bu sin o« -+ ¢) + Gd".e b"cos"‘sm(bu sSin % - %)
du’ du®

= * aFebt-weos«sin(— busina + bksina + ¢
*aGeb®-kcososin (— busina + bhsina +§).

E
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Pour former les dérivées de 'ordre n qui se trouvent dans le premier
membre, je différentie z fois de suite par rapport & uI’équation iden-
tique

et cos = [cos (husin o 4 ¢) + y'— 1 sin (hu sin & + ¢)]
— e:V—1_ phbu {cos o 4y — 1 sin u),

ce qui donne

d™.e? 05 [ cos (bu sin « + ¢) + y—1 sin (busin « + ¢ )]
du?

= bresV=1 (cos o + y— 1 sin o)" gufeos -y =1sin “);

J’égale les coefficients de y— 1 dans les deux membres, et je trouve

d™.eb% €95 % gin (busin o + ¢ . . \
S - "}I&n(”w in e 8) _ pn gbucos =« gin (busin o + no. + ¢,

puis, en changeant 4 en — b, cen — g,

A e~buCos 2gin (busin a-i- . . S
S du"( 9 (—1)yrbhme-tucosagin (busin o — no.+ ¢

En substituant ces valeurs dans I’équation (5), on verra que pour
quelle soit vérifiée, il faut que les constantes F, G, ¢, § remplissent
les conditions suivantes :

F cos(na + ¢) = == Gebheos«cos(bhsin a+§),
F sin (no + &) = = GeMesesin (bh sin o + &),
(— 1'Gcos (ne — §) = = Febheosacos(bhsine + ¢,
(— 1)"Gsin (no — §) = == Febttesegin (bhsina + ¢),

UNLES T ;- ) ki km ’ . .,
et si 'on se rappelle que « désigne angle - — —, on les réduira aisé-
2 n
ment 4 ces deux-ci,

. n . 1
= —; — bhsina — e, G= 5 (— 1P kebheosaF,

D’aprés cela, et en ayant égard & la valeur de «, on trouvera pour la

partie de f (&) qui répond & une valeur de £ différente de o et de 27
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1°. Sin est pair,

bu sm—;l— . b
e sin (bu €os — + e)

km
gy b(h—u)sm-— - -
+=(—1)" e sin b(k—u\coslf—l—s
) n ]

2%, St n est impair,

. krm
[,usmT : Fr
e sin (bu cos — -+ s)
/
N o=

Tk b(h_u)sink——”

E(—1) 2 e "cos[b(/z—u)cosig—{—e]

Nommons, pour abréger, U et V, ces deux expressions, et, en rés-
mant ce qui précéde, nous trouverons que les courbes inversement
semblables 4 leurs n**m développées ont pour équations, lorsque 7
est pair,

6) r=Ale™ = e ””)]+Esm“bu—ézﬁ~(n;l“_:—ll——"]+ 2 U;.

et lorsque 7 est impair,

ll'—l

k=

0 R L L Y

k=1

Relativement aux doubles signes, on doit remarquer que dans une
méme équation il faut prendre partout le signe supérieur, ou partout
le signe inférieur.

Il faut maintenant déterminer la valeur de f (1) qui répond a P’équa-
tion (1). Or, si nous supposons cette valeur développée en une série
de termes de la forme Ae™, chacan de ces termes en particulier devra
vérifier I'équation, et par conséquent, A restant arbitraire, les valeurs
de m devront étre telles que 1’on ait

(8) m' = = aqe™,
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L.a question est donc ramenée a la détermination des racines réelles ou
inaginaires de cette derniére équation. Pour trouver les racines réelles,
on la mettra sous la forme

mite ™ — + g

- b
et on observera que la dérivée du premier membre , savoir,

m't e~"*(n — mh),

ne peut changer de signe que quand m devient égal i % ou 4 o. On

saura donc dans quels intervalles la quantité m” e~"* augmente ou di-
minue, lorsqu’on fait croitre m de — o 4 + oo, et par conséquent on
pourra assigner deux limites entre lesquelles tombe chaque valeur
de m qui le rend égal 4 = a. Cela fait, on pourra calculer chacune

de ces racines par les méthodes connues, avec autant d’approximation
qwon voudra.

On trouvera ainsi que, »n étant impair, I’équation
H ’
m* = ae™

admet une racine positive si / est négatif ou nul, et qu’elle en admet

. - . n . .
deux si /i est positif et moindre que - : ces deux racines deviennent

égales lorsque % est égal a l:l_e’ et, lorsque 4 est plus grand, ’équation

n’a plus de racines réelles.

En supposant 2 pair, on voit que, pour deux valeurs de % égales et
de signes contraires, les racines ont les mémes valeurs en signes con-
traires. Lorsque £ est positif, il y a toujours une racine négative; de

. . 7 . . v .
plus, si % est moindre que 7> 11 'y a deux racines positives qui de-

: ’ n
viennent egales pour h = E}

Quant a I’équation
m* = — ae™,

elle n’a pas de racines réelles si 7 est pair, et, si  est impair, elle a une
racine négative quand % est positif, deux racines négatives quand 7 est

[T 1 [ [l [N R TR R P [EEEIERRRERRRERER
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. n . - 1
compris entre o et — - : ces deux racines deviennent égales pour
[
n
k oI — —

3 . 1 . n
» el cessent d’exister lorsque % est moindre que — -
be be
Les racines imaginaires de I'équation (8) sont en nombre infini ; mais
il sera encore facile de séparer chacune d’elles. et, par suite, de les
calculer. Considérons, par exemple, I’équation

nh
m' = ae™,

dans laquelle nous supposerons pair et % positif. Faisons

m=z(cos v = y — 1 sin v},

z élant un nombre positif et ¢ un arc compris entre o et 7, il nous
viendra

2" (cos ne = sin ny) = aet* ¢ [cos (hzsin v) = \— 1 sin (Azsin v)],
dou

[ hz
z — aet C()SV7

ne -+ 2hkn = hzsin v,
k désignant un nombre entier quelconque, positif ou négatif.
La derniére équation nous donne

ne - 2k
hosine

substituons dans la précédente cette valeur de z, et nous trouverons

nv - 2k

(Il(’ ~+ 25‘77)" - tang v (Z,I”

sin® ¢

equation dont nous représenterons le premier membre par ¢ (v). Nous
aurons alors

e - 2k
(ro == 2kt — e
2, tang ¢

&' () P, o [#2sin?p —ansino. (e + 2hm). cosv -+ 0 == 2h7 )],
expression dont le dernier facteur est essentiellement positif. comme
on le voit en le mettant sous les deux formes

[nsiny — (me + 247) -+ 2nsin v./nw + 2kn)(1 — cos ).

|7 sine + (no +- 2km)]* — 2nsinv.(ne + 2hTL 1 4+ oS ¢).
Tome IX — Novemsae 1554
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Si P'on attribue au nombre entier 4 une valeur positive quelconque,
. L. noi

ou bien une valeur négative plus grande en valeur absolue que —» ¢'(0)

ne changera pas de signe de ¢ == 0 3 v — 7, et comme ¢ (¢) est nulle
pour une de ces limites et infinie pour I'autre, il existera une valeur
de ¢ qui vérifiera I'équation

o(v) = ak”.
Lorsque le nombre % est compris entre o et — ga ¢'(v) change de signe

v . \ .
pour ¢ = — 27”; cette valeur de v rend ¢ (v) égale 4 o, tandis que
cette fonction est infinie pour ¢ = o et v = x; I'équation

9 (9) = ak"

. 2k 2k
a donc deux racines, I'une entre o et — — 'autre entre — — etm

Si I'on suppose & = o, 9’ (v) sera toujours positive; mais ¢ (v) se
réduisant 4 " e~ pour ¢ = 0, et devenant infinie pour v =, il exis-
tera ou n’existera pas de valeur de ¢ qui rende ¢ (v) égale A ah”, sui-
vant qu’on aura

nte™" < ou > ah®, c’est-a-dire, % > ou < -bze;

. N . n
il en sera de méme si I’on suppose kA = — 5

La discussion serait toute pareille si n était impair, ou % négatif,
ou §’il s’agissait de I’équation
m® —= — ge™*,
Observons que si % est nul, toutes ces racines imaginaires dispa-

raissent.

Remarquons encore que, pour certaines valeurs de £, il peut y avoir
des valeurs imaginaires de m dont la partie réelie soit nulle. En effet,
considérons d’abord I'équation

m" = ae™,
et faisons

T 3 e
m==*xgy—1 :g(cos;i \/—ISID—2->9



PURES ET APPLIQUEES. 387

g désignant un nombre positif; elle deviendra

g" (cos ”25 =+ y— rsin "—I) = a(cosgh = y— 1 sin gh),

ou bien
nr
g = a, gfl == + o2knm,
De la
nr 2k
o — T e—— - .
2 2 h 26 - b
Ainsi, lorsqu’on aura
} — nw + 2hn
Y b

I’équation

mt — aemh

admettra les deux racines - V—r1et —b

V' — 1. On verra pareille-
ment que I’équation

mt — . aemh

admettra les deux mémes racines, si ’on a

_ (n—2)r 2k
b=t 2

Il suit de ce qui précede que la valeur de f («) ou de r, qui vérifie
Péquation (1), renfermera :

1°. Des termes de la forme Apxs répondant aux racines réelies de
I’équation (8) et dont le nombre pourra varier de o 4 3;

2°. Des termes de la forme Be® sin (yi¢ + @) dont le nombre est
infini et dont chacun répond i deux racines imaginaires conjugnées de
I’équation (8).

Dans le cas particulier ot cette équation (8) a deux racines égales ,
deux termes de la forme A e sont remplacés par une expression telle
que e=(A + Cr), et dans un autre cas particulier. ot la méme
equation admet les racines =+ § V— 1, un des termes de la forme
B et sin {yu + d) se rédnit a B sin (b + &,

49..
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Lorsque / est donné, les constantes désignées dans ces formules par

A, B, G, ¢ sont les seules arbitraires.

Ayant obtenu les valeurs de () qui satisfont aux équations (1)
et (2), si I'on veut en coordonnées rectangulaires les équations des
courbes correspondantes, on remarquera que, § désignant P'arc d’une

: , as o-
de ces courbes, r ou f () est égal a —. et que, pour des axes conve

nablement choisis, on a

dx = dscos u, dy = dssinu.

Il en résulte

dx = f{u)cosudu, dy = f(u)sin wdu,

et par suite

x = [fluycosudu, y=[[(w)sinudu.

Les intégrations indiquées dans les seconds membres pourront s’effec-
tuer; il restera ensuite 4 éliminer u entre ces deux équations, ce qui
ne parait pas possible en général.

Examinons maintenant quelques-unes des courbes qui répondent
an probléme propose. Celle qui est représentée par I'équation

r—=Aex
est & la fois égale et directement semblable 2 toutes ses développées;

car quels que soient 7 et &, on peut toujours disposer de h de maniere
que la valeur m = « satisfasse & I'une des équations

mt = ae™, m'= — ae~™.

En passant aux coordonnées rectangulaires, on trouvera

r—p— Ae® (sin u - = cos x) __ Ae*(asinu — cos u)
p=ETINEE Yy — g =T

petqg désignant des constantes arbitraires. Faisons

Ve —pP+(r—q°=p, -Z»E‘% — tang 0, -:; = tang w;

x
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il viendra
u

fang

A(’,OCII
= Acosw.e ,

P = -]__i_az
tang ¥ — tang w R
tang 0 = Agn —lang e tang (1t — w},
1 -+ tang « tang w !
et par conséquent
§ -t-m

f=u—w, p=Acosw.ewngo,

équation d’une spirale logarithmique, dans laquelle le rayon vecteur
fait avec la tangente I'angle «.
I équation
= Bsin (bu =+ ¢,
que I'on peut toujours ramener 4 la forme = B sin bu, represente une
courbe semblable directement et inversement 4 la fois & 'une quel-
conque de ses développées, et ses dimensions sont i celles de sa "
développée comme 1 est a 5",

Si nous prenons d’abord & = 1, auquel cas la courbe est égale i ses
développées, nous avons

dx = Bsinu cosudu, dy = Bsin®udu,
d’ou

__ B . B B .
x—p_Z(I—LObzu), F T 4= u— psinou

De la

j—ngarccos LI — “/L(%——’i)] —\/g(x—p)w(x—;;%,

équation d’une cycloide engendrée par un cercle dont le diameétre
B
est —
2
Lorsque & est quelconque, I'équation

r —= Bsin bu

représente une épicycloide; pour le démontrer, nous rapporterons la
courbe aux coordonnées polaires ¢ et § employées tout 4 'heure. A cet
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effet, des équations
dx = Bsin bucosudu, dy = Bsin busin udu,

nous déduirons, en intégrant,
x — ——*—BAfinbus'nuﬁ—b b
P=—g— (s i cos bu cos u),

B . . \
ry—qg= F:(Sln bu cos «w — b cos busin u).

Il en résulte
o = “7:1—)2 (sin® bu + b* cos® buj,
0 — — (' —1)pdp ,
bV[B 6 — (b — 1 p7][(°— 1)7p" — BY]

On a, d’un autre coté,

tan tang bu
. . U —
bens busin w — sin bu cos u J b
tang f = — - = s
sin bu sin u -+~ b cos bu cos « tang bu
1 -+ tang u — ;
et s1 nous faisons
tang bu
- = tang ',
d’ont
tang bu b du B2b:du
¢/ = ar n du’ = - =
. arcta g( b )7 sin? bu + b* cos® bu (b’—-l)’pz’

nous aurons

tang u — tang &’

— w S
tang § = 1+ tang wtang e’ tang (u — o), G=u—u,

d, szi’,___‘b;z_ P

) do = du— du' = — i \/ (bz_lgw =D

7

Cherchons maintenant I'équation de Vépicycloide engendrée par le
point M de la circonférence BMN pendant qu’elle roule intérieurement
sur la circonférence fixe ABG. La droite menée du centre O de celle-ci
au centre C de la premiere passera au point de contact B; la lettre A
indique la position du point décrivant, lorsqu’il sert de point de con-
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tact aux deux circonférences. Tracons OA, OM, CM, et faisons

0OA = A, CB= a, OM — s MOA = @, BCM — ¢

La figure nous donne

9 = BOA — COM;

de plus, 'arc AB est égal 4 arc MB dont Ia longueur est ay; par suite,
— ay — 2t LA
BOA = 1 § = e COM.

Mais du triangle COM dans lequel 'angle C est le supplément de ¢, on
déduit

P:_(A_a)z_az

.y Y cos —t(A—af—a
CO? qJ = > (W y ¢cos COM — Q(A Cl)p .
done
- 7 FP—A—a)—a P+ (A —a)p — g
e prowme A arc cos ‘- 2?51)(1“ —— arc cos > (A —EF_’

et, en différentiant,

____(A-—-za)dp\/ T
A N A =

Cette équation conviendra également au cas ou la circonférence mo-
bile serait extérienre & Pautre, pourvy qu’alors on y regarde @ comme

négatif. On voit qu'elle devient identique 4 ’équation (97,

lorsqu’on
pose
Bé B
A = by*“;’ A — 2d —= z,:, “l-
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Ainsi cette équation (g), et par conséquent I'équation r = B sin bu ,
représente une épicycloide qui tourne sa convexité on sa concavité vers
origine O selon que le nonihre & est supéricur ou inférieur & Punité,
’est-a-dire selon qu’elle est plus petite on plus grande que sa dévelop-
pée. Flle nous apprend d’aillenrs que, dans cette courbe, le rayon de
courbure est proportionnel au sinus d’un angle qui lui-méme est pro-
portionnel & P'angle du rayon de courbure avec une direction fixe.
Cette propriété se démontrerait aisément par des considérations geo-
métriques analogues a celles qui servent 2 établir, dans le livre des
Principes, la similitude de épicycloide et de sa développeée.

Je me borne & mentionner encore deux ou trois courbes assez
simples que Yon pourra discuter en formant, comme précédemment,
les valeurs de p et de tang §. Par exemple, les courbes représentées
par les équations

A A [ebu 4 eb(lz—u‘,] , r= A [Bb” — eby’h—lu)] ,

et qui sont semblables & leurs développees d’ordre pair, sont des spi-
rales composées de deux branches symétriques qui s’¢loignent a Pinfini
de part et d'autre d’un rayon vecteur minimum. Dans la premiere
courbe, ce rayon vecteur est perpendiculaire a la tangente a son ex-
trémité; dans la seconde, cette extrémité est un point de rebrousse-
ment ou la tangente se confond avec le rayon vecteur. On peut ajouter
que chacune de ces lignes est semblable ala développée de I'autre.
I.équation
r = Befsinyu,

par laquelle je termine, représente une courbe semblable a sa déve-
loppée, et dont les dimensions sontaux dimensions homologues de cette

Iz

développée comme 1 esta &+ 3 Elle présente, de méme que I'épi-

cycloide, une suite de points de rebroussement correspondant a des
. . . ’ ’ . T . .
valeurs de § qui croissent par degrés ¢gaux a —; ais ces poinfs, au
Y

lien d’étre situés sur une méme circonférence, sont sur une spirale
logarithmique, et la tangente en chacun d’eux, au lieu de se confondre
avec le rayon vecteur, fait avec lui un angle constant. D’ailleurs le rayon
vecteur de chaque point de rebroussement est maximum ou inini-

mum, suivant que y € - 7? est plus grand on plus petit que 1.

I LR AN E NN N Pt
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DEUXIEME PARTIE.

Supposons que 'on développe une courbe quelconque AM & partir
d’un point A, de facon que sa développante la rencontre en ce point;
puis, qu'on développe cette développante & partir du méme point A,
et ainsi de suite. Proposons-nous de déterminer la limite des courbes
ainsi obtenues. ’

Soit r = f(u) 'équation de la courbe AM; par le point (r, ) me-
nons-lui une tangente qui sera normale 4 la premiére développante et
la coupera au point (r,, %,); par ce dernier point menons a cette pre-
miere développante une tangente qui coupe la deuxiéme au point
(ras uy), et ainsi de suite. On aura

du = du, = du, = ... = du,,
dr, _ or, — dr, o
du ™ de T 'Y du Pt

et par conséquent, en supposant # = o pour le point A,

Y :j;ujow...j;“f(u)du”,

ou bien, en vertu d’une formule connue,

n = T?a‘l—(;:T) f; e — 2 fl2) dz.

Je supposerai que f(x) ne devienne pas infinie, méme lorsque
augmente jusqu’a I'intini; c’est ce qui a lieu, par exemple, dans une
courbe fermée et dépourvue de points d’inflexion. P admettrai aussi que
J () ne se réduit pas a zéro pour toutes les valeurs finies de «, comme
il arriverait si le point A était 'origine d’une spirale logarithmique.

Cela posé, nommons p. une moyenne entre o et z; on aura

v vf([-") u Nt _ un .
= gy [ A de= e

Les valeurs de % qui répondent 4 des points de la n#"* développante
Tome 1X. — Noveunse 1844.

.
a0
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. ., .. R
soit une quantité finie; or, si

! N u"
doivent donc étre telles que ———
1.2.3...n

Pon pose

un
—— =
1.2.3...n ’

et qu'on prenne les logarithmes des denx membres, on trouvera, en
appliquant la formule de Stirling,

nlogu—niogn—f—n—;

c. = logv,
d’ou

log;—t_—_-i + o logkonn)+~* — eftc. +l_0£»

Si maintenant on fait n infini, ¢ devant rester fini, on aura
)

log % = 1, wu="2
gn— ’ e

ainsi, quand n devient inﬁni, u doit le devenir ?lllSSi, de maniere que le
) t—u oit égal a 1
r .
appor 7~ S g P

Appelons maintenant ¢ un nombre trés-grand, mais fini, et faisons

P = fe (#— 2" f(2dz, P = fu (w— 2"~ f(z) dz,
de sorte qu’on ait

fu (w— 2y~ f(2)dz =P + P.

7

Soient « une moyenne entre o et ¢, ¢’ une moyenne entre ¢ et «; on

P:f(oc)fe(u—z)""dz:wl‘iﬁ[r — <1- 2)"]7
= f(a) f (w — z)*~* dz_unf ( )

Mais lorsque n devient infini, u devient égal a Z et ( 1 —) Aees;

aura

[T [ oy
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on a donc

u fla ut 1o’ .
P="00 0 ey, P="1 e gy
9. et 9, se réduisant a zéro quand 2 est infini,

On tire de la

MW et iy
p Sla) ~ 1— e T®E I-I—eu5

et F'on voit que ce rapport est tres-petit lorsque 7 est infini, puisque
le nombre ¢, quoique fini, est trés-grand En I'appelant § on aura

j”ww@wfwﬁzpo+®:u+aj”mm@wj@@.

et par couséquent

— 1+6 ¢ et e
r"—m];(u—t) S (2) d=.

De méme, y étant aussi tres-petit gquand 7 est infini, on aura

— I+ £ ez g
ot = 5 237?:?)\/0‘ (w— 2" [(2) dz.

Divisons cette équation par la précédente, et nous trouverons

/ {— 2" fz) dz
[y 0

——— >< —
[3 )
- f (u . z)n—lf(z) dz
[¢]

Le rapport de deux éléments correspondants des intégrales qui sont

L dr, N
—_ ou —— = (n —1
o rodu ( )

I . . ’ .
dans le second membre est —; celui des intégrales entieres est donc
. 1 1 Lo \ 1 .
compris entre —~ et ——, ou bien égal 4 - (1 -1 ¢). ¢ se réduisant i
u U—ze u
zéro quand 7 est infini. On a, par conséquent,

dr,  mr—1 < (147 (149
rodu T i Mh}—f-ﬁﬁ—'
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. . . , \ n—1
Supposons enfin # infini, ¢ deviendra égal a o, — prendra la va-

leur e, et comme on peut supposer § et y aussi petits que 'on voudra,
il s’ensuit qu’on aura, en remplacant du par son égal ety

dr,

r,duy

2 1
— e, dou r,= Cen,

équation d’une spirale logarithmique dans laquelle le rayon vecteur
fait avec la normale 'angle dont la tangente est e.

Afin de vérifier ce résultat, je vais le retrouver d’une autre maniere
dans un cas particulier. Je supposerai que, dans la courbe primi-
tive AM, le rayon de courbure soit proportionnel & une puissance
moindre que la deuxiéme de I’arc compté a partir du point A ; le cercle
répond 4 la puissance du degré zéro. Yappellerai s, s,, s,, etc., les arcs
de la courbe AM et de ses développantes compris entre I'origine A et
les points qui répondent aux rayons de courbure r, r,, ry, etc.: on
aura évidemment

dSpis _ ds,

T, = =

n+A n? Tt Tn
Si donc I'équation de la n*™ développante est connue, et que ce soit
rn = _f(s,), on aura pour la suivante

Tn dr,,_,_l L] drn—w

f("n+|) ’ sn-H = f(rn+1)

dsn+| =

Cela posé, soit r= bs* Péquation de la courbe AM; en formant,
comme on vient de I'indiquer, les équations des développantes succes-
sives, et les résolvant par rapport a r,, ry, etc., on trouvera généra-
lement

a 1

I‘,,:(Q—-d)”’*“"“ < n-{1-—a n—a

hnr+i1—a gnt1—a

{(2—a) (3—a)(f—a)...(n++1—a)]* T 1— @
Si I’on suppose # infini, les quantités

a i

(2,__ a:.n—i-l—a’ br+r1—a

n—a
——
n—+1—a
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se réduisent 4 'unité. Quant au facteur

4')_“
el
~1

nt1—a

1 ’

[(a—a)(3—a) (fj—a)...(n4+-1—a)}" T —¢

si on Pégale a z, on aura

logz=1log(n+ 1 —a)

H

— ;IITl—a [log(2 — a) + log(3 — a) +...+ log(n + 1 — a)l

ou, en appliquant une formule connue, et nommant # une constante
indépendante de 7,

logz =1log(n+1— a

b+ (n+—a)logn+1—a)—(n+1— a
- n-+41—a ,l_ —_— . ,/v__l_.__ —
+ S log(n~+1 — a) 4 T —a) T et
:I___log(n+1—a)+ﬁ~ 1 .t ete.
2(n+1 —a) 12(n4+1—a?

Si maintenant on fait #» = oo, il viendra

logz=1, z=e,
et par conséquent
Iy = €8,

Telle est I'équation de la limite des développantes; en la différentiant ,
on trouve

dr,
dry = eds, = er, du,, — = edu,,

.
et par conséquent

r. = Ceean,
comme plus haut.

11 existe sur les développantes successives un autre théoréme énoncé
par Jean Bernoulli. Concevons un arc de courbe AB, tel que les tan-
gentes 4 ses deux extrémités soient perpendiculaires entre elles; de-
veloppons-le a partir du point B, ce qui nous donnera I'arc BC ; déve-
loppons celui-ci & partir du point C, ce qui nous donnera I’arc CD, et
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amnsi de suite; les extrémités de ces arcs seront toutes situnées sur deux
paralleles, saveir, la tangente & P'arc primitif AB an point A, et sa nor-
male au poiut B. Le théoréme dont je parle consiste e¢n ce que la limite
des arcs ainsi construits est une deini-cycloide.

Poisson en a donné une démonstration dans le xvin® cahier du
Journal de UEcoie Polytechnique; il m’a semblé qu'on la simplifiait
beaucoup en la présentant de la maniére suivante

Par un point M de Farc AB tracons-lui une tangente qui coupe
I’arc BC en Nj par le point N, menons a ce dernier une tangente qui
coupe I'arc CD en P, et ainsi de suite. Soient r, r,, r,, etc., les rayons
de courbure de ces arcs aux points M, N, P, etc. Soit « Pangle que les
rayons de courhure de rang pair font avec la tangente a 'arc AB au
point B, et que ceux de rang impair font avec la tangente au méme arc
au point A. On aura

dry = rydu, dry—= — rydu, dr,=r,du, etc.,

les signes des seconds membres étant alternativement + et — ; il en
résulte

19
u Py u
r, = f ride, r,= f r,du, r,= f rydu, etc.,
A8 u O

tes limites des intégrations étant alternativement o et u, n et Z Mais
. . ™
r, est une fonction de # qui s’annule pour z = 53 elle peut donc, de o
a u, étre exprimée par la formule
ro = A,cosu + A cos 3u -+ Aj;cos 5u + etc.,

en faisant

H

7

[

A, = é f J () cos ia.de
" (4]
On en conclut
. A, . . A, .
ry = A, sinu -+ 5 sin Jue + & sin Su 4+ ete.,
A, : A,
ry= A, cosu + 7+ COS 3u + gcos5u -+ etc.,
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et généralement

. Ay A, Lo
= A, sinu + 3.7 S0 e+ B SINOu -+ etc.,

st 72 st un nombre pair, ou bien. si n est impair,

AL A,
—— €OS 3l -+ —— cos hu -+ etc.

1, == A, cos i - 35 5

Supposons maintenant » infini, tous les termes disparaitront, i I'excep-
tion du premier, et nous aurons

1= A, sin u,
on

r, = A, cos u.
L.a premiere de ces équations représente , comme on I'a va plus haut.
une cycloide, et il en est de méme de la seconde qui s’en deéduit en

™
(‘hangeant uen - — u.




