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SUR LA THÉORIE DES TRANSCENDANTES 

A DIFFÉRENTIELLES ALGÉBRIQUES; 

PAU M. HERMITE. 

'Extrait d'une Lettre à M. Lion VILLE. — Comptes rendus, tome XVIII.) 

J'ai essayé d'introduire, dans l'analyse des transcendantes à diffé-
rentielles algébriques quelconques, des fonctions inverses de plusieurs 
variables, à l'exemple de ce qui a été fait par M. Jacobi pour les font 
tions abéliennes. Je vais passer rapidement en revue les principaux 
résultats que j'ai obtenus, en réservant les démonstrations et les dé-
veloppements accessoires pour un Mémoire que j'espère bientôt avoir 
l'honneur de présenter à l'Académie. 

I. 

En suivant la marche tracée par M. Jacobi, dans le célèbre Mémoire 
intitulé : Considerationes générales de transcendenûbus jébelianis, j'ai 
été conduit d'abord à rechercher le système d'équations différentielles 
ordinaires dont les intégrales complètes sont données parle théorème 
d'Abel, considéré dans toute son étendue. Cette recherche, au reste , 
était assez facile en s'aidant des résultats consignés par Abel lui-même 
dans le Mémoire couronné par l'Académie des Sciences [*]. 

Soit, en suivant les notations d'Abel, 

1 O) = Po -+- PiJ + PAJT2 + ... -F- /V-, J"-' +J" — ο 

[*] Tome VII (les Savants étrangers. Voyez aussi 1111 élégant Mémoire de M. Minding, 
publié dans le .Tournai de M. Crelle, tome XXIII. 

ΤΌΠΙ* IX. — OCRONRR Ι8^4· Ί5 
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une equation algébrique quelconque irréductible, dont tous les coel-
ficients sont des fonctions rationnelles et entières d'une même va-
riable x. 

Nommons ses racines 

jn, yt, y»,..., y
n

, 
et désignons par 

(il j (x, j) — t
0
 + t

K
y 4- t

2
y2

 4- ... 4- l„_ 
ty

n~2 

une fonction rationnelle et entière de x et y, dans laquelle le degré 
d'un coefficient quelconque l

m
 soit pris égal au nombre entier immé-

diatement inférieur à la somme, diminuée d'une unité, des η — m — ι 
plus grands exposants des développements de chaque racine y suivant 
les puissances descendantes de x. 

Soit enfin γ le nombre des coefficients arbitraires contenus dans 
j (4e, y) ; cette fonction sera susceptible d'un nombre γ de formes dif-
férentes que je représenterai par 

Ι{χ>Λ J*{x>y)>-··' J- -rur)· 

Cela posé, en désignant par 

3L ) , 'X'o? · · · 7 Χμ 

des variables en nombre quelconque μ plus grand que γ, et par 

7«), .T(2)vj J (μ·) 

des fonctions irrationnelles choisies arbitrairement parmi les η racines 

y κι /2!···! y ni 
on aura, au moyen du théorème d'Abel, sous forme algébrique, les 
intégrales complètes du système des équations 

fi (x1, y(1)) dx + fi (x2,y2) de fi (x µ, y(µ)) 

f2(x1, y(1)= dx f2 (x2 y(2)) + f2 (xµ, dxon 

............................................................. 

,te,+yyydx,+... μμμΑ dXf= f2 (xµ, y(µ) d 
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Il est inutile de dire que, dans chacune des racines j{{) ou ym, etc., 
on remplace la quantité χ par la variable x, ou x2, etc., du terme ou 
elle entre. 

II. 

D'après cela, je prendrai pour fonctions inverses les quantités 

■r(, x2,..., χ y, 

définies par les 7 équations suivantes 

(2) 
E k=1 xk f1 (xk, y) X' (my'k) dxk=u1 k=1 k=1 x1o f2 (xk, y(k) X' (y(k) dxk=u2, 

....................................................Σ
7
 r^fJxhTiMdxk=u,;; 

* = 1 

et je poserai, en conséquence, 

«a, —"λι [ιι ι, n
2 ι · · · î x2

—λ2 ιΐΐ|, ιι<>·, - ■., fi y), U'y—: ,/v
2
,..., j. 

Cela étant, les intégrales du système d'équations différentielles consi-
déré plus haut, intégrales fournies immédiatement par le théorème 
d'Abel, donnent sans difficulté, par un changement convenable de 
constantes, le théorème fondamental, qui consiste en ce que les 7 
fonctions 

λ* («, + C, U
2
 + t'j,..., «y "Α" fy) 

sont les racines d'une équation de degré 7 dont les coefficients sont des 
fonctions rationnelles des diverses fonctions 

k (u1, u2,.., u7) 

Yk (v1e
2
,..., te,), 

et des valeurs correspondantes de celles des racines y que l'on a fait 
entrer dans les équations (a). 

45 . 
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III. 

De là découle cette propriété importante des fonctions inverses, qui 
consiste dans la coexistence d'une série d'indices de périodicité pour 
tousles arguments, et qui montre toute l'étendue de ce caractère sin-
gulier, dont un admirable Mémoire de M. Jacobi a révélé depuis long-
temps l'existence dans les fonctions abéliennes. Considérons l'équation 

x' CrO t ( J») x' Cr») ··■ x'Cr») = °> 

dont le premier membre, comme on sait, s'exprime par une fonction 
entière de x. Chacune de ses racines jouit de la propriété de rendre 
égales deux des racines y de l'équation 

X if) = o. 
Supposons donc quey(1) devienne égale à une autre racine j[ti

 pour 
les diverses valeurs 

χ — a15 at, a,,..., ayq 
de meme que 

Jî2) = fw 
pour 

X — ÛC2, OCgf···) OC2 j 
et 

7(3) ~fi 3] 

pour 
x = a3, a3, a3,..., «y;, 

et ainsi de suite. 
Faisons, pour abréger l'écriture, 

fk (G, f( o) fk ΑΪ']) _ / Λ Ρ, 

f (x y(2)) X' on_ l =k=' jk2;: 2);: 

............................................. 

X' (y(y)) X' (y[y] 
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et désignons par les lettres m des nombres entiers positifs 011 négatifs. 
Si l'on pose 

Is.= 2 "ιϊ' I ' (A', 1) dx -h 2 mÎ f (A;, 0.) il.T'Y- ... 

+ 2 mv° / '(k,y) dx, 

i) r= 1 flft") 

011 aura ce théorème : 
« Une fonction rationnelle et symétrique quelconque des 7 fonctions 

» inverses conservera la même valeur en ajoutant simultanément aux 
» divers arguments 

Uf , U2J U3 , . . . , Uy 

» les quantités constantes 

f ι ? L; I3?·") L/ · B 

Par une autre méthode, indépendante du théorème sur l'addition 
des arguments, mais qu'il serait trop long d'indiquer ici, on obtient 
directement les égalités 

λ, (lif + Ι,, M2 "+" I2)···! My ~+" ly) — (Mo Kav»wy), 
X2 (M, Ά" L, M

2 Lî··»; My ~ί~ ly) X2 (jl\, M
2
,···, ^*/.'7 

.................................................................... 
λ-y (ϊί, -f- I,, M

2 ~+~ I2 î · * ■ ? 'U fy) — (W|, M2,··., My!. 

IV. 

Les racines de l'équation 

jc'CrO χ'(7»)···χ'(.τ») = <>, 

qui se sont présentées comme limites des intégrales qui entrent dans 
l'expression des indices de périodicité, jouissent de la propriété générale 
d'être des valeurs maxima ou minima des fonctions inverses. Cela ré-
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suite des expressions de leurs différences partielles que je vais rap-
porter. 

Soit 

(3) F [x,j) == μ, /j (χ,y) -h μ,β (λ?, j) + ... -F μ,/β/
 {χ, y); 

concevons qu'on détermine les constantes μ par les γ — ι conditions 

F = °» F ÇrvJw) = F {x.„ j
(7)

) = o. 

Nommons F, (x,y) ce que devient alors l'expression (3); les équa-
tions (2) donneront sans peine 

dx 1 pi χ' (/g;) ^7χ(y(1)) 
du, F,(a:„7(,)) du 2 F, (x„ duy F, (x„f(,)) 

De même, si l'on appelle F
2
 (χ,y) la fonction F (x, y) déterminée par 

les conditions 

F 1 Jw) = °> F (*ra < Je.)) — o,..., F (a?.,, jr^) = o, 

on aura 

dx, Ριχ'(/(2)) ^2 P'X'ÎJO)) ^2 ^ζ'(/{2)) 
du1F, («„/(,)) ' dit, Fi(*i,ro))' ' duv F ,^,/ϋΐ)' 

et ainsi de suite; d'où résulte la proposition énoncée. 
De ce qui précède, 011 tire des équations linéaires aux différences 

partielles qui méritent d'être indiquées, savoir : 

,/ι {·Τ"Ιΐθ) du, + ^ du, +··· + Λ(·^"^(θ) du., ~ X' (y(1)), 

f1 (x2,y(2)) dx2du1 + f2 , y(2)) dx2d u2+..+ fx2, y(2) dx2duy = X' (y(2)), 

...................................................................... 

,/< 1 y m) (y)) dï
t

 +
 — +fv (

x
y> Jw) ̂  ~ ^m)· 

Remarquons enfin cette conséquence, que l'équation 

f1 (x,) dx1 du1 +f2 (x,y) dx1 du2+ ..+ fy (x,y) dx1 duy =o, 
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tant satisfaite par 

ar = xa, y .y.., 

x= x3, y=y3, 
.................................. 
X = Xyt 7= 7M, 

011 peut, au moyen des différences partielles de l'une des fonctions in-
verses , déterminer algébriquement les γ — ι autres. 

V. 

Le théorème relatif à l'addition des arguments conduit encore à ex-
primer les fonctions inverses dans toute leur généralité, au moyen 
des cas particuliers les plus simples, où l'on ne suppose successivement 
qu'un argument variable , les autres étant égaux à des constantes quel-
conques, à zéro par exemple. 

Ce genre de réduction, qui est dû à M. Jacobi, se retrouve dans 
une autre partie de la théorie, comme on va le voir. 

En nous bornant, pour plus de simplicité, aux fonctions de la pre-
miere classe des transcendantes abéliennes, considérons la différen-
tielle totale 

F(x) f(x) dx+ F(y) f(y), 

où F(x) est une fonction rationnelle quelconque, et f {x un polv-
nonie du cinquième ou du sixième degré. Si l'on substitue aux va-
riables χ et y les variables u et ν des fonctions inverses définies par les 
équations 

/ 7 dx Γ·} dy 

Jo \]j(x) Jo \Tf[y)u 

X \lflx) X ^f(y] 

son intégrale étant désignée par 

II (u, v), 
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jouira, en vertu du théorème d'Abel, de la propriété exprimée par 

l'égalité 

Π(Κ + «', C + ν') = Π (M, V) 

-t- II («', c') -+- une fonction algébrique et logarithmique; 

en faisant 
u — o, v' = o, 

on trouve 
II («', Q ΓΙ (ο, ν) + Π (η', ο) 4- une fonct. algébr. et logarithm, 

Ainsi, la fonction IT(n, t>) à double argument est ramenée aux deux 
cas les plus simples, où l'on suppose successivement un seul argument 
variable; on voit encore qu'on n'aura plus à considérer que des inté-
grales de formules différentielles qui contiennent seulement une va-
riable indépendante, à savoir, des intégrales, par rapport à u, de fonc-
tions rationnelles et symétriques de 

λ, («, ο), λ
2
 («, o), 

et des intégrales, par rapport à v, de fonctions rationnelles et symé-

triques de 
h (o, v), h (o, V). 

On se convaincra facilement de la généralité des considérations précé-
dentes : ainsi, dans le cas des fonctions de la seconde classe des trans-
cendantes abéliennes, où s'offrent des fonctions à triple argument 

Π (u, v, w), 

on aura de même l'égalité 

Π (u -+- u', e 4- ν', w -+- w') = Π (u, e, w) 
4- Π (it', ν', «/) 4- une fonction algébrique et logarithmique, 

ou bien encore la suivante. 
Π (it 4- n! 4- u", ρ + (^ + v", w 4- w' 4- w") ~ Π (u, ν, iv) 

4- Π (u', v', w') 4- Π («", e", «/') 4- une fonct. algébr. et log.; 

et, en faisant 
u — o, v = o, 
u' = o, w'— o, 
v" = o, w"— o, 
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il vient 
Π (ιι", U, w) — Π (ο, ο, w) + Π (ο, e', ο) 

■4- Π (κ", Ο, Ο) -Η une fonction algébr. et logarith.. 

ce qui conduit aux mêmes conséquences que précédemment. 

YI. 

La méthode qui m'a donné la division des arguments dans les fonc-
tions abéliennes, s'étend aux nouvelles transcendantes; mais, jusqu'à 
présent, je n'ai pu aborder la théorie de la transformation sans être 
arrêté par les plus grandes difficultés. Mes tentatives m'ont conduit, 
néanmoins, à quelques considérations sur cette théorie bornée aux 
fonctions elliptiques; je vais les rapporter en peu de mots. 

Soient φ («, A), ou simplement φ («), la fonction inverse, définie par 
l'égalité 

φ' (u) = \/[i — f («) ] [ι — A2 ψ1 (m)] — Δ («, k), 

ara et iv> \/ — ι les indices de périodicité, et η un nombre impair quel-
conque. Le théorème fondamental, donné pour la première fois par 
M. Jacobi, consiste en ce que la fonction 

= = £?(" + - J) = φ(«) + ? (" + ?) +-+ ? {u
 + ' 

où l'une des périodes des fonctions elliptiques se trouve divisée par le 
nombre n, peut être représentée de la manière suivante : 

aq (u a, Y); 

λ désignant un nouveau module, a et α des constantes. On en déduit 
ensuite que toute fonction rationnelle et symétrique des quantités 

φ (M), φ[ιι+~ j, φ {u + φ H - —j ? 

où, de même, l'une des périodes des fonctions elliptiques subsiste, 
tandis que l'autre se trouve divisée par le nombre η, peut être repré-

sentée par une fonction rationnelle de s ( λ^)· Or, voici la démons-

Tome IX _ OCTOBRE 1844 46 
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(ration du théorème de M. Jacobi, à laquelle je me suis trouvé con-
duit. 

Il existe, entremets, une relation algébrique, qui s'obtiendra par 
l'élimination de ψ («) entre les deux égalités 

» = τ = Σ'(» + Ψ)· 

Soit, pour cela, ψ [u) = z, comme on le voit aisément, se trans-
èfU A forme en une fonction rationnelle —5 U et Y étant deux polynômes 

pairs du degré η — ι ; on établit ensuite sans peine que les racines de 
l'équation 

(4) ζ

 = Σ?("
 +

 ΐ) 
sont de la iornie 

?(")=? (s) > ? (£ + v) ' f (
ε +

 Ίτ) ' " ' ' f (
2 + ' 

Cela résulte, en effet, de ce que l'expression de 3 ne change point en 
augmentant u d'un multiple quelconque de —■ 

Or, la même chose a lieu nécessairement dans la dérivée ^ ; et comme 

z= xUn, 
on a 

V d(xU) _ xU dV 

Ta = W~ V(l - - k-*2). 

dz Ainsi, le carré de qui est une fonction.rationnelle de oc, conser-
vera la même valeur en y substituant successivement les diverses ra-
cines de l'équation (4); par suite, ̂  s'exprimera par la racine carrée 
d'une fonction rationnelle de z. 

Or, cette fonction sera entière, car 

Σ 4 (» + '-?) 
ne peut devenir infini sans que quelqu'une des quantités <p[u-h2pw u 
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ne le soit, ce qui vend dès lors ζ infini lui-même. Pour obtenir main-
tenant le nombre et la nature des valeurs de z qui donnent 

,lu = °-

il faut chercher les racines de l'équation 

E a (u +2 2pw n=o, 

On trouve très-facilement qu'elles sont comprises dans les deux for-
mules 

x2= q2 w+ 2+ 2pw n, x2= q2 w 2 _1+ 2pw n, 

p devant être supposé successivement o, r, α,..., " '· Mais j'observe 

que pour les substituer dans l'expression de z, il est inutile d'avoir égard 
à ces diverses valeurs de p, de sorte qu'il reste seulement à considérer 
les racines 

x2 =q2 w 2 x2 q2 w b2-1; 

On voit, parla, que le polynôme en z, qui entre dans l'expression de 

~, sera du quatrième degré, ne contiendra que des puissances paires 
de z, et s'évanouira pour les valeurs 

Hs»(i+ «Stf = * -|Σ»(;v~-= P-
Ainsi, l'on aura 

£=<V(»-$!·-$· 
C étant une constante qu'on détermine en observant que, pour u = ο 
et par suite z ~ o, on a 

dz du = C A 2pw n: 
taisant α one 

A , C 
G — Λ, - — a, 

46 
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on a 
z = a

9
(yiy 

VIL 

Il résuite, de ce qui précède, que l'équation 

αφ(~,ΐ) = ψ, ou xU — αφ λ \ V = ο, 

a pour racines les η quantités 

φ{ιή, φ {u + —J,.··» + -^~γ 

Je vais faire voir qu'on peut tirer de là, directement, la transformation 
des fonctions de troisième espèce, sans établir préalablement, comme 
le fait M. Jacobi, la formule de transformation des fonctions de se-
conde espèce. 

Soit, pour abréger, 

F (x) — xU - oup Xj V; 

en désignant par m une quantité quelconque, on aura, comme Ton sait, 

F(m) F(m) = Z m_q I u+2pw n; 

ou bien encore 
η — ι 

p= — 

F ;'m) f M [m ~ Φ (« + ^) m- 9(u- ^ 

Or, on peut écrire 
F' (m) Aq (u a, Y) _B 

^ = 7/^17 

en posant 

A= V'V; B= (xU aV) , M= xU qV pour x=m. 
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IJ importe beaucoup de remarquer cette valeur de M qui. pour 

m = φ (μ., k), devient φ ̂  ; ainsi on a l'égalité 

Aq u , +b 

µ a, Y _q u a, Y
=

 'W-'W
+2 H ;r;rs) ltû 

d'où, en changeant le signe de μ, 

Aq u , Y +b 

yFK'F)
=+2 w-¥) - ">+ Χ - f)': » w. 

puis, retranchant membre k membre, 

Α

?
^

!λ
)_

Βφ
 ή 

f g, -?'Ç, >.) 

_ '"(«'-''(c)+,w2 [
t

."p
+

îf ) _ »·(,)+(. ιψμ_q2 (µ), 

Soit maintenant 

11 (x,µ,k) = f x o du q2 (u,k)_ q2 ( 

l'équation précédente donnera, en intégrant depuis u — ο jusqu'à 
u = .r, et en ayant égard aux valeurs des constantes, 

qq (µ a,Y ) µ a, Y U x a, µ a, Y _ Ax= q (µ) U ,U k; A (µ,k aa 

p= 1_1 2 

+ ? (w Σ [n (·*+ A') ■+π (*r - ̂  ."■» *) ' 
ρ = ' 

ou bien 
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α φ Δ Π λ ) = Δ (ρ, k) k.x -+- φ (p., k) Δ (μ., k) Π {χ, ρ, k) 

p= 1-1 2 

-h φ (μ, k) Δ (μ, k) ^ ^x Η- μ, 4- Π ^ χ — μ, kj · 
Ρ = Τ 

Le second membre peut être ramené à ne contenir qu'une seule fonc-
tion de troisième espèce, avec une quantité logarithmique; on a, en 
effet, la formule 

Δ (ρ) MPL — 1 M Δ w 
ψ (fi)— <p(;r-f-«) <p(ft)—<f(x—a) y(x) — tp(ji-+Vi f(x) — ç(ft—a) 

qu'il est facile de vérifier; elle donne, en changeant p. en — μ, 

Δ (ρ) MPL — 1 M Δ w 
φ ( ft) φ (λ; α) ψ(μ) -h <p(x — a) (p (χ) -I- <p ( ft -h a) cj> |p·) -f- φ ( ft — <z) 

Ajoutant membreàmembreet,intégrantdepuisar=o, on trouve sans peine, 

<p (p.) Δ (ρ) [Π (χ — a, μ) — Π (χ -h α, ρ)] = — ιψ(μ)Δ (ρ) Π (α, ρ) 

/, ?2 (·ύ \ 
-Η Ilog , 

1- q2 (µ-a) p 
d'où, en permutant a et χ, et changeant les signes des deux membres, 
ψ (ρ) Δ (μ) [Π (χ -+- α, ρ) 4- II (χ — α, ρ)] = ζφ ( ρ) Δ ( ρ) II (χ, ρ) 

I - q2 (a) 

- ilog ?!ÎÎL±£) . 
I_ q2 q2 (µ-x (a) 

On arrive donc définitivement à la formule suivante, pour la transfor-
mation des fonctions de troisième espèce : 

qq (µ a, Y)^ («' ^ (a Λ' —Δ(ρ,Α) Α.Λ·-(-ηφ(ρ, Α
-

) Δ (ρ, Α) Π (Λ-, ρ, A) 

p = n - 1 / 2 y² (2pw / n) 

- 1/2 E log { y²(u + x) 

p = 1 y² (2pw / n) 

1 - y² (u - x) 
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VIII. 

Dès les premiers pas qui ont été faits dans la théorie des fonctions 
elliptiques, on a imaginé de les différentier par rapport au module, ce 
qui a conduit à plusieurs résultats importants. Or, le même moyen 
analytique s'applique avec facilité à toutes les fonctions de la forme 

//(*> f) <ljCl 

où y est donné par l'équation 

X(j)=J-"-X=o, 

X étant une fonction entière de x. 
Voici, par exemple, le théorème qui en résulte pour les fonctions 

abéliennes. 
Soit 

F (Λ.·) — χ {χ — ci)..,{χ — k) 

un polynôme du degré un -f- ι ^ on pourra représenter toutes les fonc-
tions abéliennes de première et de seconde espèce par l'intégrale 

z= f xo x-a k dx F (x), 

et en considérant ζ comme une fonction dumodule n, on obtient l'équa-
tion linéaire de l'ordre un 

o = 2VF(x) / (x - a) m-k 

+Z (4m _n _2k) 1.23.ι . 2 3 .. rt * ' ' (if; — ι ) (iK — 3). . . [ik -f- 2η — — ι ) dam—n-+< 

Lorsque k est compris entre ο et /« - ι, de sorte que ζ représente les 
transcendantes de première espèce, l'intégrale complète s'obtient en 
ajoutant à la fonction 

f x o (x_a)dx F(x) 
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les diverses intégrales définies qui entrent dans l'expression des indices 
de périodicité de la fonction inverse, multipliées chacune par une 

constante arbitraire. 
De là résulteraient facilement, entre autres choses, des théorèmes 

analogues à l'équation de Legendre entre les fonctions elliptiques com-
plètes de première et de seconde espèce, à modules complémentaires; 
relation déjà généralisée par divers géomètres [*]. Mais je ne veux pas 
m'étendre plus longuement sur ce sujet, qui, du reste, donne lieu à 
de nombreuses conséquences, que je développerai dans une autre 

occasion. 

1*] Voyez, par exemple, un Mémoire de M. Catalan, couronné par Γ Academic de 

Bruxelles. 


