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MEMOIRE

SUR L’ELIMINATION DES NOEUDS

DANS LE PROBLEME DES TROIS CORPS;

Par M. JACOEI [*]-

Les illustres géometres du siecle passé, en traitant le probleme des
trois corps, out cherché le mouvement de deux d’entre eux autour du
troisieme ou autour du centre de gravit¢ de tous les trois. Mais, en
réduisant de cette maniére le probleme de trois corps qui satlirent
mutuellement & un probleme de deux corps qui se meuvent autonr
&’un point fixe, on fait perdre aux équations différentielles du probléme
cette forme précieuse dont elles jouissent dans leur état primitif, sa-
voir, que les secondes différentielles des coordonnées soient égalées anx
dérivées d’une méme fonction. Cest par cette raison que les principes
de la conservation des forces vives et des aires cessent d’avoir lieu par
rapport aux deux corps. On pourra cependant éviter cet inconvénient
en agissant de la maniere suivante :

Supposons, pour plus de généralité, que le systéme se compose de 7
corps, du Soleil et de n — 1 planetes. Comme il est permis de suppo-
ser que son centre de gravité reste en repos, on aura une équation li-
néaire entre chacun des trois systemes de coordonnées du méme nom.
Nonc les 1 coordonnées paralléles 4 un méme axe pourront étre expri-
mees linéairement par n — 1 autres quantités, en établissant 7 —

[*1 Cet article est extrait des Comptes rendus des séances de | Académie des Sciences
(seance du 8 aoiit 1842).
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équations de condition entre les 22 (n — 1) constantes qui entrent dans
ces n expressions linéaires. Comme on peut disposer encore d’un
nombre (n — 1)? de constantes, on les déterminera de maniere que,
dans Pexpression de la force vive du systéme, s’évanouissent les

12— 1 n—2 . . ’ . .
L—»«—»)z—(——~—> produits des différentielles premicres des nouvelles va-

riables. En se servant de formules parfaitement semblables pour
chaque systéme dc coordonnées du méme nom, et en considérant les
nouvelles variables comme les coordonnées de n — 1 autres corps,
on aura réduit de cette maniére la force vive cu systéme des n corps
proposés a celle dun systéme de n — 1 corps, des masses convenables
Stant attribuées 4 ces derniers. 11 y aura méme dans les formules

. N nin—1 . .
de réduction un nombre —L—;——) de constantes arbitraires et dout on

pourra profiter de différentes maniéres.

D’aprés ce qu’on vient de dire, le principe de la conservation des
forces vives donnera une équation dans laquelle la somme des forces
vives des 7 — 1 corps fictifs sera égalée & une fonction de leurs coor-
données. En se servant des régles générales de Lagrange, on en dé-
duira, par de simples différentiations partielles, les équations ditfé-
rentielles du probleme réduit, et Yon reconnaitra aisément que la
conservation des aires a lieu dans le mouvement des n — 1 corps par
lesquels on a remplacé le systeme proposé. Ces . — 1 corps ne s’écartent
d’ailleurs des 7 — 1 planétes que de petites quantites de Vordre des
forces pertarbatrices, de maniéere que la premiere approximation peut
étre la méme pour les ans et pour les autres. Le changement que, dans
cette analyse, doit subir I'expression de la force perturbatrice n’aug-
mente pas la difficulté de son développement. ’

En appliquant la méthode que je viens d’exposer au probleme des
trois corps, on réduit celui-ci & un prebléme du mouvement de deux
corps quii jouit de propriétés remarquables. Tn effet, les trois équa-
tions fournies par la conservation des aires font voir :

1°. Que lintersection commune des plans des orbites des deux corps
reste constamment dans un plan fixe : ¢’est le plan invariable du sys-
teme;

5°. Que les inclinaisons des plans des deux orbites & ce plan fixe et
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les parametres de ces orbites regardées comme des ellipses variables,
sont quatre éléments . dout deux quelconques déterminent rigoureu-
sement les denx autres.

Choisissons pour variables du probléme les inclinaisons des deux
orbites au plan invariable, les deux rayons vecteurs, les angles qu’ils
forment avec Pintersection commune des plans des deux orbites, enfin
'angle que forme cette intersection située, comme on a vu, dans le
plan invariable, avec une droite fixe de ce plan. On trouvera que ce
dernier angle disparatt entiérement du systéme des équations différen-
tielles et se détermine apres leur intégration par une quadrature. Donc,
dans cette nouvelle forme des équations différentielles n’entre avcune
trace des noeuds. Les six équations différentielles du second ordre, qui
expriment le mouvement relatif des trois corps, s’y trouvent réduites
4 cinq ¢quations du premier ordre et une seule du second. Par suite,
I'on a fait cinq intégrations. Les intégrales connues n’étant qu’au
nombre de quatre, on pourra done dire que P'on a fait une intégration
de plus dans le systeme du monde. Je dis dans le systeme du monde,

uisque la méme méthode sapplique a4 un nombre quelconque de
pphq q
corps.

ANALYSE,

1. Soient m la masse du Soleil, m, et m, celles des deux planetes ;

sotent &, 1. &3 £,. 14, 843 4, 1y & les coordonnées rectangulaires des

trois corps m, m,, m,, rapportées a leur centre de gravité. Comme on
a les trois équations

mE 4+ m 5, + m,E, — o,
(1} Ma = g, 4+ myn, = o,

mg -+ m, &, + m,%, = o.

il sera permis de faire

‘ ¢ =oax+ fx,, 1 = 2y + 5. § = az - fz,,

4 L - 72 o L S . - (7.
[2) ' NTEX A LXyy =y Py, o= oan 5z,
L=mx -, 0= )+ Loy Ly= o2+ B2z,
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les six constantes «, 3, etc., devant satisfaire aux deux conditions

mo - m,o, + My, — 0,

(3) mf + m, 3, + myB, = o.

Supposons de plus que, par les substitutions (2), la somme des forces
vives du systéme 2T se change en cette expression

dx\* dy\? dz\?
L el ) ]
([‘} - dx‘ 2 (dyl 2 dzx 27
- f’*[(”%) - E) - <zz) J’
on aura les trois équations

11

s P Moo - M0 o, - M0y Oy,
o= mff + m, 3,3, + myf,f3s,
( 0 = mafl + mu,fo + myo, 3.

Yobserve qu’en vertu des formules (3) on peut faire

(6) 0By — afBy =em, onf3 —af, =emy, aff, — a8 =cmy,
¢ étant un facteur indéterminé. Des formules (5) et (6) on tire aussi
celle-ci:

(7). Py = MMy - (i A 1y E Ty .
Si Von fait
rr,

f

xx yy + 3%
(8) X,y = VY 2 =y,

L xxy A+ ¥y o+ B3 =0T cos 'V,

on aura
pp = (B, —&)" + (i —m)* + (& —8)°

= y*rr + ayodrr,cosV +d*rry,
i = (Ez_i’f)z -+ (7)2“‘71)2 “+ (§2“"§)2

(9) ‘ =y rr—+ 27,8, rr,cos V4 dinry,

p202= (& — &) + (@ —mn)" + =&
= y2rr+ ay,0,rr,cosV+d3r,ry,

L R v ' i e e o RN
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oul'on a mis, pour plus de simplicité,

(O8]
—_

~1

7 == 0y — g, &:ﬁi“ﬁm
(IO) Y= Uy — &, 0\4:162*:37
Pe=a — ay, 0\2:)8 “ﬁn
ce qui donne
(II) $7+Y1+72: )
( d + (5‘, + dy = o.
Si I'on pose
U= mm, L mnt, m,m, mm,
—_ — = —_——
P2 £ 14
le principe des forces vives fournit I'équation
(12) T:U——Iz:Zm‘P’””—Iz,

A élant une constante arbitraire. Or, si dans cette équation I'on substi-
tue les valeurs des quantités T, £s P1r P2 tirées des formules (4) et (q),

on aura tout de suite, par les régles générales données par Lagrange
dans sa Mécanique analytique,

diz Illlmz';l('yx+61'l> __du
e =

dy Zmlmz'y (wr+3) ﬂJ’

e dt: o dy

dz m ;g (72 + 93, ) dU

- = - 2 T = -y

. de? g’ dz

(13)

diz, mlmﬁﬁité‘x.) . ﬂ}

s e T Z o - da,

dry, . Z m‘mgd‘(?z-kd‘y,) . ¢_l_I_Jﬁ

P‘l drr P3 - ((},l'

: diz, mm,0 (2 +0z,) dlU

| — ——r TV T

l" [J"?[F - 2 93 - dzl
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On tire de ces formules les suivantes :

!

f o dz d’)'\) o ( d?z, Ay,
plrg—sgl=—mE —=g
m, m,'yé‘
= —(ya — ) X~
d*x dz\ [ dx, (122l
» AR % ——F*(\z«z‘zﬁ*“‘«zﬁ
iy
L m,myy0
= — (zx, — xz.)z -—l-;);—/a
d?y dx\ dy, _dir,
PAX e =Y ) = T B\ e T
mmy0

= — (%7, *}’1’4)2 -

'
3

Ces équations donnent les trois intégrales
/ dz dy dz, dr\ __
[J« (J/ —(E —Z 5) —+ {J..‘ (‘74 75 — 24 —d? == C,
. dx dz dr, dz, X
'\1.ff)ji o Z—(;,;—x?{; +P-| 2y Tt'—‘x’—[a— = C,.

@y dx dy, dz\ _
‘;‘u.('cﬁ Yag) Tea\Fv g —0ig) =

¢, ¢,, €, étant des constantes arbitraires. Je remarque a cette occasion
les formules

/ d*z . dry\ mymyyy
" (f‘FF _"‘EET> = (rz+ 2702 S

(A d*z, diy\ ( s — 2z ) mlm,B‘é‘
Pld e =2 @) = Y& — 2 o

16)

d’ou V'on tire

p dz dy dz, . dy,
s \rnaTra T dr
(it dr

mymy (pyy— 00)
(‘7.2. . Z‘)/.’) 2 m 77 f‘t )

On a deux autres systemes de formules semblables a4 celui des for-
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mules (16) et (17), et qui se rapportent aux coordonnées z et & et aux
coordonnées i et y.

D’apres une propriété connue des fonetions homogeénes, il suit des
formules (13),
i { drx d'y d*z’
plod +or G 2 5

[ dz, dy, d*z, (
-+ P"(I‘W ‘*}"f i e

(18)

Donc, en faisant usage des formules (4) et (12), on obtient la sui-
vante :

(19 ——dg(wrdj;_,—w—“'r'r‘) =2 (U — 24).

Les six équations (13) pourront servir & déterminer les six quantités a,
5 ete.; en fonction du temps. Mais on pourra aussi choisir pour cet
effet six autres équations indépendantes entre elles et qui se déduisent
des équations (13) par des combinaisons différentes par exemple, les
quatre équations (12) et (15), une des équations (14) et Péquation (19).
En effet, on reviendra sans peine de ces dernieres aux équations (13).

On déterminera o, 3, etc., par les quantités 7> 9 etc., au moyen des
formules

Mo =myy, — myy,, MB =m, & — m,d,,
20 Ma = m,y —m y,, Mf,=m,0 —m d,,
?\ Moy=m 3 —my, Mfy=m ¢, —m, 2,

M=m-<+ m + m,.

~

Ces formules étant substituées dans I'équation (5), on aura

( Mp = m m,yy + m, Y e Ty,
(21) o Mpy = mymy 99 + mymd,J, + mm,d,0,,

!

L 0= mumyyd + mymy, 9, + mm, vy, 0,,

formules analogues aux équations (5.

2. Je veux discuter i présent la grandeur des différentes constantes

qui entrent dans les formules précédentes. Ces constantes n’étant pas
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entiérement détermindes, il s’agira de faire telles suppositions sur leur
grandeur respective qui pourront subsister avec les équations de con-
dition établies entre ces constantes et qui permettront en meéme temps
de faire usage des méthodes d’approximation connues.

Les équations de condition que 'on a établies entre les constantes
a, [5, etc., sont les suivantes :

5 mo -+ 1m0y -+ My, = O,
mpB +mf, +mfl, =o,

maf-+ mo, 3, Mmyty 3= 0;

A
()

celles que I’on a entre les six constantes 7, 2, etc., seront
YN+ 7=0,
(2) (}"‘O“l—l—az:o, _
m, my 70 4+ My, &, + mmy,0, = o.
Tes masses des planétes étant tres-petites par rapport au Soleil, les

. m m 7 3 - .
fractions —» — seront des quantités trés-petites du premier ordre. Cela
m

posé, les équations (1) font voir qu’il est permis de supposer «, et f3,
trés-proches de I'unité, pendant que les constantes ¢, o, 2, 2, seront
des quantités du premier ordre. En effet, si I'on fait

. . m, 9 - ma
(3) m=o Pe=T0

on tirera des équations (1) les formules approchées

m, N
o= = G =T, L+ A+ 0= 0;
()
m
R

d'ou Pon tire les valeurs approchées correspondantes des quantités 7,
d, etc.,

2

/ vT=1, 7,:———-)\7 Yo = — 1,
(5) .
i
0= —1, (5\,—“—“[, 0'\2:4“26.
\ m

Enfin les quantités p. et p., s'écarteront peu des masses m, et m,. Tous

[ ' [Nl N N O O N IR ER R AR o Vi
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les écarts de ces valeurs approchées avec les véritables valeurs pour-
ront étre supposés de I'ordre des forces perturbatrices.

Il suit des considérations précédentes, que les quantités x, ¥, Ine
s’écarteront de &,, ., £,, et que les quantités x,, ¥, z, ne s’écarteront
de&,, 15, &, que de quantités de Pordre des forces perturbatrices. Donc,
si Pon imagine deux corps dont les coordonnées respectives sont x.
) 5 etay, ¥y, 7, leur mouvement autour du centre de gravité du
systeme des trois corps pourra, en premiere approximation, étre re-
gardé comme elliptique. La méme chose aura lieu si le mouvement esi
rapporté a tout autre point qui ne s’écarte de ce centre que de quantités
de Vordre des forces perturbairices. En négligeant ces quantités , on
déduit des formules (3) et (13) du n° 1 les équations différentielles qui
servent a la premiére approximation, et que ’on intégrera par les for-
mules elliptiques connues,

/ d*x __mm, oz
e T e
dry _mm, ¥y
@ T
diz __mm 3z
,/ AT
A < d*x, L mum, x,
BT
(/'-’)q_ mm. .
P
L s
Voder T Sim rl
. , m . s, , ., _ L
ou les facteurs — T 5. me secartent de unité que de quantités

du prewmier ordre par rapport aux forces perturbatrices. Si

Pune des
cdenx planctes, par exemple |

a seconde, est beancoup plus éloignée di
Soleil que Pautre, il conviendra de substituer aux trois dernicres de

ces
équations celles-c1:

j e, m, [m m\ z,
= -
E divo m, fm m\ ¥
= E T
d’z m., {m m\ oz,
el i
Teme IX, - Seetevers 1834, i¥
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Dans les approximations successives 'on pourra laisser inddéterminées
les quantités i1, 1, 7, 6, etc. ; seulement il sera bon de fixer la valeur

.., 0 C s .
de la quantité -- Si I’on fait exactement
7

~ [#
VT — Oy == 1 d=pf —fy=—1,
on auara

B & —E=x—2, G—M=)—F g —Cy=2z-—2z,.

Dans ce cas, on peut envisager les quantités x, y, z et @&y, )y, 3
comme les coordonnées des deux planétes elles-mémes, mais rappor-
tées & un autre point que le centre de gravité du systéme. En effet, on
pourra faire, en méme temps,

<()\ % E,=x +a, =y -+ b, Gi=z+¢
g, =x+a, n,=)+ b, o = 2,+ ¢,

a, b, ¢ étant déterminées par les équations

(10)  a=o,x + (%, b=oay + By, C =%+ P33

Or, des ¢quations
£, =u,x+ ﬁimn Ey=o,x + ‘62.%'.,
on tire :
w6y 4 18y = (o) + 1) 22 + (oy + [32) ‘3,.’[‘,;
et comme on a
a4+ﬁ1:a2+ﬁ27

on aura ausst

_ b B
al+@t
On trouve de la méme maniére
b = Dt foe e
w =+ B o -+ B

Si 'on retranche des coordonnées a, &, et £, la méme quantité

mE 4 mE 4+ 1,8,
M ?

M ¢tant la somme des masses, on trouvera, apres quelques réductions,
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la valeur suivante de a, et de la méme maniere les valeurs ci-jointes
de b et de c,

| = .AEL
\ 1+71_5
i {b = %~y — S
’ l+°/1~')\2
C”’““/I'C,l—dug_,
I R A
1y —

Les constantes 7 oet & qui entrent dans ces formules pourront étre

des quantités quelconques remplissant I'équation de condition

P N m\ [y m,\ M N
12 </4 ~—;>(02+E§_-y,oz,

/ 1
/ \ /

il sera donc, entre autres, permis de faire

oo I i,
(13) P, = T = = —
13) G2=0, yy=—» ou y,=o, d= -
En supposant toujours
)= — =1
on aura encore
Mz = — [im, 4- i, oy, ME = (m, + )3, — ny,
Mo, = my, + m + m,. MB, = — (mé, + m,,
Moy = vy, <, MB, = —md, vm- m,,
R ' o
(4 e = — {1+ /1is & =1 - @5
T — 0. e {my,—m) N
|3l 13777 8 R e S T = 9y — ¢,
I 27 "o, ——m, M. { i =
14 5 my (mds 4 m,) \
Ui UM, Gy - el € I P
' S omy——m, Mey, -

Les formules (11 sont indépendantes de Yorigine des coordonnées;
elles font voir que le point autour duquel on suppose les deux pi
décrire des orbites elliptiques variables est le centre de gravité des trois
corps, si 'on donne respectivement au Soleil, a la premiere et 4 i
denxieme planete, Jes masses 1, Y1y — 4. SiFon

anctes

a
f2it 0, = 0. ce point
deviendra le centre de gravité du Soleil et de la premicre planete. e

i,

i
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leur attribuant leurs masses effectives m et m,. On aura dans ce cas

o ™, a I o
= e — = - 0
m’ 1 ’ 2 3
m n, m~-m.
¢ —_ . ! _ . 2 — T
\; f=-—5x B TR M
(, 5 ‘ ;g ( ml)
; o= [ Ny = — — -
/ ? /‘ ’)Z, /2 I + ”I/
d=—1, ¢, =1, 0, = 0,
! mx) m -4 m,
L=’ { —_ — My, ——
= (0 2, pa ="
On voit donc qu’il fandra attribuer aux planétes des masses un peu
o . m . om M
différentes dont la raison n’est plus 7”3, mais —I;' —
2 2

3. Ayant établi entre les quantités a, y, etc., les équations () du

© 2, les corps dont les coordonnées sont x, ¥, = et a,, y,, z,, décri-
vont autour de l'origine des coordonnées comme foyer des orbites
elliptiques. Nommons, par rapport au preniier de ces corps,
aa le grand axe de son orbite,
ap le parametre,
/ Vinciinaison du plan de Porbite & un plan fixe,
Q lalongitude dunceud ascendant du plan de Porbitesur le plan fixe,
et notons d’un trait les mémes quantités rapportées au deuxiéme corps;
cela posé, on aura par les formules connues, pour le mouvement
elliptique d’une planéte antour du Soleil :

{

dy o dx i .
| x = — ) 5 =k \pcosi,
dz dy e e
Yoo =k ypsinisinQ,
dr dZ i .
. zzw.r—l—[;_ﬂ—/qps‘nzcosﬁ,
I
. dy, dy e
e T ky\p, cos iy,
2, ey, T e
Ji o T R ky\pysini, sinQ,,
_ dx, dz,
z —

- T iy = — Ay ¥pysind cosQ,

- ( . " VOl e e RIS R RN R R o
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oulona
I mm, ¥ mm,
(2) kli:_%y7 Ii'k':E 1‘17
et ou pour le plan des x et y est pris le plan fixe, et pour I'axe des x
la droite fixe de laquelle les nceuds ascendants sont comptés.

Pour le véritable mouvement donné par les équations (13) du n* i,
on laisse subsister la forme des expressions elliptiques, en en faisant
varier les éléments. Dans cette supposition, lon a entre les six ¢lé-
ments troublés p, i, Q, p,, i,, Q,, trois équations au moyen desquelles
on exprime immédiatement les trois quantitds

Vpicosiy, yp,sini,sinQ,, vp, sini, cosQ,,
par les trois autres
Vpcosi, ypsinisinQ, ypsinicosQ.
En effet, en substituant les formules (1) dans les formules (15) du n° 1,
'on trouve entre ces quantités les simples relations suivantes :
{Lli\/[—) cosi ++ pk, p, cosi, = c,,
(3) pk \psin isinQ + oy by \’1_)—,‘ sin 7, sin Q, = ¢,
ek yp sinicosQ —+ p, k,vp, sini, cosQ, = ¢,,
¢, ¢4, €, 6tant des constantes arbitraires.
On sait que I'on peut disposer de la direction des axes des coordon-

nées de maniére a faire évanounir deux des trois constantes ¢, c,, ¢,.

Supposons donc
C = 0, C; == 0,

le plan des x et y sera celui auquel Laplace a donné le nom de plan
invariable. En faisant

¢ =c¢, = 0,
les équations (3) se changent dans les suivantes:
pkyp cos i -+ pyk, yp, cosi, = ¢,

4) pkVpsin i+ k, Vp.sin i, = o,
Q=0,.

Les deux premieres de ces formules font voir que les inclinaisons des
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plans des deux orbites au plan invariable sont parfaitement deéterni-

ndes par les deux parametres, et vice versd. Nommant I = 1, — ¢
Pinclinaison mutuelle des deux plans, on déterminera T par la formuie

(5 h pary ik \/p_p: sin1* = jukyp + o by y’ﬁ{}z - ¢,
ot ensuite on aura et i, eux-mémes par les formules

. ¢, sini, = pkypsinl,

(©) cosini = — puky \/]7, sin 1.

{1 suit de ces formules que le plan invariable passera constamment
entre les plans des deux orbites. On voit par la troisicme des for-
mules (4), que Vintersection communc des plans des deux orbites se
meut dans le plan invariable. Je remarque que la position du plan
2 une orbite est indépendante de la forme que I'on suppose a cette or-
bite, et qu'elle est entierement déterminée dés que le centre du mou-
vement ou lorigine des coordonnées est fix¢. En effet, ce plan est celui
qui passe, dans chague moment du temps, par Yorigine des coordon-
nées et par deux positions consécutives de la planete.

4. 1 intersection commune des plans des deux orbites tournant au-
tour du centre des coordonnées dans un plan fixe dans Pespace, et que
I’on prendra pour celui des a et des y, il parait naturel de prendre

pour variables,

Les deux rayons veclteurs. . . . . .« - o o o e st retr,.
T eurs distances au noeud ascendant commun des plans des
deuxorbites......................uetvi,
Les inclinaisons de ces plans au plan invariable. . . . . . {eti,
La longitude du neeud ascendant commun des deux plans
ousa distance Alaxedesar. . . . . oo oo e e Q.

Par les formules connues de la trigonométrie sphérique , on aura

;¢ = r(cosQcosv — sin Q cos i sin v),

— r{sin Q cos v -4 cosQ cos i sin v,
rsinisin v,

ax,= r, (cos Q cosu, — sin A cos i, 81Uy,
Y= (sinQ cosv, + cosQcosi, sinu, ,

i

Lz, = r, sini, sinv,.
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7
Nommons dv 'angle de deux rayons vecteurs conséeutifs de la pre-
ntiere planéte fictive; comme dans le plan de Yorbite d’une planete se
frouve aussisa position consécutive, on tirera des formules (1) les deux
svstemes de formules

’S - = —{cosQsinv + sinQcosi cosv) du = Adv,
(o) ' d'{—::——(sianinv-—cos&)cosicosu)d‘v:Bd‘u,
“ (l}i = sin icos vov = Cdv;
A= Ady + A —2 do,
(3 <d§:mm+ﬁm+§dg

d.j = Celv + C'di,

y

en faisant

s' A" = sinQsinisin v,

-_—
s

B = — cosQsinisin v,
? (' = cos { sin v.

\

Il suit des formules (2) et (3),

0 = A(dy — )+ Adi — T dQ,
0 = Bdv — dv) + Bdi + 2 dQ,
o = C{dv — dv) + Cdi.

On tire des formules (1), (2) et (4),

S cos Q.A + sinQ.B = — sinv,
6) ( cos Q. A" + sin Q.B' = o,

L —c0sQ.y + sinQ.xr = — rcosisinv,
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On aura donc, d’aprés les formules (5),

(7)

dv — du = cos idQ = tang v.

tang i’
di
dQ = tang Ve
simnie
I.a formule

du — du = cosidQ

peut étre déduite aisément de la considération d'un triangle spherique
formé par les cotés

dQ, v+ dv,
Soient

) { cos Q = ncosp,
{ - .
‘ cosisinQ = nsin p,

v+ du.

sin Q = n/cosp’,
on aura

cosisinQ = n'sinp’,

)

& = r.ncos (v + p), y=ran'cos(v—p)
9] : : . o
d.% = —nsin(v+ p)dv, d.{:—n’s1n(u~p’)o‘u.
11 s’ensuit de ces formules.,
xd. L — yd.%Z = rnn' sin(p -+ p') dv,
r r 4
z - ¥ _ . .« 7 ’
yd.~ — zd.~ = rsini.n’ cosp .du,
zd. % — d.=

— rsini.n cos p.dv,
ou, en substituant les formules (8),

axdy — ydx = rrcosi.dv,
(1o)

ydz — zdy =rrsinQsinidvy,

zdx — xdz = — rrcos Qsin i.0v.
connues,

Ajoutant les carrés de ces équations, on a, d’apres des formul

rr{da® + dy* + dz* — dr*) = r*dv?,

........
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0l
() drdx + dy dy + dzds = drdr + rrduvdv.

y

Pour avoir des formules semblables par rapport a la deuxiéme des
planctes fictives, on n’a qu’a ajouter un trait & chaque lettre dans les
formules (2), (10) et (11), pourvu qu’on nomme dv, 'angle que forment
ses deux rayons vecteurs consécutifs. Donc, puisqu’on aQ, = Q,il
viendra, d’aprés la seconde des formules (7),

di,

. di
‘12 tang v .— — tang v,.—-
. \> o sinz: g ' s

Mettant ¢ = ¢, = o dans les formules (15), n° 4, et substituant les
tormules (10), ainsi que leurs semblables relatives 4 la deuxieme pla-
néte, on a
4 « ; d'\ . ; N j— [

prreosi Qv + g, rr, cosi, . ¢, = c,it,

(13)

prrsing.ov 4y ryrysind, . dv, = o.

De ces formules on tire les valeurs suivantes de dv et de du,,

\ di ¢, sini
du = dv + tangu — = il __dt,
lang prrsiml
i) . -
; i ¢, s i
o\v,:du,—ktangu‘ o= — A dt.
b tangi, g sind

ou, comme ci-dessus, on a fait I = i, — 7. Substituant la premiere de
ces formules dans la premiére des formules (10), il vient

s dg: de c}sini. cos i

dt df T psinl

La différentielle de cette quantité sera égale a

¢, sini? cosi® sin 1 ¢, sini?cos i [ tangic.tang i
— e (. — o el I £ . A
uw  sinl sini, cosi v sinl ang c

on aura donc

G iy dr . i . odli nicosi i)
AN X o= — ) o= == -—---= 81117, COSI; — — S1n1i 5 —‘) .

der Y de usin I* 1 ! tetr dt

Tome IX. — &rrrrusne 183, /IQ
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On tire encore des formules (11) et (14) la suivante

(17) cosi,dv — cosidv, =

e, [sini, cosi, sinicosi‘) de
sinl '

wrr mrnr )

I’expression de la force vive du systeme est fournie par la formule (4),
n® 1, et par les formules (11) et (14) données ci-dessus,

5T = [. ou\2 + (@r 2 YA r\?
__p,il/ d—j/ \E‘ -+ 2y 7/,1, v -+ o I

(18) P \
= (A Y (9 e ()
Tosinlr\ prr B e de Fea dr

e et

Les formules (12) et (19), n° 4, donnent
2T = 2U — 2/,

([‘,\) dr L diry dr) 2 -+ <dr, z U ;
‘ ‘ul;lp—t—-y.,h—(”j—i-‘u‘ Z¢ 4 ‘d—t' = U — an,

d’on vient

/ LA (dr\ 2 : dr + dr\*
“U. QI(I—F—F(Er“{—“Uq 2]".—;1}7 7

(20) . o
¢} [sini? sin & )
- + + 2k = o.

sinl*| prr T

Remarquons encore la formule qui dérive des formules (1),
(21) Xy, — yXx, = rr, (cosi, sinv, cosv — COSISINV COS v, .

Des formules (12) et (16) oun tire

F dy dx ¢ $in 7, L. . i

Lot ey = e (€08 {, 5IDL W, £OS U —— COS{ $IN Y €05 ;) —

de? vode? ucosv sinv, sin I* At
22 .. .
( ) ' ersind, (@y, — yx,) di

\ " ucosusiny sinPrr de

Substituant cette formule dans la derniere des formules (14) , n° 1, il

vient

/ 3) c,8In?, di (mml 7102 mm, g, 9, mymyyd
2. e == T - - .
‘ cos v sin v, sin I? 77 dt o3 o 3

o ' v N T T TR T R R P RN SRR RO
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Comme on a, d’apres les formules (11) et (14),
\ Xz + ydy + zd?z = L d®rr — (drdr + 1rdv?)

5 siné?
[ = rd*r — ¢? - (f1?,

@' risin I?

il suit des formules (13}, n° 1,
[ d'r e osmit mnr; oy (y.r 4 6,0 cos V)

! —_—— . —
T der posinI*r? 0

I3

(524

23 :
_mmay, (47 4 8.7 cos V) mimyy (7 -+ 37 cos V)

7 3
i g

Des formules (18) et (25) on peut déduire la snivante

' el sini} ol sin®7*
s wrr sin I s sin I*

(26}

' 4o Sinvdv(nzmlf/ﬁy mmsy, 8, mlm:"/ﬁj'
- 1 g 3 3
\

£3 N p°

On obtient aussi Ia valenr de dV en observant que, dans I'équation

cos V = cosv cosv, + cos Isinvsinv,,

on peut mettre en meéme temps V+ dV, v + dv, v, + du, au lieu de
V., v, vy, cequidonne

) sin VAV = (sinv cos v, — cos I cosv sin v,)dv

27 ‘ ) . .
-~ (cos usinv, — cosIsinv cosv,) dv,.

Si, dans le triangle sphérique formé par les cotés V, v, U,, ONl nomme

¢ et o, les angles opposés aux cotés v et v,, on a

28) dV = cos gdv -+ cos g, d,,

formule qui fournit Vinterprétation géométrique de la formule (27).

Les formules (14), (23) et (27) pourront servir & vérifier Ia for-
mule (20).

3. Entre les six quantités
ry rys Vs Uyj i’ il

et le temps ¢, on a, d’apres les formules (12), (14), (19), (23) du pré-

4a..
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cédent article, les équations saivantes, qui pourront servir a dévelop-
per ces quantités en fonction du temps.

Equations différentielles du probléme des trois corps.

1 ta Y tangv il
' AgV ST 8 Gnd,
1 ¢ di oy — c, sin i, dt
’ ang v tang ¢ v= p sinl r
di, . c, sini dt
111, tang v —+dy, = 2e— —
tang 7, posind rm
ini ) 2,9, C 2 M,y Q)
V. A_gﬂLfm:_@wﬁ+ﬂ@;+gg»%
cosvusinu, sinI? rr I o}

¢ [sin i} sin iz) dr\? dr\ 2
- 1 — — = aoU — 24
V. sin I <p.rr -+ g7y Sl de + A dt !

/

VL Ll mnn) — 3y — gh.

On a mis dans ces formules

U = mm, o+ mn, + mlmg’
p: p P
. pp = yyrr -+29drr, cos V - ddrr,,
(1) Pipy = hhiT—+ 2‘}'46\1”3‘305‘]"‘0\46\4"4’"“

Y

PaPa = Ya Y2 IT + 27,0517, cosV + d, 0,1y,

cosV=cosv cosv, + cosIsinvsinv,.

Entre les six constantes 7, ¢, etc., on a les équations de conditiun
§7+w+%=%
(2) ? ¢+ ¢, +dy=o,
|y myyd 4+ mamey, & + mm, vy, 0 = 0,

ou m, m,, m, sont les masses du Soleil et des deux planétes. Donc trois
des constantes 7, ¢, etc., pourront étre prises a arbitraire. Les quan-
tités et p, sont déterminées par les formules

3) { Mp. = mymyyy - mamey,y, + MYy,

S | Muy, = mym, 09 + m,mao, 3, + mm, 9, dy,

M détant la somine des trois masses.
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Apres avoir intégré complétement le systeme des six équations
(La VI), on a encore 4 déterminer Pangle Q au moyen de la formule

VII. dQ — tang u..ii-.?
s ?

ce qui se fait par une simple quadrature. On formera ensuite les six
quantités

& = r (cosQcosv — sinQ cosisin v},
) =7 (sin Q cosv + cosQ cosisin v),

Zz = rpsinisin v,

ax,=r,(cosQcosv, — sin Q cos’, sin v,),
Ji=1r,(sin Qcosv,+ cos Qcosi,sinv,),
| Z, = r, sin/, sinv,,

et les six constantes

N
My, —my g, o m 3y — myd,
— TR o

2

M M
s oy —my __ md— md,
WD) , Xy = 3 ﬁ, M
_omy, — oy . mae, — m, S
729 T—a ‘62-—- *———Dl —

apres quoi on aura {es coordonnées rectangulaires du Soleil et des deux
planctes, rapportées 4 leur centre de gravité, le plan invariable étant
pris pour celuides x et y,

g

VY

=X ﬁimn 2 = 0+ By,

) ﬁa]‘u 2 == Gy} + ﬁz]”n
= s+ iz, = az + Bz,

‘ £ = ax + B,
l:@+@u

= 2z + [z,
Voila donc le probleme des trois corps réduit a Uintégration des six
¢quations (I a VI) et a une quadrature. Les six dyuations différen-
tielles (1 & VI) sont toutes du premier degré, hors une seule qui est du
second, et il 1’y entre aucune trace des noeuds.

6)

=
~
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