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PURES ET APPLIQUÉES. >.95 

NOTE 

Sur quelques nouveaux caractères propres a reconnaître t'irna-
ginarité de deux racines d'une équation numérique, situées 
entre des limites données; 

PAR R. LOBATTO, 
Professeur de Mathématiques à l'Académie royale deDelft. 

L'illustre auteur de VAnalyse des équations déterminées a déduit 
directement, à l'aide de considérations géométriques, une règle bien 
simple pour juger de la nature de deux racines d'une équation, com-
prises entre les limites données a et β. Cette règle, qui sans doute au-
rait été moins facile à découvrir par la seule analyse, suppose, comme 
l'on sait, que l'équation proposée 

J\x) = ο 

n'ait que deux racines entrer = a et oc — β j que l'équation 

^ ou j'{x) = ο 

ait une seule racine, et que celle 

"-Ψ /■(*) = ο 

n'en présente aucune dans le même intervalle (a, (3); ce qui revient à 
supposer que l'arc de courbe représenté par l'équation 

Ï =/{*), 

et limité par les ordonnées qui correspondent aux abscisses a et β, 
n'ait aucun point d'inflexion, mais seulement un point où la tangente 
devient parallèle k l'axe des jc

t
 et dont l'ordonnée acquiert par con-
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séquent une valeur maximum ou minimum. (Voyez Pl. II, jig. 1, 
2, 3, 4·) 

Soient PM, P,M, {fig. 1, 2) deux ordonnées représentées par fi {a), 
fi(fi)·, Μί, Μ,ί, les sous-tangentes des points Ρ, P, de la courbe, ayant 
pour valeurs numériques yrf^y. ^

 est
 évident que cet arc de 

courbe 11e pourra être coupé par l'axe des χ en deux points a, a,, 
ou, en d'autres termes, que l'équation 

fipc) = ο 

ne pourra avoir deux racines réelles entre a et β, à moins que ces li-
mites ne satisfassent à l'inégalité 

4-r--=r = —ί+Ο ; Ε ! 

abstraction faite des signes ; d'où l'on est en droit de conclure, que si 
l'équation 

f{x) = ο 
donne, au contraire, 

flfi . m. - ou > Β - σ 

ce sera un indice certain de l'imaginarité des deux racines indiquées 
dans l'intervalle (α, β). Cette circonstance est d'ailleurs confirmée géo-
métriquement dans les Jig. 3, 4>où la somme des sous-tangentes M, t,, 
M

2
i

2
 surpasse la différence M,M

2
 des deux abscisses. 

Tel est le caractère indiqué par Fourier pour s'assurer que deux ra-
cines manquent entre les limites a et β, lorsque les deux suites 

(«) /«(ο,) /«(«)/"» /(a). 
(β) /■"(β);'—(β>-·/Ίβ)/"(β)/·(β) ΆΆ 

offrent une perte de deux variations, pourvu qu'en omettant les deux 
derniers termes, ces suites présentent le même nombre de variations. 
On sait d'ailleurs que les termes de chaque suite ont un rapport déter-
miné avec les coefficients des équations transformées en {x — a) el 
(,χ — β), de sorte qu'on peut se servir également de ces coefficients 

dans l'examen dont il s'agit. 
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Quelque simple que soit l'application numérique de la règle due au 
susdit géomètre, il faut convenir cependant que cet avantage diminue 
beaucoup par la nécessité où l'on se trouve très-souvent de remplacer 
successivement les deux limites α, β par deux autres plus rapprochées, 
et de calculer en conséquence les valeurs de f(x) et f'(x) relatives à 
ces nouvelles limites. En effet, puisque l'inégalité 

flfi . m. - ou > Β - σ 

exprime seulement une condition et non pas un caractère exclusij 
pour la réalité des deux racines situées entre oc et β, il peut arriver que 
l'inégalité précédente soit vérifiée même dans le cas de deux racines 
imaginaires, ainsi que l'indiquent les fig. 3, ί\, où la somme des 
sous-tangentes aux points P, P3 reste inférieure à la différence 
des deux abscisses. Cette circonstance tient, comme l'on voit, à ce 
que les limites a, β ne sont pas encore assez voisines pour vérifier la 
règle en question, et c'est alors qu'il devient nécessaire d'y soumettre 
une ou plusieurs limites intermédiaires, jusqu'à ce que l'on soit assuré 
de l'imaginarité des deux racines, ou de leur réalité dans le cas d'un 
changement de signe dans la valeur de j (xj. 

L'objet principal de la présente Note est de faire voir qu'en s'ap-
puyant sur les principes établis par Fourier même, on peut parvenir à 
d'autres caractères propres à s'assurer plus ρ omptement de l'imagina-
rité des racines comprises dans l'intervalle (α, β), et l'on doit s'étonner, 
en effet, qu'ils aient pu échapper au géomètre à qui l'analyse des équa-
tions est redevable de tant de belles et profondes recherches. 

Considérons, à cet effet, un point intermédiaire p, (fig. 5) peu éloi-
gné du point ρ où la tangente est parallèle à l'axe des x. Nommons 
κ + d l'abscisse Ο m, du point ρ,, qui représentera alors une valeur ap-
prochée de la racine a' de l'équation 

f'{x) = o. 

Cette valeur sera > ou < oc', selon que p
t sera pris à droite ou à gauche 

de p. Or, l'inspection de la figure indique de suite que si, dans le pre-
mier cas, les points Ρ et ρ, sont assez voisins pour que la sous-tangente 
Mi égale ou surpasse la distance Mm, = â, il en résultera pour carac-

TomelX. — Αοι'τ 1344■ 33 
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tère d'imaginarité des racines 

rû) = ou > 0 5 

et si, dans le second cas, la sous-tangente Μ,ί, égale ou surpasse la 
distance Mpra,, on aura, pour second caractère semblable, 

βΆ = ou > β - α - â, 

ou bien 
pË.-hâ== ou > β- a. 

Quant à la valeur de à, 011 peut la déduire des formules données par 
l'approximation newtonienne ou linéaire, et discutées avec soin par 
Fourier, dans le livre de son ouvrage cité. 

Jl résulte d'abord de cette discussion que les formules 

J- ruy τ /" (β) ' 

expriment deux valeurs approchées de la racine de l'équation 

f'{x) =ο, 

comprise entre α et β, mais qui seront chacune trop fortes ou trop 
faibles, selon que f' (.r) et f" (oc) se trouveront affectées de signes con-
traires ou de mêmes signes. 

Admettons d'abord le premier cas. Il viendra alors pour â les deux 
valeurs 

0 — J- ruy τ /" (β) '/"(«)' 1 f{p)' 

d'où résultent les caractères d'imaginarité 

(0 
0 — J- ruy τ /" (β) f{p)' 

/' (â) ~~ > ^ ' /"(β)' 

ou bien 

2) /Τ») /Τ?] ~~ " a' 
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abstraction faite des signes. Dans le second cas. on obtiendra de la 
même manière 

(33) 
/'(!>] + r 'hn ~ "" > 

/'(S- ' -a /:'Î3) 0,1 ·" a /:'Î3) 0,1 ·" ' ' 

ou bien 

(4) /']>) = OU > ΤΦ 

Voilà donc quatre nouveaux caractères qui pourront servir d'auxi-
liaires à celui de Fourier, toutes les fois qu'on ne pourra distinguer par 
ce dernier la nature des racines sans recourir à des limites intermé-
diaires. 

On remarquera que ; ι ) et (a; ne diffèrent de (3) et (4) que par le 
changement de a. en β; on pourrait donc se borner aux deux premiers, 
en ayant soin d'y remplacer la première limite par la seconde [*]. 

Mais on peut obtenir encore d'autres caractères semblables aux 
précédents. Observons, à cet effet, ainsi qu'il a été prouvé par Fourier, 
que si les valeurs approchées 

/'(S- ' -a /:'Î3) 0,1 ·" ' ' 

sont trop fortes, celles-ci 

„ _ r. _ /'If 
/"(S)' 'J "ra-

seront au contraire trop faibles, et réciproquement. Donc, en raison-
nant comme ci dessus, on trouvera encore, par une simple permuta-

pi Je dois avertir ici que les caractères (n, (4) ont déjà été indiqués par moi dans 
un M< ■moire ayant pour titre : Recherches sue la distinction des racines réelles et imagi-
naires dans les équations numériques, etc., et publié à la Haye en r843. Mais les con-
sidérations géométriques qui m'ont guidé dans ces recherches sont moins simples que 
celles dont je me suis servi maintenant, et ne m'ont pu conduire, en outre, aux antres 
caractères exposés dans la présente Note. 

38. 
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tion des fonctions j" (a), j " (β), 

/'(S- ' -a /:'Î3) 0,1 ·" ' ' 

■ ' r («] /"T«j - 011 > Ρ a> 

\1) /'(β) /"(β)-'h /'(?)-/'(«y^ 

(1) /'(β) /"(β)-'h /'(?)-/'(«y^/'(β) 

L'approximation linéaire conduit de plus à la formule 

h /'(?)-/'(«yc 

d'où Ton tire 

jgkjk -(β-«)/'(«) _ CP—«)/'(«) 
jjkj - /'(»-/'(«) " /'Τβ)+/'(*)' 

abstraction faite des signes; cette valeur approchée étant trop grande 
ou trop petite, selon que les signes desfonctionsy (a), / '"(«) s'accordent 
ou non. Dans le premier cas, on sera assuré que les deux racines sont 
imaginaires lorsqu'on trouvera 

/'(a)" ^/'(β )+/'(«)' 

011 bien 

(9) [* +/'[!)]/(j) -
ou

 > β - s, 

et dans le second cas, lorsqu'on aura 

/MS) = 0U > t3 ~ ~ ΰ\ 

c'est-à-dire 

M. - nu Cti/lÉ) 
fW " /'(?)+/'(«)' 

ou bien 

(,0) b+m]Pê= οα>β
-

α
· 
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En supposant β — a. = ι, ainsi que cela arrive le plus souvent, les deux 
derniers résultats se réduisent à ceux-ci 

(9 ) 1 + jrfâ - ou > 7(aj> 

(9 ) 1 + jrfâ - ou > 7(aj> 

Nous venons ainsi de découvrir en tout cinq différents caractères 
d'imaginarité, et qui peuvent être appliqués soit à la première, soit k 
la seconde des limites α et β. 

On pourrait penser au premier abord que le système (i), (2), (7), 

(8), (10) est seulement applicable au cas où les fonctions j' (x), f" (oc) 
diffèrent de signe à la première limite a, et le système (3), (4), (5), (6), 
(9) au cas contraire. Mais il faut observer qu'en changeant a? en — oc, 
la seconde limite β tiendra lieu de la première, attendu que la suite 
(— β) ou la transformée en — (oc — β) offrira alors deux variations de 
plus que la suite (— a); et comme les fonctions f (x),f" (a.) seront af-
fectées de signes égaux pour χ — ± β, lorsqu'elles présentent deux 
signes différents pour χ — ±l a, il en résulte que le second système 
deviendra alors applicable à la limite β, et que Ton pourra, par consé-
quent, se servir indifféremment de l'un et de l'autre système de carac-
tères. 

N'oublions pas de faire remarquer encore que nos résultats étant 
fondés sur les formules de l'approximation linéaire, supposent néces-
sairement que chacune des fonctions f" (x), f" (x) conserve son signe 
dans l'intervalle (α, β). 11 faudra donc, avant de les appliquer, s'assu-
rer, à l'aide des suites (a) et (j3), ou du théorème de Budan, si cette 
condition est remplie. 

Si la différence β — α ne surpasse pas l'unité, il arrivera rarement 
qu'il faille recourir à des limites intermédiaires, pour s'assurer de 
l'imaginarité des deux racines. 

Si, au contraire, cette différence s'élève à un nombre m d'unités, et 
qu'aucun des caractères n'ait pu faire reconnaître la nature des racines, 
on prendra alors pour limites plus rapprochées deux nombres entiers 
y.' et α' + 1, comprenant une racine de l'équation 

f (*) = ». 
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Je rapporterai maintenant quelques exemples propres à faire appré-
cier l'utilité des caractères auxiliaires, ci-dessus obtenus. 

Considérons d'abord l'équation 

f{x) = x* -+- 8.r3 -+- lo.z·2 — i8.r + 5,5 = o. 

La transformée en (x — i) ayant pour coefficients 

ι + 12 -4- /jo + 3o + 6,5, 

il en résulte que deux racines sont indiquées entre ο et ι ; que l'équa-
tion 

/' (*) = « 

n'a qu'une seule racine, et que l'équation 

f" {oc) — ο 

n'en a aucune entre ces limites [*]. La proposée satisfait ainsi aux con-
ditions exigées pour l'application de la règle de Fourier, et donne, à 

cet effet, 
/(a) =5,5, /' « - - 18, /(/3) = 6,5, j'd3) = 3o. 

Or, puisqu'on a 

T8 + To"" < 1 · 

On est encore incertain si les racines sont réelles ou imaginaires. Es-
sayons donc une limite intermédiaire o,5; il viendra, pour les coeffi-
cients de la transformée en (x — o,5), 

ι -f- !o + α3,5 — i,5 + o,o6a5, 

d'où l'on voit que les racines devront être cherchées entre o,5 et i, La 
règle dont il s'agit est encore insuffisante pour juger de leur nature, 

Γ*"ί Les coefficients d'une transformée en (χ—α ) s'obtiennent très promptement à 

l'aide d'un algorithme de calcul dû au géomètre anglais Horner, que nous avons ex-

pliqué dans notre Mémoire cité, et qui comprend celui de Budan, comme un cas parti-

culier. 
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attendu que 

ft- —â- 0,5. 

Il faudra ainsi recourir à une nouvelle limite intermédiaire, pour la-
quelle on prendra 0,7. Le calcul des coefficients de la transformée en 
(χ — 0,7) fournit les nombres 

1 + 11,8 + 29,74 + 9, r 3 + 0,78; 

d'où l'on conclura que les deux racines sont situées entre o,5 et 0,7. 
Mais puisque 

~ijr + 4^3 < °'a' 

on reste encore dans l'incertitude, et l'on est obligé de recourir à une 
troisième limite intermédiaire 0,6, qui fournira les coefficients 

1 + IO,4 + 26,56-4- 3,5O + O,I57, 

indiquant que les racines se trouvent entre o,5 et 0,6. Mais leur na-
ture reste encore indécise, puisque 

+ "T-ff <0,1. 

Adoptons maintenant une quatrième limite o,55. On obtiendra pour 
les coefficients de la transformée y relative 

I + V 0,2 + s5,Oi4 + 0,925 + 0,0475. 

Les deux racines devront être cherchées entre o,5 et o,55; et puisque 

+ "T-ff <0,1. 

on est enfin assuré que les deux racines sont imaginaires. 
On voit que l'équation précédente s'est trouvée dans des circon-

stances assez défavorables à l'application de la règle de Fourier, attendu 
qu'elle a exigé le calcul relatif à quatre limites intermédiaires. avant 
qu'on ait pu prononcer sur la nature des racines. 

La fonction f'"(x) conservant son signe entre ο et 1, nous pouvons 
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essayer ici l'un des caractères auxiliaires. La proposée donne 

|/"(α) = 10, \f" (β) = 4o. 

Les deux premiers seront trouvés insuffisants, à cause de 

~ijr + 4^3 < °'a' 

Le troisième, au contraire, sera vérifié, car 011 a 

~ijr + 4^3 < °'a' 

On est donc déjà assuré de l'imaginante des deux racines, sans qu'il 
faille recourir à quelque nouvelle limite intermédiaire. 

Prenons pour second exemple l'équation 
f(x) — xh -+- ax! -+- 28a:2 — 81 x + 53 = o. 

On trouvera, pour les coefficients des transformées en (a — 1) et 
(x — 2), 

τ -f- 6 + 4° — + 3, 
1 + 10 + 64 -+- 87 -t- 35. 

Il s'agit de savoir si les deux racines indiquées entre les limites ι et 2 

sont réelles ou non. On a 

/(«) = 3, /(«)=- i5, /"(«) = 80, 

j[f) = 35, = 87, /"(/3)= 128. 

D'ailleurs les fonctions f' (.r), f" (x), f" (a*) remplissent les conditions 
voulues. La règle de Fourier ne peut lever l'incertitude, à cause de 
l'inégalité 

3 35 
15+ 87 < I, 

de sorte qu'il faudrait calculer les valeurs de f(x) et f'{x) pour une 
limite intermédiaire. Mais, en essayant le caractère (1), on trouve de 

suite 
~ijr + 4^3 < °'a' 

d'où l'on est assuré que les deux racines sont imaginaires. 
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Soit encore l'équation 

j [x) = x* — C)X:I + 37 a." — 36,r + 1 5 = o. 

Les coefficients de la transformée en [oc — ι ; étant 

t — ο -f— 10 —(— 15 8 , 
il faudra chercher deux racines entre ο et 1. 

On a 
/(α) = 15, J' (a) =— 36, _/" sa) = 74, 
/f/S)= », /'($ = >5, /"(£)= 3

2
, 

^ H ,ρ < ι, indice incertain. 

Un employant le caractère (3), 011 est de suite averti que les > acines sont 
imaginaires, puisque 

^ H ,ρ < ι, i 

T.a même conclusion aurait pu être déduite du caractère è|), à cause 
de 

8 i5 
75 > 37' 

Examinons en dernier lieu l'équation 

J'(x) = Xti + Xs + Xs — IX2 + -XX — I =; O, 

qui donne, pour la transformée en (pc — 1 j, les coefficients 

1 A- G + 13 -4- 17 -t- 1 o -4- χ, 

indiquant que trois racines peuvent exister entre o et 1. 
Léquation 

j'[x) = o 

ayant deux racines dans le même intervalle, il faudra s'assurer si elles 
sont réelles ou non. Les deux séries des coefficients y relatives sont : 

Pour l'équation en χ , 

5 + 4 -H 3 — 4 -+■ + 

pour l'équation en [χ — 1), 
5 + 24 + 45 -1- 34 + 10. 

Tû't.e IX,— Septëmbhe i3'|j. ^9 
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La règle de Fourier ne décide pas encore la nature de ces deux racines, 
puisqu'on trouve 

2 10 

4 + 34 < '* 
Mais le caractère (5) donnant 

χ — y, t- — H- — 

:! en résulte immédiatement que les équations 

f (χ) — ο et f[pc)= ο 

ont deux racines imaginaires. 
Fourier n'a considéré que le cas où l'arc de courbe compris entre 

ses limites χ = α et χ =■ β n'offre aucun point d'inflexion, ce qui 
n'arrive pas toujours, car très-souvent les suites (α), (β) indiqueront 
que les équations 

fix ) — ο, f" (χ) = ο, 

ont chacune une racine dans l'intervalle {a, β). Si alors les deux ra-
■ uies de la proposée sont imaginaires, la courbe affectera, à l'égard de 
s'axe des x, une des quatre formes représentées dans les y/g. 6, 7, 
H, 9, contenant en ρ un point d'inflexion. 

Dans ce cas, la fonction j\x) et ses trois dérivées prendront: aux 
deux limites les signes indiqués au tableau suivant : 

/». ./"!>}. /"» 

/ /O ()^ 
χ — y, -t- — H- — 

χ — y, -t- — H- — 

/·'■>. 7, 
χ — y, -t- — H- — 
X J, —- -f- -+- + 

Hg. 8, 
χ — y, -t- — H- — 
χ — y, -t- — H- — 

f·'*· 9· 
χ :— a, — — 

χ — y, -t- — H- — 

ii en résulte, en supposant que f" (χ) conserve son signe depuis x — a 

jusqu'à χ = β, que la suite (a) offrira deux variations de plus que la 
suite (β). 
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La regie de Fourier devient évidemment inapplicable au cas actm-

mais voici comment on pourra y suppléer. 
Soit, encore α -4- à une valeur approchée de la racine de l'équatio· 

/' (>) = o» 

mais supérieure à la valeur exacte. Les fig. G et S fourniront de mèm-
pour caractère d'imaginarité, 

/'(α) ~ " C· 

Si, au contraire, la valeur α + â est trop petite, les Jig. η et 9 don li-

ront le caractère 

PU = ou > β - α - o\ 
ou bien 

fHJ) ~h ~ > 1 -

Dans le premier cas, la courbe représentée par l'équation 

j' (χ) = ο 

prendra entre les deux limites données Lune des deux formes indiquées 
parles fig. 10 et 11. Les formules de, l'approximation newtonienne ne 
pourront s'appliquer ici qu'à la première limite, à cause qu'il existe 
entre a et Ρ un point ρ où la tangente devient parallèle à l'axe des x. 

Or la valeur approchée α -1- â étant alors trop petite, il faudra prendre 

pour r} la partie Mr = -Jj ~ qui est supérieure à la racine de 
l'équation 

f{x) = o, 
ce qui fournira le caractère 

f - ou fHJ) ~h ~ > 1 -
ou bien 

11 + 011 >&-*■ 

Dans le second cas, la courb 1 don' il s'agit affectera l'une des formes Ο 
3q.. 
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représentées par les fig. u et 13 ; et l'on s'assure pareillement qu'il 
faudra se borner à la même valeur de d'où il suit 

f _ O" -Vie)+/'(8)' 

ou bien 

L rmlf® 1f _ O" -Vie)+/'(8)' 

Tels sont les deux caractères que l'on pourra appliquer au cas ac-
tuel, et qui coïncident avec les deux derniers (9) et (to), obtenus dans 
le cas précédent. 

Prenons pour exemple l'équation 

f(x) = χ'" + ix" — 10X3
 + 3a:

2
 + Sx — 20 = o. 

Les coefficients de la transformée en (χ — 1) seront 

1 + 7 — 2 — 35 — 36 — 34· 

Deux racines devront être cherchées entre ο et 1. Le second caractère 
nous avertit de suite qu'elles sont imaginaires, puisqu'on a 

5 36 
1 + 36 > 34' 

Soit encore l'équation 

f(x) — x
s
 — ηχ* — i6j?3 + 226a?

2
 — 5ηιχ + 448 = ο. 

On aura pour les coefficients des transformées en {pc — 2), 

1 + 3 — 3s + 42 — 3 + 25 

pour les coefficients des transformées en (χ — 3), 

1 + 8 — 10 — 26 + 2 + i3. 

On peut appliquer ici le premier caractère, puisque 

2 3 
1 + 3 > 4' 

Donc les deux racines indiquées entre 2 et 3 seront imaginaires. 
Les applications précédentes suffisent pour éclaircir la théorie que 

nous venons d'exposer. 
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Lorsque les deux limites α et β ne sont pas encore assez rapprochées 
pour pouvoir en conclure l'imaginante des racines, on prendra pour 
limite intermédiaire une valeur approchée a' de la racine de l'équation 

/' (* ) = ο, 

à laquelle on joindra celle des deux limites données qui correspond à 
la partie convexe de la courbe, de manière que les nouvelles limites 
ne comprennent aucun point d'inflexion, ce qui ramène la recherche 
au cas précédemment traité. La figure delà courbe indique d'ailleurs 
si la nouvelle limite a! doit surpasser ou non la valeur exacte de la 
racine susdite. 

Il peut arriver, en outre, que l'arc de courbe présente deux points 
où la tangente devient parallèle à l'axe des oc. Cette circonstance sera 
indiquée par une différence de deux variations dans les suites (α), (β), 
après avoir omis les derniers termes. Dans ce cas, il faudra appli-
quer la recherche à l'équation 

f (x) = o, 

contenant deux racines entre a et β. S'il en résulte que ces racines 
sont imaginaires, il en sera de même des deux racines de la proposée 
situées entre les limites données. Si, au contraire, elles sont réelles, la 
valeur intermédiaire y, qui les aura séparées, donnera lieu à une nou-
velle transformée en (oc — y), laquelle étant combinée avec celle en 
(jc — a) ou (a? — β), fera rentrer la recherche dans le cas où les deux 
caractères (9), (10) deviennent applicables. 


