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NOTE

Sur quelques nouveaux caractéres propres a reconnaitre | ime-
ginarité de dewx racines d’ une équation numeérique, sitiées
entre des limites données;

Par R. LOBATTO,

Professeur de Mathématiques a I’Académie royale de Deltt.

L’illustre auteur de I’ Analyse des equations determinées a déduit
directement, a I’aide de considérations geométriques. une régle bien
simple pour juger de la nature de deux racines d’une équation, com-
prises entre les limites données « et 3. Cette regle, qui sans doute au-
rait éié moins facile 4 découvrir par la seule analyse, suppose, comme
Pon sait, que I'équation proposée

Sl@)=o
n'ait que deux racines entre x = ¢ et & — B35 que I'équation
af (x) /

- ou f'x)=o
ait une seule racine, et que celle
42 f(x) W
i ou J"(@x =o

n’en présente aucune dans le méme intervalle (@, B); ce qui revient 3
supposer que l’arc de courbe représenté par I’équation

J =J(x),
et limité par les ordonnées qui correspondent aux abscisses « et g,

n’ait aucun point d’inflexion, mais seulement un point ou la tangente
devient paralléle i I'axe des .x, et dont Fordonnée acquiert par con-
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séquent une valeur maximam ou minimum. (Voyez PL I, fig. 1,
2, 3, 4.)

Soient PM, P,M, { fig. 1, 2) deux ordonnées représentées par f (@),
F(f); Mz, M,¢, les sous-tangentes des points P, P, de la courbe, ayant

S f(B)

pour valeurs numériques ) T I! est évident que cet arc de
courbe ne pourra étre coupé par 'axe des x en deux points a, a,,
ou, en d’autres termes, que I’équation

fx)=o
ne pourra avoir deux racines réelles entre ¢ et 7, 4 moins que ces li-
mites ne satisfassent & I'inégalité '

Sla) S8 _
Fatrm<foe

abstraction faite des signes; d’ou Pon est en droit de conclure, que st

Sfx)=o

I’équation

Jonne, au contraire,

-f_(i)_}_f(@—— ou >ﬁ_a7

HACRNECONE
ce sera un indice certain de Vimaginarité des deux racines indiquées
dans Vintervalle (¢, ). Cette circonstance est d’ailleurs confirmée géo-
métriquement dans les fig. 3, 4, ou la somme des sous-tangentes M,Z,,
M, ¢, surpasse la différence M,M, des deux abscisses.
Tel est le caractére indiqué par Fourier pour s’assurer que deux ra-
cines manquent entre les limites o et B, lorsque les deux suites

(@) FoG) fr0 @) ) S (@) SO @) S (@),
(# I S S (B S (B S () S B

offrent une perte de deux variations, pourvu qu’en omettant les deux
derniers termes, ces suites présentent le méme nombre de variations.
On sait d’ailleurs que les termes ‘de chaque suite ont un rapport déter-
miné avec les coefficients des équations transformées en (o — a) et
(x — f3), de sorte quon peut se servir également de ces coefficients
dans Vexamen dont il s’agit.
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Quelque simple que soit 'application numérique de la regle due au
susdit géometre, il faut convenir cependant que cet avantage diminue
beaucoup par la nécessité ou I'on se trouve tres-souvent de remplacer
successivement les deux limites =, 8 par deux autres plus rapprochées,
et de calculer en conséquence les valeurs de f(x) et /() relatives a
ces nouvelles limites. En effet, puisque P'inégalité

S [(8)

7w T e <P
exprime seulement une cond:tion et non pas un caractére exclusif
pour la réalité des deux racines situées entre « et 3, il peut arriver que
I'inégalité précédente soit vérifiée méme dans le cas de deux racines
imaginaires, ainsi que lindiquent les fig. 3, 4, ot la somme des
sous-tangentes aux points P, P, reste inférieure a la différence
des denx abscisses. Cette circonstance tient, comme Von voit, i ce
que les limites «, (3 ne sont pas encore assez voisines pour vérifier la
regle en question, et c’est alors qu'il devient nécessaire d’y soumettre
une ou plusieurs limites intermédiaires, jusqu’a ce que 'on soit assuré
de I'imaginarité des deux racines, ou de leur réalité dans le cas d’un
changement de signe dans la valeur de /().

L’objet principal de la présente Note est de faire voir qu’en s’ap-
puyant sur les principes établis par Fourier méme, on peut parvenir a
d’autres caracteres propres a s’assurer plus p “omptement de Pimagina-
rité des racines comprises dans Uintervalle (2, £8), et I'on doit s’étonner.
en effet, qu’ils aient pu échapper au géométre a qui 'analyse des équa-
tions est redevable de tant de belles et profondes recherches,

Considérons, i cet effet, un point intermédiaire P (Sig. 5) peu éloi-
gné du point p ou la tangente est paralléle 2 Paxe des x. Nommons

o + ¢ Pabscisse Om, du point p,, qui représentera alors une valeur ap-
prochée de la racine o’ de I'équation

J'(@) = o.

Cette valeur sera > ou < o/, selon que p, sera pris a droite ou 4 gauche
de p. Cr, linspection de la figure indique de suite que si, dans le pre-
mier cas, les points Pet P4 sont assez voisins pour que la sous-tangente

M égale ou surpasse la distance Mm, = ¢, il en résultera pour carac-
Tome IX, — Aovt 1844. 38
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tere d’imaginarité des racines

VAC - s
= ocu > d';

et si, dans le second cas, la sous-tangente M,#, égale ou surpasse la
distance M,m,, on aura, pour second caractére semblable,

J(B)
CE o — ou >B8—a -0
7 ¥ ’
S8
JB)
Quant & la valear de ¢, on peut la déduire des formules données par
I’approximation newtonienne ou linéaire, et discutées avec soin par
Fourier, dans le livre de son ouvrage cité.
T résulte d’abord de cette discussion que les formules

A O N A ()
=)y BT’

expriment deux valeurs approchées de la racine de I'équation
7! —
/ kx) - 07

comprise entre « et (3, mais qui seront chacune trop fortes ou trop
faibles, selon que f” () et /" (x) se trouveront aftectées de signes con-

ou bien

+d=ou>f—a

traires ou de mémes signes.
Admettons d’abord le premier cas. Il viendra alors pour ¢ les deux

valeurs
'\___f/(“) N _,_f’(@
0= f_—”(m)’ et O—ﬁ % ey
d’on résultent les caracteres d’imaginarité
[ =) S ()
(1) S}@.__ R e
= o > 82— £
ou bien ‘
y a) S :
2) 'f’ff’(('i) +f"’((i))) =ou>f—a

[T ‘ I U e g e o
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abstraction faite des signes. Dans le second cas. on obtiendra de la
meéme maniere

Iz

ALY
R i - 0 1| S G/ 8
3 \ e e 5
; e f/ ‘:’_,"}
’ —J,lf)’, 5 —a— s .{Pp,_ = ou »[— 4
VARED VARE)
ou hien
. e
A .f( 2) - f | H)
J ot a6 1V B 7.
) f/(f" -~ f// {16

Voila done quatre nouveaux caractéres qui pourront servir d’auxi-
liaires a celui de Fourier, toutes les fois qu’on ne pourra distinguer par
ce dernier la nature des racines sans recourir 4 des limites intermé-
diaires.

On remarquera que (1) et (o) ne different de (3) et (4) que par le
changement de o en [5; on pourrait donc se borner aux deux premiers,
en ayant soin d’y remplacer la premiere limite par la seconde [*].

Mais on peut obtenir encore d’autres caracteres semblables aux
précédents. Observons, a cet effet, ainsi qu'il a ¢té prouvé par Fourier,
que si les valeurs approchées

S A N A
ol ‘/'//I'“)7 i . (;(j“’
sont trop fortes, celles-ci
" S p NART
£ — < P e
_/”(I["\), i 1 { ’

seront au contraire trop faibles, et réciproquement. Donc, en raisoun-
nant comme ci- dessus, on trouvera encore, par une simple permuta-

[*1 Je dois avertir ici que les caractéres (1), {4) ont déja été indiques par moi dans
un Mcmoire ayant pour titre : fieckerches sur la distinction des racines réelles et iinagi-
naires dans les équations numériques, etc., et publié i la Haye en 1843. Mais les con -
sidévations geométriques qui m'onl guid¢ dans ces recherches sont moins simples que
celles dont Je me suis scrvi maintenant, et ne m’ont pu conduire, en ontre, aux autres
caractéres exposes dans la prisente Note,

38.
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tion des fonctions /7 (&), /" (),

6) Fat ply=on >
i e S 6
8) Fio= o> 7

I’approximation linéaire conduit de plus ala formule

g — (—a)f(B)
S (B)—S"(a)

d'otr Pon tire
g = — (@‘—ﬁ)f’('a) _ (=) f"(=)

S Q=S (2) S+, )
abstraction faite des signes; cette valeur approchée étant trop grande
ou trop petite, selon que lessignes desfonctions /7 («), /” () s’accordent
ou non. Dans le premier cas, on sera assuré que les deux racines sont
imaginaires lorsqu’on trouvera

S(2) (f—='f"(«)

St = ou > ]

S (@) S (B)AS" ()

ou bien

£ fie .
) [ +f’(1)]f’(°=) = ou > f-a

et dans le second cas, lorsqu’on aura

SE __ on >pB—a—4d,

S (B)

¢’est-a-dire
fB) (f—a)/"(8)
O O Ew Ak

ou hien

N O R
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En supposant 8 — a = 1, ainsi que cela arrive le plus souvent, les deux
derniers résultats se réduisent i ceux-ci

' S8 S (=)
9 "TTE T O 2 e
(10’ A . f(f)
(10) TR T " T e

Nous venons ainsi de découvrir en tout cing différents caracteres
d’'imaginarité, et qui peuvent étre appliqués soit & la premiére, soit &
la seconde des limites o et f3. \

On pourrait penser au premier abord que le systéme (1)5 (25 (7),
(8), (10) est seulement applicable au cas ot les fonctions J (), [ ()
différent de signe a la premiére limite «, et le systeme (3), (4), (5), (6),
(9) au cas contraire. Mais il faut observer qu’en changeant x en — «,
la seconde limite § tiendra lieu de la premiere, attendu que la suite
(— f) ou latransformée en — (a — ) offrira alors deux variations de
plus que la suite (— a); et comme les fonctions f* (x), /" («) seront af-
fectées de signes égaux pour x = = B, lorsqu’elles présentent deux
signes différents pour & = = 4, il en résulte que le second systeme
deviendra alors applicable A la limite {3, et quel’on pourra, par consé-

quent, se servir indifféeremment de I'un et de Pautre systeme de ¢

arac-
téres,

N'oublions pas de faire remarquer encore que nos résultats étant
fondés sur les formules de 'approximation linéaire, supposent néces-
sairement que chacune des fonctions f” (=), J" (x) conserve son signe
dans I'intervalle (e, ). 11 faudra donc, avant de les appliquer, s’assu-
rer, a laide des suites () et (3), ou du théoréeme de Budan, si cette
condition est remplie.

Si la différence B — o ne surpasse pas I'unité, il arrivera rarement

qu’il faille recourir & des limites intermédiaires, pour s’assurer

e
Iimaginarité des deux racines.

Si, au contraire, cette différence s’éléve 3 un nombre m d’unités, et
quaucun des caractéres n’ait pu faire reconnaitre la nature des racines,

on prendra alors pour limites plus rapprochées deux nombres entiers
2’ et &’ -+ 1, comprenant une racine de I'équation

S = o.
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Je rapporterai maintenant quelques exemples propres a faire appre-

cier Iutilité des caractéres auxiliaires, ci-dessus obtenus.
Considérons d’abord 'équation

fla) = x* + Bx® + 1ox* — 18x + 5,0 =o.
1.a transformée en (& — 1) ayant pour coefficients

I+ 12 + 4o+ 30+ 6,5,

il en résulte que deux racines sont indiquées entre o et 13 que Péqua-
tion

J'x)=o
n’a qu'une seule racine, et que I’équation

fl/(x): O

2en a aucune entre ces limites [¥]. La proposée satisfait ainsi aux con-
ditions exigées pour Papplication de la régle de Fourier, et donne, a

cet effet,

flay =55, fllaj=— 18, [1f) =65, J'(B) =30

Oy, puisqu’on a
» puisq

On est encore incertain si les racines sont réelles ou imaginaires. s
sayons donc une limite intermédiaire 0,53 il viendra, pour les coeffi-
cients de la transformée en (x — 0,5),

1 - 10 + 23,5 — 1,5 40,0025,

d’ot1 I’on voit que les racines devront étre cherchées entre 0,5 et 1. La
regle dont il s’agit est encore insuffisante pour juger de leur nature,

[*] Les coefficients d’une transformée en (& — o) s'obticnnent trés promptement i
Paide d'un algorithme de caleul di au géométre anglais Horner, (ue nous avons ex-
pliqué dans notre Mémoire cité, et qui comprend celui de Budan, comme un cas parti-

culier.

IR Y v : I R R TR
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attendu que
0,062 6,5
= + o < 0,5.
1,5 3 < 0
Il faudra ainsi recourir 4 une nouvelle limite intermédiaire, pour la-
quelle on prendra o,7. Le calcul des coefficients de la transformée en
(x — 0,7) fournit les nombres

1+ 11,8 + 29,74 + 9,13 + 0,78;

d’ot 'on conclura que les deux racines sont situées entre 0.5 et 0,7,
Mais puisque

0,002 0,78
1,5 + 9,13 < 052,

on reste encore dans I'incertitude, et ’on est obligé de recourir & une
troisieme limite intermédiaire 0,6, qui fournira les coefficients

L+ 10,4 + 26,56 + 3,50 + 0,157,

indiquant que les racines se trouvent entre 0,5 et 0,6. Mais leur na-
ture reste encore indécise, puisque

0,06 0,157

1,5 -+ '?:5‘(’)‘ < 0.I.

Adoptons maintenant une quatriéme fimite 0,55. On obtiendra pour
les coefficients de la transformée y relative

L+ 10,2 25,014 + 0,925 + 0,0475.

Les deux racines devront étre cherchées entre 0,5 et 0,555 et puisque

90,0475

0,925 > 0,09,

on est enfin assuré que les deux racines song imaginaires.

On voit que 'équation précédente s'est trouvée dans des circon.
stances assez défavorables & Papplication de la regle de Fourier, attendu
quelle a exigé le calcul relatif & quatre limites intermédiaires , avant
(qu’on ait pu prononcer sur la nature des racines.

La fonctionf’” (x) conservant son signe entre o et 1, nous pouvons
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essayer ici un des caracteres auxiliaires. La proposée donne
1 " - 1 N .
Lf7{w) =10, 3J"(f)=4o.

Les deux premiers seront trouvés insuffisants, & cause de

5,5 18 5,5 6,5
% <% 8 "8 <

T.e troisieme, au contraire, sera vérifié, car on a
6,5 18
- = > .
3o + 20 >
On est donc déja assnré de Pimaginarité des deux racines, sans qu’il
faitle recourir & quelque nouvelle limite intermédiaire.
Prenons pour second exemple I’équation

flax) = x* + 22° + 282> — B1rx + 53 =o.

On trouvera, pour les coefficients des transformées en (ax — 1) et
(x — 2),

T+ 6+ fo— 15+ 3,

1 + 10 + 64+ 87 + 35.

1l s’agit de savoir si les deux racines indiguées entre les limites 1 et 2
sont réelles ou non. On a

flo)= 3, f(@=—15 [f'{o)= 8o,
J(B=35 J (= 87, J'(B) =128

Drailleurs les fonctions f (x), f” (x), f" («) remplissent les conditions
voulues. La régle de Fourier ne peut lever Vincertitude, a cause de
I'inégalité

E —+ §_5_ < I

Bt <"
de sorte qu’il faudrait calculer les valeurs de f(x) et /" (a) pour une
limite intermédiaire. Mais, en essayant le caractére (1), on trouve de

suite
15

I
% 7 8o’

d’ou on est assuré que les deux racines sont imaginaires.
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Soit encore I’équation
Jlx)=x" — ga® +372* — 36x + 15 —o.
[.es coefficients de la transformée en (& — 1 étant
1 — 5+ 164 15+ 8,

il faudra chercher deux racines entre o et 1.
On a

S =15, Ja=—36, ") =74,
SiB= 8 f(B= 15 J(E)= 3,
5

indice incertain.

En employant le caractére (3), on est de suite averti que les racines sont
imaginaires , puisque »

8 S
15 77["/ I.

La méme conclusion aurait pu étre déduite du caractere 4), 4 cause
de

8 5
57 3
Fxaminons en dernier lieu I'équation
Jx)=x" + 2" + ot — a2+ 2 — 1 = o,
qui donne, pour la transformée en (x — 1, les coefficients
T +=04 15+ 17 4 10+ 9,
indiquant que trois racines peuvent exister entre o et 1,

I'équation '
) = o

ayant deux racines dans le méme intervalle, il faudra s’assurer si elles
sont réelles ou non. Les deux séries des coefficients y relatives sont :
Pour Péquation en o,
S54+4 +3 — 4+ 2
pour Péquation en (x — 1),

3+ 24+ 45+ 34 4+ 10,

[ox
fe}

Tawve 1X . — Sertomeke 184].
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La regle de Fourier ne décide pas encore la nature de ces deux racines,
paisqu’on trouve

z+10
34<l.

4
Mais le caractere (5) donnant
2 4
§7 g0’
it en résulte immédiatement que les équations

Jxy=0 et flx)=o0
ont deux racines imaginaires.
Fourier n’a considéré que le cas ou Parc de courbe compris entre
ies limites & = o et & =  n’offre aucun point d’inflexion, ce qui

iarrive pas toujours, car trés-souvent les suites (), (f3) indiqueront
iae les équations

,f/ \.1’) = o, j',, (1) = o,
ont chacune une racine dans Iintervalle (o, 3). Si alors les deux ra-
-ines de la proposée sont imaginaires, la courbe affectera, 4 I’égard de
vaxe des x, une des quatre formes représentées dans les fig. 6, 7,
8, 9, contenant en p un point d’inflexion.

Dans ce cas, la fonction f(x) et ses trois dérivées prendront aux
denx liinites les signes indiqués au tablean suivant :

Fo. ). . M)

e 4 j &=, -+ - —+ -
bo=g o+ o+ - -
[,':,. - " —= “) —+ —_ e +
T Ve == fy -+ -+ + -

' [t 4 - —+ _— A

Fig. 8, g L _ - N
iy xr = 5, — —_— — —

v 5

ii en résulte, en supposant que f” (&) conserve son signe depuis x=u
? PI I \

pusqua e =, que la suite (z) offrira deux variations de plus que la

snite (f5),

/

o v b S e I
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La regle de Fourier devient évidemment mapplicable au cas actue: |
mais voici comment on pourra y suppléer.
Soit encore ¢ + ¢ une valeur approchée de la racine de Péquati,

S (x) = o,
mais supérieure a la valeur exacte. Les fig. 6 et 3 {fourniront de mern,.
pour caractere d’imaginarité ,

v (") N

ST = oou o
S (=)

Si, au contraire, la valeur 4 - ¢ estirop petite, les fig, 5 et g dour.
ront le caractére

.
//,\,pg’) =ouw > 88— g4,
ou bien
.
;{%~I~c‘: ou >[5 — 4.

Dans le premier cas, la courbe représentée par Péauation
I > f i i
Sx)y=o0

prendra entre les deux limites donndes 'une des deux formes indiqudes
parles fig. 10et ra. Les formules de approximation newtonienne
pourront s'appliquer ici qu’a la premiére limite, a cause qu’il exisie
entre « et P un point poula tangente devient paraliele & axe des o
Or la valeur approchée ¢ + ¢ étant alors trop petite, i faudra prendse

4
pour 2 la partie Mr :J(f,@)‘ﬁ_;—,% qui est supericure a la racine .-

l’équati(m

Sy = o,

ce qui fournira le caractére

Sl (B—a)f
f"(z) = ou f,m(/) +j7’

ou bien
e A
" ralia s e e

Jans te second cas, la conrls dons s'agit affectera une des formes

3a..
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représentées par les fig. 11 et 13; et I'on s'assure pareillement qu’il
faudra se borner 4 la méme valeur de ¢, d’ou il suit

/) _ (5—w/"(8)
FE T O T A
ou bien
") A8) o
[+ alrg=on >f—=

Tels sont les deux caractéres que I'on pourra appliquer au cas ac-
tuel, et qui coincident avec les deux derniers (g) et (r0), obtenus dans
le cas précédent.

Prenons pour exemple I'équation

fla) = & + 2" — 202" + 32 + S — 25 =o.
Les coefficients de la transformée en {(x — 1) seront

1+ 7 —2—35—-36—34

Deux racines devront étre cherchées entre o et 1. Le second caractére
nous avertit de suite qu’elles soat imaginaires, puisqu’on a

36

5
I+ 3 34

Soit encore I'équation
flx) = a® — 72" — 162 + 2262% — 5712 + 448 = o.
On aura pour les coefficients des transformées en (x — 2),
1+3 =304 42— 3+ 9
pour les coefficients des transformées en (x — 3),

I+ 8 — 10— 26+ 24+ 13

On peut appliquer ici le premier caractere, puisque
2 3

Donc les deux racines indiquées entre 2 et 3 seront imaginaires.
Les applications prewdentes suffisent pour éclaircir la théorie que
nous venons d’exposer.
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Lorsque les deux limites et & ne sont pas encore assez rapprochées

p
pour pouvoir en conclure V'imaginarité des raciues, on prendra pour
limite intermédiaire unc valeur approchée ¢’ de la racine de équation

J'(x) = o,

4 laquelle on joindra celle des deux limites données qui correspond &
‘a partie convexe de la courbe, de manicre que les nouvelles Jimites
e comprennent aucun point d’inflexion , ce qui rameéne la recherche
au cas précédemment traité. La figure de la courbe indique d’aiileurs
si la nouvelle limite o doit surpasser ou non la valeur exacte de la
racine susdite.

1 peut arriver, en outre, que I'arc de courbe présente deux points
ot la tangente devient paralléle & I’axe des . Cette circonstance sera
indiquée par une différence de deux variations dans les suites (@), ([9),
apres avoir omis les derniers termes. Dans ce cas, il faudra appli-
cuer la recherche i I’équation

J'(x) = o,

contenant deux racines entre o et 5. Sl en résulte que ces racines
sont imaginaires, il en sera de méme des deux racines de la proposée
sitiiées entre les limites données. Si, au contraire, elles sont réelles, la
valeur intermédiaire 7» qui les aura séparées, donnera lieu 4 nne nou-
velle transformée en (o — 1), laquelle étant combinée avec celle en
(x — &) ou (x — f3), fera rentrer la recherche dans le cas ou les deux
caracteres (g), (10) deviennent applicables.

e —— T R



