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ANAMMAARAA A AMAA WA VA VA VM A AR AR TAAAA A M A

RECHERCHES
SUR LA THEORIE DES NOMBRES COMPLEXES:

Par M. LEJEUNE-DIRICHLET.

{Lu & I'Académie des Sciences de Berlin je 27 mai 1841.)

(Extrait des Mémoires de PAcadémie de Berlin. — Traduction de M. Fave)

——

Ce Mémoire n’est qu’une partie d’un travail considérable dans lequel
Je me propose d’étendre aux nombres complexes la plupart des solu-
tions que j’ai déja trouvées pour des questions relatives 4 la théorie des
nombres entiers réels, en continuant 4 employer la méthode qui m’a
servi dans les occasions que je viens de rappeler. Jai été déterminé i
donner cette extension 2 mon premier travail non-seulement 3 cause
des nouveaux résultats qu’on en peut attendre, mais aussi, plutot
méme, par le désir de soumettre ains & une épreuve mes nouvelles
méthodes et d’examiner si leur succes doit étre attribué i leur harmo-
nie réelle avec la véritable nature des questions résolues, ou bien i
ces circonstances favorables qui se présentent parfois dans les recher-
ches mathématiques. Cest une epreuve que notre méthode a trés-bien
supportée; car pour adapter aux questions analogues de la théorie
des nombres complexes, il a suffi de quelques modifications qui se
déduisaient d’ailleurs naturellement du changement dans Pessence du
sujet auquel elle était appliquée.

La majeure partie des nouvelles recherches dont je viens d’'indiquer
Porigine a pour objet la doctrine des formes quadratiques et paraitra
bientotailleurs. Je m’occuperai exclusivement, dans le présent Mémoire,
de démontrer le théoréme dont voic; Pénoncé: « L’expression k¢ + J,
» dans laquelle ¢ désigne un nombre entier complexe indéterminé, et
» ou k, [ représentent de semblables nombres donnés sans facteurs
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» communs, contient toujours une infinité de nombres premiers. »
Cette démonstration ressort, comme celle de la loi analogue pour les
nomhres réels, du théoreme fondamental sur certaines propriétés de
la forme quadratique des nombres complexes; aussi me bornerai-je .
pour éviter les répétitions inutiles, a renvoyer le lecteur aux recher-
ches déja mentionnées [*].

§ [er.

Nous avons déji supposé que le lecteur connait les propriétés éle-
mentaires des nombres complexes; cependant il sera utile d’exposer ici
brievement quelques-unes de ces propriéiés qui sont d’une importance
particuliere pour Vintelligence de ce quiva suivre.

Nous poserons, comme i lordinaire, y— 1 = i, et nous appellerons
nombre entier complexe toute expression telle que f+ g dans la-
quelle fet g représentent des nombres réels entiers. Le nombre positit
£+ 8% qui répond au nombre complexe f -+ gi, sera nommé la
“orme de celui-ci et sera désigné par N ( f + gi). Quatre nombres corn-
plexes tels que

fgi, —gfi =)=l g—Jb
qui dépendent les uns des autres, de telle sorte que trois quelconques
dentre eux se déduisent du quatrieme en le multipliant par — 1, &= i
seront nommes corrdlatifs.

On peut toujours former, relativement 2 un module complexe

Jdonném, une série de nombres qui possede cette double propriété: quil
se trouve toujours parmi ses termes un nombre congru a4 un nombre

! Depuis que le présent Mémoire a été soumis 2 ' Académie, ces recherches ont ¢te
publiées dans le xxav® volume da Journal de M. Crelle, sous le titre de : « Recherches
sur les formes quadratiques & coefficients et & indéterminées complexes. » Ce Mémoire
contient, outre I'objet indiqué par son titre, une bréve exposition des éléments de la
théorie des nombres compiexes que j’ai limitée anx propositions nécessaires a I'intelli-
gence de ce Traité. On trouvera une exposition plus compléte de ces éléments dans le
second Mémoire de M. Gauss sur les résidus biquadratiques ; c'est dans cet ouvrage que
ce grand géomctre a introduit pour la premiére fois dans la science 1a notion des nom-
bres complexes; j'y renvoie le lecteur.

it [ TR AR
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quelconque pour le module m, mais qu’il ne s’en trouve qu’un seul.
Le nombre des termes ainsi incongrus entre eux est N ().

On peut déterminer en général le nombre des termes d’un pareil
systeme qui n’ont point de facteur commun avec m. Soit

(1) m=1i"a"bt¢r...,

ou a, b, c,... représentent des nombres premiers dont aucun n’est égal
ni corrélatif aux autres; et soxent en outre,

N{@)=A, N® =B, Ni)=C,...;
alors le nombre cherché sera donné par Péquation

bm) = (A — A" " (B— BT (C— GV

Soient
(2) Py, p7e

les termes dont le nombre est ainsi déterminé, et soit / un nombre
qui n’ait aucun facteur commun avec m; on prouve facilement que les
nombres

Ly Loy Lyl ..,

quand on les considére abstraction faite de leur ordre, sont con-
grus d’apres le module m avec les nombres (2), et on en conclut
aussitot, comme dans la démonstration connue du théoréme de Fermat
pour les nombres réels, que 'on a toujours

3) I*" = 1 (mod. m).

Dans la théorie ordinaire des nombres on est obligé de considérer ies
nombres positifs comme primitifs, et les nombres négatifs comme dé-
rivés des premiers en les multipliant par le facteur — 1. De méme . on
simplifierait certaines considérations analogues sur les nombres com-
plexes en choisissant, d'aprés un principe fixe, un des quatre nombres
corrélatifs comme primitif ou primaire, dont les autres seraient les
produits par — 1, = i. La nécessité d’une telle distinction est surtout
sensible quand il s’agit de nombres impairs, et, pour le choix i faire, on
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peut se guider sur cette remarque que le produit de deux facteurs po-
sitifs devant étre aussi positif, de méme le produit de deux facteurs pri-
maires devra étre également un nombre primaire. Comme on le voit
facilement, dans chaque groupe de nombres impairs corrélatifs il y en
a toujours un, mais un seul, pour lequel J et g ont respectivement la
torme 4u. + 1 et 2p1, de méme qu’il y en a un seul pour lequel f'— 1
¢t g sont contenus tous deux soit dans la forme 4., soit dans la forme
41 + 2, et Pon peut facilement se convaincre que la condition énon-
cée ci-dessus est satisfaite quel que soit celui de ces nombres que Pon
choisisse comme primaire, dans tous les groupes de nombres cor-
rélatifs. Nous avons adopté la premiére définition dans le Mémoire
cité plus haut, mais tout ce que nous avons dit reste encore vrai
quand on choisit la deuxiéme. Or, comme !a derniére définition est
beaucoup plus convenable pour notre but actuel, nous considérerons
désormais, dans ce Mémoire, comme primaire celui des quatre nombres
impairs corrélatifs pour lequel f'— 1 et g ont 4 la fois 1a forme 4y, ou
bien la forme 4p. + 2, en remarquant, toutefois, dans le seul but de
taciliter 'emploi de cette définition, quelle se réduit évidemment a
désigner comme primaire, dans chaque groupe de nombres impairs,
celui qui est congru 4 I'unité positive d’apres le module a2 + 21

Dans cette hypothése, on a, pour chaque nombre impair primaire i,

%) m = a*.bt.c...,

ou a, b, c,... désignent des nombres premiers primnaires différents qui
sont complétement déterminés par m, ainsi que leurs exposants.

§ 1I.

Avant de nous occuper de la question qui fait Pobjet spécial de ce
Mémoire, il faut que nous exposions quelques propriétés des résidus
de diverses puissances pour les modules complexes.

Soient A et { deux nombres complexes sans facteur commurn, et
soit e le plus petit des exposants différents de zéro, pour lequel
/“=1(mod. £); on dit alors que, pour le module &, [ appartient a
P’exposant e. 1l est alors facile de se convaincre que

2 —{
t, 4, 1%,..., [~
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sont incongrues d’apres le module k; on voit aussi que si 'on pro-
longe la série, les mémes résidus se reproduisent périodiquement, de
telle sorte que les seules puissances qui soient congrues a l'unité
sont celles dont les exposants sont des multiples de e. Puisque

(¥#® =1 (mod. k), e sera toujours un diviseur de ¢ (k). Dans le cas
spécial ou ¢ (k) = e, les puissances

1, 4, 3, PO

forment un systeme pareil a celui que nous avons considéré dans le pa-
ragraphe précédent, c’est-d-dire que ce systeme contient un terme,
mais un seul, qui est congru d’apres le module 4, 4 un nombre arbi-
traire qui n’aurait aucun facteur commun avec £; et alors [ est dit
racine primitive de £. Sil’onconnait 'exposant e auquel /appartient. on
pourra déterminer ensuite facilement I’exposant auquel appartient une
puissance quelconque de [ telle que {*. On voit facilement que ce der-
. e \ . -
nier exposant est 5, ou J désigne le plus grand diviseur commun (po-

sitif) de s et de e.
1. Nous comimencerons par le cas ou le module est une puissance
(@ + bi)/ d’un nombre premier impair & deux termes a + bi, de sorte

que N (@ + bi) = a® + b? = p est un nombre premier réel 4u + 1.
Ilest facile, dans ce cas, de prouver Iexistence d’une racine primitive.

Sile nombre réel a est une racine primitive pour le module p/, il le

sera aussi relativement au module (@ + b7)7. Or, dans la supposition
que nous venons de faire,

—npt
1, dy a%5...y aPUP !
sont incongrus d’aprés le module p/; ils auront donc la méme pro-
priété pour le module (a + bi)/, et, d'un autre coté, on a
Ylla -+ biy] = (p— 1)p-.
Lorsqu’on a choisi une telle racine primitive a, alors Vexposant

o, < (p— 1)p’', pour lequel

a* = n[mod. (a + bi)7],
Tome IX, — Junier 1844- 39
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se nommera 'indice du nombre arbitraire z non divisible par a + bi.
1l suit immédiatement de cette définition, qu’on obtient I’indice d’un
produit quand on retranche de la somme des indices des facteurs le plus
grand multiple de (p — 1) p/~* qui y soit contenu.

Le nombre a est toujours non-résidu quadratique de a-+bi, puisque

autrement chaque 7 devrait étre résidu quadratique de a + bi. 11 suit
de I que «, sera pair ou impair suivant que n sera résidu ou non-ré-
sidu quadratique de @ + /i, On a ainsi, en employant le symbole
introduit dans le Mémoire cité,

> ] = o

2. Le cas que nous allons maintenant traiter est celui d'un module
de la forme r#, ot r désigne un nombre premier & un seul terme. Comme
nous pouvons supposer que r est réel et positif, r est alors un nombre
premier de la forme 4. -+ 3. Cette recherche exige la congruence sui-
vante, ‘

(b 4+ 27 =" 4 ezb* "~ s~ (mod. ré),

qui a déja été employée dans les Disquisitiones Arithmeticee, art. 86.

On y suppose, a la vérité, que b et z sont réels ; mais la méme démons-
W 2 2 q b

tration est aussi applicable au cas ou & et z sont des nombres com-

plexes. Les nombres e et g ; 2 qui s’y trouvent en exposants sont na-

turellement positifs.

Il v’y a point de racine primitive pour le module 7#, excepté quand
g==1, car on peut aisément déduire de la congruence précédente que
te plus fort exposant auquel, pour ce module, un nombre puisse ap-
partenir, est (r* — 1) ré~* , tandis que ¢ (r¢) = (r* — ) r?*-2, Mais on
peut montrer, de la maniére suivante, qu’il y a des nombres apparte-
nant i Pexpesant (r*> — 1)7$~'. L’assertion relative au cas o g =1
a déja été prouvée (T heor. res. big., auct. C.-F. Gauss, art. 53), Soit b
un nombre appartenant pour le module r 4 ’exposant r? — 1, c’est-a-
dire une racine primitive de r. Dans cette supposition, (b + zr)® — 1 ne
sera divisible par r que si e est un multiple de r* — x. Il suit de la que
Vexposant auquel b + zr appartient pour le module r# doit étre divi-

i e RN
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sible par r2 — | Mais comme on a, d’autre part,

(b 4+ zr)ri—nremt — | (mod. re),
ce qui résulte de la congruence rapportée ci-dessus, quand on pose
2
O +z)" ' =1 4,

on voit que 'exposant en question doit étre un diviseur de (r*—1)rs—,

o
D’apres cela, on pourra trouver un nombre b -~ zp appartenant A 1’ex-
posant (r? — ) rs~! g Pon peut choisir z de telle sorte que la relation

(b + zr)ri-ure = | (mod. r¢)

e soit point satisfaite.
Or on a, d’aprés le lemme précédent .

— 1+ (b 4 zr)r-nr
== LT L pa e e (mod. rs).
Si maintenant on considere que
— 1 HTET g
ot B est un nombre entier, et si 'on pose, pour abréger,
(FP—rbr=nreia C,
il est évident que la condition exigée sera remplie quand on aura
choisi z de telle sorte que la congruence
Cz + B=o0 (mod. r

n’ait pas lieu, ce qui peut toujours se faire. puisque C n’est point un
multiple de 7. :

Le résultat qui vient d’étre obtenu peut étre complété, et I'on peut
déterminer généralement combien de nombres différents, ¢ est-a-dire
Incongrus, appartiennent i Iexposant (r* —1)ré=*, ou, en général.
a un quelconque de ses diviseurs. Soit er’ un de ces diviseurs ot I'on

suppose ¢ facteur de r? — | et y —8—1; le nombre demandé sera

donné par P'expression e(e)(r), ot g (e) désigne le nombre des termes
3a..
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qui, dans la série 0, T, 2,..., € — 1, n'ont aucun facteur commun
avec e. Mais comme il est inutile de connaltre ce nombre pour le but

que Nous NOus Proposons , NOUS Ne nous arréterons pas plus longtemps
3 cette détermination. La seule chose qui nous importe ici, c'est la
forme du nombre qui appartient a I'exposant ré~*, et elle est tres-fa-

cile 4 déterminer. Si ¢ appartient 4 cet exposant, de telle sorte que
¢"¥" —1 soit divisible par r#, et par conséquent aussi par r, alors ré=!

sera un multiple de I'exposant auquel ¢ appartient pour le module r.
Comine le dernier exposant doit étre, d'un autre coté, un diviseur de
r?—1, il doit avoir pour valeur I, Cest-a-dire que ¢ est de la forme

| + zr, et il ne reste plus & chiercher que la condition A laquelle z doit
étre assujetti pour que I + ZT appartienne effectivement a 'exposant
ré=' pour le module ré. Dans ce but, on remarquera que, d’apres le
lemme précédent, (1 -+ zr)*T — 1 est évidemment divisible par ré;
ainsi I'exposant auquel 1+ zr appartient divise ré—*, et par consé-
quent ne sera pas autre chose que ré~' lui-méme, pourvu que =
soit tel que la congruence

(1+ zn)"* " =1 (mod. ré)
n’ait pas lieu. Si I'on donne a celle-ci la forme suivante, & Iaide du
lemme,
zr$—* = o (mod. r¥),

on voit que la condition nécessaire et suffisante pour que ¢ appar-

tienne & Pexposant r§~* consiste en ce que ¢ soit contenu dans 'expres-

sion 1 -+ zr et gue z ne soit point un multiple de r.
Cela étant suppose, il nous sera facile de démontrer que, f étant un

nombre donné appartenant a I'exposant (r? — 1)r$~', on pourra tou-
jours trouver un second nombre ¢ = 1 -+ zr appartenant a lexposant

8-, qui sera de telle nature que la congruence

5ﬁ = ¢ (mod. ré),
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dans laquelle {3 et 7y désignent des termes contenus dans la série

v

0, 1, 2yuee, (P2—1)1?

g—1

— 1 0, T,.., " —1u,

ne puisse exister qu’a la condition de § =o, y=o0. Nous remarquerons
aussitot que I'une de ces deux équations f§ = o, y = o, résulte évidem-

ment de I'autre; ainsi il nous suffira de montrer que ¢ peut étre choisi
de telle maniére, que la congruence soit impossible quand £ et 7 sont

tous deux différents de zéro. En deuxiéme lieu, il est facile de voir que
la possibilité de la congruence suppose la divisibilité de § par r2 —1.

. = \ y s
Posons donc f=(r?—1) #/, et ensuite f' ' =1 -+ kr, ott k désigne un

nombre donné qui n’est pas divisible par r. Notre congruence devient
I 7 o
(1 + k)" = (1 + zr) (mod. r$),

et il suffit maintenant de disposer de z, de facon que cette congruence
n’existe plus lorsque (' et  sont pris tous les deux dans la série
1, 2,..., 7" — 1. Comme 1 + Ar et 1 + zr appartiennent & Pexposant

1—) a—l—u

. 3 ; _
ré=t, et parsuite (1 +-Ar)” et (1 + zr) aux exposants r° etr ,
ou r” et r” désignent les plus hautes puissances de r qui entrent dans
{3 et v, il est évident que notre congruence exige que l'on ait 2 = pu.

et elle devient, quand on pose 8’ = e et v=r'y,
) )
(0 + &7 = (1 + 277" (mod. re).

<8
juste pour k < g — 2, elle subsistera encore pour A =g — 2, et ainsi
il nous reste seulement a prouver que, pour une valeur convenable-
ment choisie pour z, la congruence

Comme A — 2, et comme cette derniére congruence est supposée

(r+ lfr)@”rg—2 = (1+ zr-‘)",rg_2 (mod. r¢)

ne saurait avoir lieu.
D’aprés le lemme précédent, cette congruence est identique 2
celle-ci,
L ”k e e d 4
(y'z Yyr$=! = o (mod. ré),
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0u, ce qui revient au méme, a celle-ci,
7'5= [’k (mod. r).

Qu’on remarque maintenant que, les nombres 7’ et £”, non divisibles

par r, étant réels, on pourra toujours déterminer un nombre réel ¢ évi.
demment non-divisible par r, qui soit tel que

g’ = v'¢ (mod. r);
ce qui transforme la derniére congruence en
z = kd (mod. r).
Or d, et par suite k", ne peut recevoir quer— 1 valeurs incongrues
d’apres le module r, tandis que z, qui est assujetti a I'unique condi-

tion de ne point étre divisible par r, peut prendre r* — 1 valeurs dif-
férentes; on voit donc qu’il existe pour z,

rP—1—(r—1)=r({r—ri

valeurs incongrues qui jouissent de la propriété de rendre impos-
sible la derniére congruence. C. Q. F. D,

Nous venons de démontrer que pourles bases § et ¢ déterminées de la

maniere indiquée et appartenant aux exposants (r? — 1) 78~ et r8—t,
la congruence

6P =" (mod. re),
dans laquelle 3 et y sont des nombres de ces séries
0, 1727“':(’42—1)"57_1—1; O,l,2,...,l‘g—'——l,

ne peut subsister que dans le cas ol 8 =7 = o; ce résultat peut s’ex-
primer d’une maniére un peu différente, et 'on se convaincra sans
difficulté qu’on en peut déduire que I'expression

§° ¢
donne, pour toutes les combinaisons {2, 7 dont le nombre

(r? — 1) r&~t rs™ = (r? — 1) r%-2 = §(r9),
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des nombres incongrus d’aprés le module ré, c'est-a-dire devien-
dra congru une seule fois a chaque nombre 7 non divisible parr. Les
valeurs de 3 et de 7» pour lesquelles cela a lieu, seront nommeées in-
dices de n et seront désignées par 3, et y,. llest évident que les nombres
congrus ont meémes indices, et on voit aisément comment les in-
dices d’un produit se déduisent des indices de ses facteurs. Comme

¢ =1 {mod. r),
By v, . . Coa
de b7 " = p (mod. r8) il suit aussitot
Bﬁ"s r{mod. r),

et par conséquent, [ étant évidemment non-résidu quadratique de r,

[2. sera pair ou impair, suivant que rsera résidu ou non-résidu quadra-
tique de r; ou bien, en employant les symboles adoptés plus haut,

g
‘b'
5 /

3. 1l nous reste encore i examiner le cas ou le module est une puis-
sance de 1 -+ 7.

Soient & et e deux nombres positifs dont le second est impair; soit.
en outre, ¢{ un nombre complexe arbitraire, mais impair. Puisque

[t 4+ ¢(1+ De=1 Het{1+ i 4.,

I

dont les termes, 4 partir du troisieme inclusivement, sont évidemment
divisibles par (1 -+ 7%+ il g'ensuit que [1 -+ £(1+i)*]° aura la forme

f

T+ 2"(1 + )%, ou ¢ est aussi impair. En ontre, si 'on suppose & __ 3,

\

[1+2(+ipP=1+ g {14 )2,
ou ¢ est aussi impair. Si I'on combine ces deux résultats, on trouve

sans difficulté que, dans la supposition de a ; 3, on a toujours

[v+ (14 D=1+ ¢ (1 + [ )R+
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ou ¢’ est impair ainsi que 7, et ol p est exposant de la plus forte puis-
sance de 2 qui entre dans§.

11 suffit a Pobjet ique nous avons en vue que Pexposant de la puis-

sance de 1 -+ i que I'on prend pour module soit impair et ; 7. Soit

donc le module = (1-+ )", de telle sorte que h ; 2. Quon fasse

x = 3, ou = 4 dans le résultat précédemment obtenu, et Von verra
aussitdt que 1+ & (1 -+ 1) appartient a Pexposant 2* pour le module
‘1 -+ {)?%. Cela étant supposé, il est facile de se convaincre que les
deux nombres appartenant 4 I'exposant 9", savoir, 1 + (1 + i) et
1+ u(1 +i)*, dans lesquels Z etz sont impairs , possedent toujours la
propri¢té de rendre impossible, pour tout autre cas que celui ot

¢ — ¢ = 0, la congruence

[1+¢(x+ PP =0+u (14 )] [mod. {1+ P)2A],
dans laquelle ¢ et ¢ sont des termes de la série
0,1, 2y.0y 2 — T

Dans le fait, puisque chacune de ces deux suppositions g =o0,:=o0,
entraine nécessairement 'autre comine conséquence, il nous suffira de
montrer que notre congruence devient impossible quand ¢ et & sont
tous deux différents de zéro. Désignons les plus hautes puissances de 2,
qui entrent respectivement dans ¢ et dans ¢, par 2¢ et 27, ou ¢ < h,
¢ < h, les deux membres seront respectivement contenus dans les
deux formes

1+ ¢ (4P, 1+ W+ DM,

ou ¢’ et i représentent des nombres impairs. Substituons ces valeurs,
il vient

v+ P = (1 + i =2 [mod. (1 + i+
cette congruence est évidemment impossible, puisque les deux expo-

sants 3+ 2p et 4+20 sont inégaux et tous deux moindres que 3 + 2k.
Posons, comme cas particulier, # =1, #= —13; alors la congruence

(— 1 + 2i) == 5¢[mod. (1 + i)e+2h]



PURES ET APPLIQUEES. 257

ne peut subsister que dans le cas ou I’on supposerait ¢ — ¢ = 0, ou

bien, ce qui revient au meéme, comme il est facile de s’en convaincre,
Pexpression

(— 1+ 2i) b

ne donne que des nombres incongrus d’apres le module (1 + )rrah
pour toutes les combinaisons ¢, ¢, dont le nombre est évidemment 2%,
Tous ces nombres sont primaires, c’est-a-dire = 1 [mod. (r+ )]
puisque — 1 + ajet 5 possedent eux-mémes cette propriété. Remar
quons actuellement que pour chaque module divisible par (1 -+ i),
deux nombres impairs congrus sont a la fois primaires ou a la fois
nen primaires, et que, par suite, notre expression ne peut devenir con-
grue qu’aux nombres primaires; en outre, il est facile de voir que,
pour le module (1+ 7+ il pexiste que 4 [(14 P+ = 22* nom-
bres impairs primaires incongrus entre eux; on voit donc que Pex-
pression précédente devient congrue une fois, mais une fois seule-
ment, & chaque nombre primaire impair 2. Les exposants dy, ¢,, pour
lesquels cela arrive, seront nommes, a leur tour, les indices de n, et
il est évident qu’on obtiendra le premier ou le second indice d’un
produit, si, de ia somme des premiers ou des seconds indices des fac-
teurs, on supprime le plus grand muitiple de 2% qui y soit contenu.
Les indices &, ¢, possédent, en outre, des propriétés analogues a
celles dont nous avons fait mention dans les conclusions des deux
uuméros précédents et qui sont, comme celles-ci , relatives 4 la théorie
des résidus quadratiques. Posons

?

oy -
(= 1+ 20)0 55 = ) 4y

ou X ety’ sont respectivement pairs et impairs; on a, d’apres les équa-
tions (e) et ( /), démontrées dans le § VII du Mémoire cité,
Myt 3% €0

—n b ey
(=1 ~[x’—|-u'i]—l:—x—q-Aqu (5) ’

(I’.I_‘_.) !)! —1

6" 3
SR R IR T D (i1
. W+ T = 5]

Tome IX. — JuiLer 1844. 33
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et par conséquent, puisque

1 . i 1+ 7 _ 1+ _
—142 =—hL 15|7" ——1-+-2i]_1’ 5| =%

P (){—‘—y’),-—[

-y =1, (=0 * =(=n"

Posons maintenant 7 = ) - vi; remarquons ensuite que, en vertu de
la congruence

A+ vi=XN-4v'i(mod. 8),

résultant de ce que 8 est un facteur de (1 + £)****, X et v ne different
respectivement de ¥ et de v’ que d’un multiple de 8; on voit donc
que on peut remplacer X, v’ par }, v dans les équations que nous ve-
nons d’obtenir, et I’on trouve

Myt —1 (A=)t =1
— —

- O En
() n=Xtvi, (-1 & =(=n7, (=0 ° =(=n".

4 Nous sommes maintenant en état de pouvoir considérer un
nombre quelconque k& comme module; cependant, pour éviter toute
prolixité inutile, nous nous bornerons au cas ol k est pair, la plus
haute puissance de 1+ i qui y entre ayantla forme 3 -+ 2/, et / étant

; 2. Soit le nombre k, abstraction faite du facteur i# égal au pro-
duit des puissances des nombres premiers

(8) (@—+ bi>f7 (@ + b’ iV'y.o5 T8, N N iys+2h,

Les nombres premiers impairs et a deux termes a -+ bi, a’ + b'i,...,
que nous supposerons primaires pour plus de simplicité, sont inégaux,
et r, r',... sont des nombres premiers & un terme, positifs et différents
les uns des autres. Que 'on choisisse maintenant d’aprés les prescrip-
tions des trois numéros précédents, pour chacun des modules (8),
une ou deux bases

(9> [ ) a/r'-; 57 Cs 6’7 C’,...; | +2i, 5,

et 'on obtiendra pour chaque 7, nombre premier relatif 3 &, et en
p q P
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méme temps primaire, une série d’indices
I 1
<IO) Ony Kigenns ﬁm '}'mﬁnv 'Y'na-“; O“,,, &

que 'on devra appeler le systéeme des indices de 7, et qui est complé-
tement déterminée si ’on choisit les bases une fois pour toutes. Il est
clair que les nombres congrus z et #/ ont méme systéme d’indices,
et 'inverse de cette loi a également lieu, parce que, dans la supposi-
tion de I'identité de systéme pour deux nombres r et », on a la con-
gruence n=rn' pour chacun des modules (8), et par conséquent aussi
pour le module 4. Si I'on considére le nombre des valeurs qui peuvent
étre attribuées a chacun des indices (10) en particulier, on voit aus-

sitdt que le nombre des systémes différents (10) sera exprimé par le
produit

(p—D)p (P =) p 7 (PP — 1) P28 (P — 1) 28D s o2

-

C’est-a-dire par 4 ¢ (k), comme cela doit étre en effet, puisque 1 ¢ (k)
coincide évidemment avec le nombre de tous les nombres incongrus
d’apres le module £, qui n’ont avec & aucun facteur commun, et qui
sont, en outre, primaires.

Comme nous aurons souvent A considérer, dans les paragraphes sui-
vants, une série de nombres jouissant de la propriété dont nous venons
de parler, c’est-a-dire une série qui ne contient qu’un seul terme qui
soit congru, d’aprés le module &, avec tout nombre premier avec k
et, en outre, primaire, nous conviendrons de désigner par

(rr) l
le terme général d’une pareille série de nombres composée de + ¢ (k)
termes.

§ L.

Revenons actuellement au théoréme que nous avons désigné, dans

Iintroduction, comme I'objet de ce Mémoire, théoréme d’aprés lequel
la formule
kt + 1

contient un nombre infini de nombres premiers, lorsque les nombres

33..
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donnés & et I n’ont point de diviseur commun, et observons qu’on peut
évidemment, sans restreindre la généralité, considérer & comme divi-

sible par 1 + 7, et regarder comme impair et ; 7 Vexposant de la plus

haute puissance de 1 + i qui entre dans &; de la sorte, k& devient de
la forme supposée dans le paragraphe précédent, art. 4. Rappelons,
en outre, que quatre nombres corrélatifs sont toujours  lafois premiers
ou non premiers, etil devient évident que I peut étre considéré comme
nombre primaire, et que cette lettre peut recevoir la signification qui
lui a été donnée par 'équation(11).

Cela étant, formons, en conservant toutes les désignations em-
ployées dans le § II, art. 4, les équations bindmes suivantes, qui ré-
pondent aux bases de I'équation (g), d’apres la série,

—npf Hp—nypf .
90<P 'p =, 99(1) » =1,..;
.2 —t g—! T2 gy g gt | gromy
(12) (P(r —4)ré =1, 1 =1, Y 19rs =1, x/ré’ =1,...;
A &
6% =i, 7 =1.

Posons, en outre, pour abréger,
Q, = g% Sola:l‘ % Lppn PALl'Y ﬁ,;x/fy S 6')”)05”.

Ce produit, ainsi formé, posséde plusieurs propriétés tres-faciles i de-
montrer et importantes pour ce qui va suivre; ce sont elles qui vont
nous occuper avant tout. Si I'on se représente les racines de I'unité
contenues dans Q comme constantes , on a évidemment

(13) O = 0, 2,0,

et si 'on admet que #'= n (mod. £),

(13) 0, =20,

En continuant toujours de supposer qu’on ne change point les racines

de 'unité contenues dans Q, et en étendant le symbole Z a toutes les

valeurs de [ définies en I’équation (11),

(14) So=0, ou X O=41¢k),
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selon qu'il se trouve parmi les racines ¢, ¢/,...; Uy s Vs Asens Gy,
au moins une qui différe de Punité positive, ou que toutes ces racines
lui sont égales. Dans le fait, puisqu’ tous les / répondent tous les SVys-
temes possibles de I'équation (10), notre somme peut se décomposer
facilement en facteurs dont chacun ne contiendrait qu’une seule des
racines indiquées plus haut. Celui de ces facteurs ou @ se présente est
évidemment

L g A4 @ 4 gphp T
et par conséquent
=0, ou = (p—1)p/,

suivant que ¢ est différent de 1'unité positive ou lui est égal ; et comme
on en peut dire autant de toutes les autres, notre assertion se trouve
démontrée.

Si nous nous servons dés 3 présent, comme nous le ferons partout
dans la suite, du signe S pour désigner une sommation qui s’étend &
toutes les combinaisons des racines des équations (12), racines dont le
nombre est évidemment = & ¢ (k), on a enfin

15) 58, =5 ¢(h), ou $Q,=o,

suivant que la congruence rn = | (mod. &) existe ou n’existe pas.
Le premier résultat découle évidemment de ce que tous les indices (10)
§ évanouissent pour n = 1. Quant au second, pour se convaincre de
sa justesse, il suffira de remarquer que SQ, peut étre décomposé en
facteurs dont chacun ne contient que les racines d’une des équa-
tions (12), et que celui de ces facteurs qui est relatif a la premiére n’est
pas autre chose que la somme des racines de cette équation élevée 4 la
puissance a,. Ce facteur s’évanouira toujours pour cette raison et i
cause de o, < (p — 1) p/, excepté lorsque 'ona o, = 0. Ce résultat,
ainsi que les considérations analogues qui ont lien pour les autres fac-
teurs, ont pour conséquence immédiate la deuxieme des équations (15),
si 'on considére que, dans le cas ou 7 = i (mod. &) n’aurait pas lien,
un des indices (10), au moins, serait différent de zéro.

Cette introduction nous conduit 4 une démonstration facile de I’¢-
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quation

R L
16} IT - I ._29,,< = L.

Dans cette équation, s désigne une grandeur arbitraire positive dé-
passant l'unité; quant au signe de la multiplication II et a celui de la

sommation 2, le premier s’étend a tous les nombres premiers pri-

maires ¢ qui n’entrent point dans £, tandis que le second s’applique
a tous les nombres primaires qui n’ont aucun diviseur commun
avec k. Les racines ¢, ¢/,... qui entrent dans O peuvent étre choisies ar-
bitrairement, mais doivent étre les mémes dans chaque Q, de telle
sorte que notre équation générale 4 ¢ (k) représente les équations par-
ticuliéres répondant aux diverses combinaisons de racines. Pour nous
convaincre de ’exactitude de cette équation, développons dans le pre-
mier membre le facteur général en ayant égard & I'équation (13). On
obtient ainsi

i 1 1
e = 1 Qo+ O

(Ng)
Ty

Qu'on exécute maintenant la multiplication indiquée, quon se sou-
vienne que, d’aprés 'équation (4), chaque nombre n ne peut étre re-
présenté comme produit de puissances de nombres premiers primaires
que d’une seule facon, et le premier membre de notre équation se trans-
forme danslesecond. C. Q. F. D.

W; - etc....

§ IV,

Nous allons maintenant considérer de plus pres la série générale L,
équation (16), qui a évidemment nine valeur finie et indépendante de la
maniere dont les termes se suivent aussi longtemps que s > 1, et nous
chercherons, en particulier, a déterminer comment cette valeur varie
lorsqu’en posant s = 1 + p, on fait la variable positive p infiniment
petite. La série L, but de nos recherches actuelles, se décompose en
1 ¢ (k) séries partielles dont chacune contient tous les termes ou 7 est
congru selon le module % au méme nombre !, équation (11). Une
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quelconque de ces séries partielles devient

1

T & N(kt= 1)+
lorsqu’on y supprime dans tous ses termes le facteur commun Q; lale

signez comprend tous les nombres entiers complexes £. Nous avons

montré, dans le Mémoire intitulé Rech. sur les SJorm. §XVIIIL, art. 3.

que cette derniere série devient égale & 'expression N—% é lorsque g de-

vient infiniment petit. Ce résultat peut étre complété 4 'aide des consi-
dérations développées au lien cité, et Pon prouve facilement que
™ I

=N 7 + A+ oF (p),

ou A désigne une constante réelle, et F (p) une fonction réelle de ¢ qui
tend vers une limite finie quand p devient infiniment petit. 11 s’ensuit
immédiatement, en tenant compte de I'équation (14), que
wd (k) 1 . . o

(r17) L =INR; +F(p), ou L=A+Ai+p[®(p) +id(p)].
suivant que les racines de V'unité contenues dans L sont toutes égales
aux racines positives de I'unité, ou que 'une d’elles au moins est dif-
férente de celles-ci. A et A’ sont des constantes réelles, et F (o), @ P
@ (p) sont des fonctions réelles de p qui tendent vers des limites finies
pour des valeurs infiniment petites de la variable positive g.

Les séries L peuvent se partager en trois classes, d’apres les différentes
combinaisons de racines qu'elles contiennent. La premiére de ces
classes consiste dans la série unique ot toutes les racines de I'unité ont
pour valear 1, et qui est relative 4 la premiére des équations (1 7). La
seconde classe embrasse toutes les autres séries ou il n’y a que des
racines réelles. Remarquons maintenant que les seules équations ot les
exposants soient impairs sont celles dont les racines sont désignées
par x, ¥s..., et 'on verra que, pour représenter toutes les séries de la

seconde classe, il faut combiner de toutes les manieres possibles les
doubles signes de

I+ 1

» X

sy N =

L ¢ ==1, yY==371,..%

p==x1, ¢==x1,...; =
g I;

I
1

I
It 1
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mais de toutes ces combinaisons il faut exclurecelle quirépond aux signes
supérieurs tous ensemble; cette combinaison unique forme la premiére
classe. Enfin, la troisieme classe comprend toutes les séries qui pré-
sentent au moins une racine imaginaire de I'unité, et 'on voit facile-
ment que les séries de cette classe sont toujours ordonnées par couples,
puisque, dans la supposition énoncée, les deux combinaisons de
racines
9 oo b o VS K G wy

et
I 1 LI I I i

I
P A M
sont évidemment différentes I'une de Pautre. Dans ces séries la transi-
tion de Pune a celle qui lui est coordonnée a lieu en changeant / en
— ¢ dans la deuxiéme équalion (17), tandis que les termes imaginaires
de cette équation disparaissent pour les séries de la seconde classe, aux-
quelles I'équation citée appartient également.

Quand p devient infiniment petit, la valeur de la série qui constitae
la premiére.classe croit par-dela toute limite positive, tandis que les
valeurs de toutes les autres séries tendent vers des limites finies, comme
on peut s’en convaincre d’apres Péquation (17). Cela n’est cependant
pas suffisant pour le but que nous nous proposons, et il nous faut en-
core faire voir que toutes ces limites sont différentes de zéro, c’est-a-
dire qu’on n’a pas a la fois A = 0, A’ — o dans la seconde des équa-
tions (17). Admettons un instant que cette preuve soit faite pour toutes
les séries de la seconde classe. Cette supposition admise, nous montre-
rons, dans le paragraphe suivant, que cette assertion est vraie pour la
troisieme classe, et nous en déduirons aussitot la loi posée au commen-
cement du § III, en sorte qu’il ne nous restera plus qu’a démontrer, a
la fin de ce Traité, la propriété supposée a U'égard des séries de la se-
conde classe.

§V.

Prenons les logarithmes népériens des deux membres de Péqua-
tion { 16) et développons, il vient

I

I —
L ;2 -Qq,u Wf;} e lOg L.

[T ' 1 [T P o P i [ o
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Dans cette équation nous nous sommes bornés, pour abréger, a écrire
le terme général dans lequel on doit attribuer successivement a p
toutes les valeurs depuis ¢» = 1 jusqu’a . = o3 de plus, le signe de la
sommation s’y rapporte & tous les nombres ¢. Soit maintenant { un

nombre déterminé quelconque parmi ceux qui ont été définis sous le
numéro (11), et posons

II'= (mod. &),

ou /' est, comme Z, un nombre primaire et premier avec &. Multiplions
notre équation par Q,, et faisons la sommation d’apres toutes les com-

binaisons possibles de racines, il vient

1 ; 1

ey }:Z (SQI’qP‘)(N—q)-I’T/‘P -+ .= S.Q,r log L.
Maintenant, d’apres U'équation (15),
SQl/q,t{ = 0,
excepté quand
lgr=1,
ou bien, ce qui revient au méme, excepté quand
g+ =1 (mod. k),

auquel cas la valeur de la somme devient 4 ¢ (k). L’équation devient
ainsi

\ ' 1 1 = 4
(18) Z(Nq)‘+p+22(Nq)w+..._ 7(5S0¢ log L,

ou le signe 2 s’étend dans le premier, le deuxiéme,... terme respecti-

vement, aux nombres premiers ¢ dont les premiéres, deuxiémes,...
puissances sont

= I (mod. k).
Posons spécialement
=1,
alors on a
V'=1(mod.k), Qp=1,
Tome 1X. — JuiLLer 1844 . 34
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et le résultat général se transforme en

, I L _ 4
2 (Nq)"’“f’ —Z(E;I‘ 1+zp .. ( )S log L.

Considérons actuellement la somme S log L pour le cas ot ¢ devient
infiniment petit. Les termes correspondants aux séries de la deuxiéme
classe tendent ensemble vers des limites finies; au contraire, le terme
correspondant a la premiére classe prend alors une valeur positive
infiniment grande, puisque ce terme peut étre mis, d’apreés 'équa-
tion (17), sous la forme

og (5) = 1o8 (52 + 7)),

dont la premiére partie devient infinie tandis que la seconde tend vers
une limite finie. Supposons maintenant que la limite finie d’une série
de la troisicme classe soit égale a zéro, c’est-a-dire supposons que P'on
ait, dans I’équation (17),

A =0, A =o;

alors de la réunion des deux membres qui, dans notre somme, répon-
dent & cette série et a celle qui lui est coordonnée, résultera I'expres-
sion suivante:

—2log (lp) + log g ()" + ¢/ (p)’].

Apres avoir combiné cette expression avec la précédente, la somme
. 1 - ’ . .
contiendra le terme — log <_P> qui prend une valeur négative infini-

ment grande, et qui ne peut étre détruit par logfe (p*) + ¢’ (p*)],
puisque ce dernier logarithme peut seulement avoir une limite finie,
on bien prendre lui-méme une valeur négative infiniment grande.
Ce résultat est en contradiction avec notre équation précédente, dont
le premier membre ne contient que des termes positifs, et cette contra-
diction serait encore évidemment renforcée si ’on voulait considérer
comme évanouissantes les valeurs des limites pour plus d’un couple de
séries coordonnées de la troisiéme classe. Il est ainsi prouvé, réserve
faite de la démonstration qu’il nous reste 4 donner pour les séries de
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deuxieéme classe, que log L tend toujours vers une limite finie, ex-
cepté dans le seul cas ou L désigne la série de la premiére classe, car
alors notre logarithme peut devenir plus grand que tout nombre
donné positif.

Revenons  présent a P'équation générale (18); nous voyons que le
deuxiéme membre, et par conséquent aussi le premier membre, de-
vient infini quand p devient infiniment petit. Mais, maintenant, la
somme de toutes les séries qui se trouvent dans le premier membre, i
partir de la seconde inclusivement, reste finie, puisque

est encore finie méme lorsqu’on ne borne point les sommations, comme
nous le faisons ici, 4 certains nombres premiers ¢, et qu’on I'étend

a tous les nombres entiers dont la norme surpasse 'unité. Il faut donc
1

(Ng)+e
ce qui exige que le nombre de ses termes soit infini; elle donnera
donc alors un nombre infini de nombres premiers tous contenus dans

la forme kt +~ 1. C. Q. F. D

que ce soit la somme 2 qui croisse au dela de toute limite finie,

§ VL

Afin de compléter la démonstration que nous venons d’exposer, il
faat encore faire voir que, pour chaque série de deuxiéme classe, Ia
limite correspondante 4 une valeur infiniment petite de p est diffé-
rente de zéro. Une série de ce genre contient une combinaison de ra-
cines de la forme

o= T, 9 = = 1,...; y==x1, y=1, ¢==x1, x =1,

6 ==*x1, n==x

Formons le produit de ceux d’entre les nombres premiers
a+bi, a—+bi,..; rr,..,
auxquels, dans cette combinaison de racines, répond une racine

¢gale & I'nnité négative, 2 savoir, P 9’55 Yy Voonn, et désignons le

34..
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produit de ces nombres premiers par Q, et par V le produit de tous
les autres (il va sans dire que si, dans un de ces groupes, il ne se
trouve point de nombre premier, on remplacera Q ou V par I'unitéj;
alors I’expression Q,,, contenue dans le terme général de la série, pourra
prendre la forme suivante, d’aprés les résultats obtenusen I’équation(5

et en I'équation (6):
 n On  E5
€ = L@] o7

Posons, en outre, comme plus haut,

n = A4 vi,

1l vient
) P T (Mv)t—1
S ——

6" =46 4 s nsn:n 8

Si 0 = 1, la premiere de ces équations est évidente; si, au contraire,
6= — 1, elle coincide avec une des équations désignées par la for-
mule (7), et il en arrive antant de la seconde.

T.a limite d'une série quelconque de la deuxieme classe est par con-

séquent
Bvt—1 (Q)P—1

A4 i I
Yo & oy 3 [Q O

ol p est supposé infiniment petit; le signe Y. s’¢tend & tous les nom-

bres impairs primaires X + vi qui n’ont aucun facteur commun avec &,
ou avec QV, ce qui revient au méme; remarquons encore quwon ne
peut avoir simultanément

Q=1, 6 =1, n=1,

car, dans cette supposition , la combinaison des racines considérée plus
haut répondrait 4 la série L de la premiere classe. Mais maintenant
notre série est, avec cette restriction , toujours contenue dans la série
générale qui, comme nous l'avons montré dans le Mémoire déja sou-
vent cité, exprime, abstraction faite d’un facteur fini, le nombre des
classes comprenant toutes les formes quadratiques pour un détermi-
nant arbitraire non quadratique. Que ’on compare avec la série ci-
dessus celle que nous avons trouvée dans V'ouvrage cite, § XvIr,

oo ! I I T e R R R RN RN
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équation (18), pour I'expression de ce nombre, et 'on verra que la
premiere est relative aux quatre déterminants

OV?, iQV?, (1 +i)QV?, i(1+i)QV?,

d’apres les quatre combinaisons respectives de racines qui peuvent s’y
présenter,

f=1, =15 f=—1, =13 =1, n=—1; G=—1, n=—1.

De Ia résulte immédiatement la propriété qu'il s’agit de démontrer;
car, sinotre série se réduisait 4 zéro, alors le nombre des classes des
formes quadratiques deviendrait aussi nul pour le déterminant cor-
respondant, ce qui est impossible, puisque ce nombre est toujours
au moins égal a Punité.

Nous terminerons par une remarque destinée a éclaircir la compa-
raison que nous avons précédemment indiquée; cette remarque con-
siste en ce qu’on peut, sans changer la valeur de la série trouvée i
Vendroit cité, étendre Ia sommation dans cette série 4 tous les nombres
impairs primaires A + vi sans facteurs communs avec le déterminant,
auxquels cette dénomination est applicable dans le sens adopté dans
le présent Mémoire. Cela résulte immédiatement de ce que, pour un
groupe quelconque de nombres impairs assemblés, le nombre consi-
déré comme primaire d’aprés une définition, est évidemment égal ou
opposé a celui qui lui correspond dans I'autre définition, et que, de
plus, un terme quelconque de la série reste invariable quand on y
change — A + vien — A — wi:



